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非线性微分代数子系统的初始化高增益观测器设计

陈炜峰１　周权１　臧强１

摘要

针对一类大系统中的非线性微分
代数子系统，研究其状态观测问题，提出

了一种初始化高增益观测器设计方案．
首先，通过一个非线性微分同胚变换，实

现了系统的等价变换；然后针对等价系

统，给出了初始化状态观测器设计，使得

观测误差是指数收敛的；最后，给出一个

数值仿真算例．仿真结果验证了该方法
的有效性．
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０　引言

　　许多实际系统如电力系统、经济系统以及受限机器人系统等均
可由微分代数（ＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＡｌｇｅｂｒａｉｃＥｑｕａｔｉｏｎｓ，ＤＡＥ）系统模型来描
述．已有的研究大多将受控ＤＡＥ系统视为孤立系统，不考虑系统外部
和受控系统之间的相互约束和影响，例如在不考虑被控对象和外部

之间的相互影响时，单机无穷大系统便成为一个孤立非线性 ＤＡＥ系
统［１］．然而在许多实际应用中，被控对象往往是大系统中的一个非线
性ＤＡＥ子系统，与大系统其余部分之间存在相互约束（这些约束从物
理角度如能量守恒等考虑，是自然产生的），受大系统其余部分产生

的关联输入变量的影响．文献［２］所谓“电力系统元件结构化模型”，
就是一个典型的非线性 ＤＡＥ子系统模型．实际上，不仅是电力大系
统，对于其他复杂大系统，非线性ＤＡＥ子系统的控制问题也是普遍存
在的．

在各种结构性条件和增长性条件的假设下，非线性常微分方程

（ＯｒｄｉｎａｒｙＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＥｑｕａｔｉｏｎｓ，ＯＤＥ）系统的状态观测问题已经取得
了丰富的成果［３］，但对于非线性ＤＡＥ子系统而言，状态观测问题的研
究还不多见．针对一类仿射非线性 ＤＡＥ系统，文献［４５］研究了非线
性ＤＡＥ系统的输出反馈镇定控制问题，文献［６７］将非线性 ＯＤＥ系
统的高增益观测器方法进行了扩展．然而，目前对于非线性ＤＡＥ子系
统的状态观测问题的研究还很少．

本文研究了一类非线性 ＤＡＥ子系统的状态观测问题，给出了一
种初始化非线性高增益观测器设计方案，初始化是指观测器的初始

条件要满足代数约束方程．本文首先通过非线性微分同胚变换，实现
被控系统的等价变换；再针对等价系统，分别设计出针对等价系统和

原系统的初始化非线性高增益观测器，使系统状态估计误差指数收

敛于零；最后给出一个数值仿真算例．仿真结果验证了本文所提设计
方案的有效性．

１　系统的描述和问题的提出

为使读者对本文所谓“非线性 ＤＡＥ子系统”控制问题提出的物
理背景有更为直观的了解，下面对其作简要描述．

包含Ｎ个元件的电力系统，其中第ｉ（ｉ＝１，…，Ｎ）个元件由如下
的非线性微分代数方程来描述［８１１］：　　　　



　　
ｘｉ＝ｆｉ（ｘｉ，ｚｉ，ｕｉ），

０＝ｇｉ（ｘｉ，ｚｉ，珋ｖｉ），

ｙｉ＝ｈｉ（ｘｉ，ｚｉ，珋ｖｉ），　ｉ＝１，…，
{

Ｎ．

（１）

显然元件ｉ是电力系统中的一个子系统．相对于元件
ｉ，其余元件 ｊ（ｊ≠ ｉ）和交流电网共同组成电力系统
的其余部分．这里称 珋ｖｉ∈Ｒ

ｓｉ为关联输入变量，通过

合适选取，可使得 珋ｖｉ“完全”反映电力系统其余部分
对元件ｉ的影响．元件ｉ与电力系统其余部分的关系
可以由图１直观地表示．

图１　元件与电力系统其余部分
Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓａｎｄｔｈｅｒｅｓｔｏｆｔｈｅｐｏｗｅｒｓｙｓｔｅｍｓ

更一般的，本文将研究如下形式的非线性 ＤＡＥ
子系统：

ｘｉ＝ｆｉ（ｘｉ，ｚｉ，珋ｖｉ）＋ｆｉ（ｘｉ，ｚｉ，珋ｖｉ）ｕｉ，

０＝ｇｉ（ｘｉ，ｚｉ，珋ｖｉ）

ｙｉ＝ｈｉ（ｘｉ，ｚｉ，珋ｖｉ），　ｉ＝１，…，
{

Ｎ．

（２）

这里ｘｉ＝［ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉｎ］
Ｔ∈Ｒｎ，ｚｉ∈Ｒ

ｄ，ｕｉ∈Ｒ，
ｙｉ∈Ｒ，ｉ＝１，…，Ｎ，分别为非线性 ＤＡＥ子系统（２）
的微分变量、代数变量、控制输入和控制输出，统称

（ｘＴｉ，ｚ
Ｔ
ｉ）
Ｔ为系统（２）的状态变量，称珋ｖｉ∈Ｒ

ｓｉ为关联

输入变量，反映了大系统其余部分对于（２）的影响，
ｆｉ∈Ｒ

ｎｉ，ｇｉ＝（ｇ１，…，ｇｄ）
Ｔ∈Ｒｄｉ，ｈｉ∈Ｒ均为定义域

上的光滑向量场．为简单起见，下文将省略下标ｉ．
记ｇ的零集为

Ω：Ω＝｛（ｘ，ｚ，珋ｖ）∈Ｒｎ×Ｒｄ×Ｒｓ：ｇ（ｘ，ｚ，珋ｖ）＝０｝．（３）

对非线性ＤＡＥ子系统（２），有如下的假设．
假设１　非线性ＤＡＥ子系统（２）是指数１的，即

代数方程０＝ｇ（ｘ，ｚ，珋ｖ）关于代数变量ｚ的雅克比矩
阵在Ω上具有常满秩：

（ｘ，ｚ，珋ｖ）∈Ω，　ｒａｎｋｇ
( )ｚ＝ｄ． （４）

假设２　非线性ＤＡＥ子系统（２）具有容许初始
值Ｘ０ ＝（ｘ０，ｚ０，ｙ０，珋ｖ０）∈Ω，即０＝ｇ（ｘ０，ｚ０，珋ｖ０）．

假设１和假设２保证了非线性ＤＡＥ子系统（２）
的解对容许初始值的存在和唯一性．

假设３　关联输入变量 珋ｖ及其充分阶次的导数
均为本地可测有界信号．

由式（４）可知，ｇ
( )ｚ

－１
在Ω上存在．定义如下的

非线性坐标变换：

ξ








χ

＝
Ｔ（ｘ，ｚ，珋ｖ）


ｇ（ｘ，ｚ，珋ｖ







）
Ψ（ｘ，ｚ，珋ｖ）． （５）

其中ξ＝
ξ１


ξ










ｎ

，Ｔ＝
ｈ（ｘ，ｚ，珋ｖ）


Ｌｎ－１Ｆｆ１ ｈ（ｘ，ｚ，珋ｖ









）

，Ｆ（ｘｉ，ｚｉ，珋ｖｉ）

定义 为 Ｆ（ｘｉ，ｚｉ，珋ｖｉ）
Ｉｎ

－ ｇｉ
ｚ( )
ｉ

－１ｇｉ
ｘ









ｉ

，ＬｉＦｆ１ ｈ

ＬＦｆ１（Ｌ
ｉ－１
Ｆｆ１ｈ）

Ｌｉ－１Ｆｆ１ｈ
ｘ

Ｌｉ－１Ｆｆ１ｈ
( )ｚ

Ｆｆ１，ｉ＝１，…，ｎ．

假设４　Ψ为Ω的管状邻域Ωｋ ＝｛（ｘ，ｚ，珋ｖ）∈
Ω ‖ｇ（ｘ，ｚ，珋ｖ）‖ ＜κ，κ＞０｝上的微分同胚，满足
‖Ψ（ｘ１，ｚ１，珋ｖ１）－Ψ（ｘ２，ｚ２，珋ｖ２）‖≥ω‖ｘ１－ｘ２，ｚ１－
ｚ２‖，这里ω＞０为已知正常数，且Ψ将系统（２）等价
转化为

ξ１ ＝ξ２＋φ１（ξ，χ，珋ｖ，珋ｖ
·
，ｕ），



ξｎ－１ ＝ξｎ＋φｎ－１（ξ，χ，珋ｖ，珋ｖ
·
，ｕ），

ξｎ ＝ｕ＋φｎ（ξ，χ，珋ｖ，珋ｖ
·
，ｕ），

χ＝０，
ｙ＝ξ１















．

（６）

假设 ５　φｉ（ｉ＝１，…，ｎ）是关于 ξ的全局

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数（即 ‖φｉ（ξ，χ，珋ｖ，珋ｖ
·
，ｕ）－φｉ（珔ξ，χ，珋ｖ，珋ｖ

·
，

ｕ）‖≤ｃ‖ξ－珔ξ‖，ｃ＞０为Ｌｉｐｓｃｈｔｉｚ常数）．
与已有孤立非线性 ＤＡＥ系统结果相比，系统

（２）中的微分方程和代数方程还含有关联输入变量
珋ｖ，这使得类似于文献［１２］中的精确的线性化方法不
可行．同时系统（２）中的关联输入变量具有假设３所
述的优良性质，这为其状态观测器的设计提供了极

大的便利．本文将研究满足以上假设的 ＤＡＥ子系统
（２）的状态观测问题．

１５
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２　初始化高增益观测器的设计

对等价系统（６）构造如下形式的高增益观测器：
ξ^·１ ＝ξ^２＋φ１（^ξ，^χ，珋ｖ，珋ｖ

·
，ｕ）＋θＫ１（^ξ１－ｙ），



ξ^·ｎ－１ ＝ξ^ｎ＋φｎ－１（^ξ，^χ，珋ｖ，珋ｖ
·
，ｕ）＋θ（ｎ－１）Ｋｎ－１（^ξ１－ｙ），

ξ^·ｎ ＝ｕ＋φｎ（^ξ，^χ，珋ｖ，珋ｖ
·
，ｕ）＋θｎＫｎ（^ξ１－ｙ），

χ^· ＝０













． （７）

其中θ为大于零的正常数，Ｋ＝［Ｋ１，…，Ｋｎ］
Ｔ使得

Ａ＋ＫＣ是Ｈｕｒｗｉｔｚ矩阵，

Ａ＝

０ １ … ０
   

  １
０ … …











０ ｎ×ｎ

，Ｃ＝（１，０，…，０）１×ｎ．

定理１　若 ｕ是有界输入，则存在一个常数
θ０ ＞０，对于θ≥θ０，有：
‖ξ^（ｔ）－ξ（ｔ）‖≤λ‖ξ^（０）－ξ（０）‖ｅｘｐ（－μｔ）．（８）
其中ξ＝（ｘ，ｚ，珋ｖ），λ，μ为大于０的常数．

证明　ξ（ｔ）是观测器（７）在χ＝０时的轨迹，且
ξ^（ｔ）是系统（６）中的状态ξ（ｔ）的估计．

定义观测误差ｅ（ｔ）＝（Δ－１^ξ（ｔ）－ξ（ｔ）），δφｉ＝
φｉ（^ξ，^χ，珋ｖ，ｕ）－φｉ（ξ，χ，珋ｖ，ｕ），ｉ＝１，…，ｎ，得

ｅ＝θ（Ａ＋ＫＣ）ｅ＋Δ－１δφｉ． （９）

其中Δ＝ｄｉａｇ１
θ
，…，

１
θ( )ｎ 是ｎ×ｎ的对角矩阵．因为

Ａ＋ＫＣ是Ｈｕｒｗｉｔｚ矩阵，因此存在一个对称正定矩
阵Ｐ使得如下等式成立：

（Ａ＋ＫＣ）ＴＰ＋Ｐ（Ａ＋ＫＣ）＝－Ｉｎ． （１０）
定义李亚普诺夫函数Ｖ（ｔ）＝（ｅ（ｔ））ＴＰｅ（ｔ）和

Ｗ（ｔ）＝‖χ^（ｔ）‖２，下面将证明存在 θ０ ＞１，使得
θ≥θ０有函数Ｖ（ｔ）和Ｗ（ｔ）指数收敛于０．

从式（１０）得 Ｗ（ｔ）＝－２^χＴΛ^χ≤－２λｍｉｎ（Λ）Ｗ，
其中Λ是ｄ×ｄ维的正定对称矩阵，则有
‖χ^（ｔ）‖２≤ｅ－βｔ‖χ^（０）‖２，　β＝２λｍｉｎ（Λ），（１１）
即Ｗ（ｔ）是指数收敛于０．

从式（９）和（１０），得
Ｖ（ｔ）＝－θ‖ｅ‖２＋２（ｅ）ＴＰΔ－１δφｉ≤
　　 －θ‖ｅ‖２＋２‖Ｐ‖‖ｅ‖‖Δ－１δφｉ‖．（１２）
由假设５和不等式（１１），则对于 θ≥１，有下列

不等式成立：

‖Δ－１δφｉ‖≤‖Δ
－１（φｉ（^ξ，^χ，珋ｖ，ｕ）－φｉ（ξ，χ，珋ｖ，ｕ））‖ ＋

‖Δ－１（φｉ（^ξ，^χ，珋ｖ，ｕ）－φｉ（ξ，χ，珋ｖ，ｕ））‖≤
ｃ１‖χ‖ ＋ｃ２‖ｅ‖． （１３）

ｃ１和ｃ２是不依赖于θ的常数．对于
Ｖ（ｔ）≤－θδ‖ｅ‖２＋２ｃ１‖ｐ‖‖ｅ‖‖χ‖＋２ｃ２‖ｐ‖‖ｅ‖

２≤
－ε‖ｅ‖２＋λ‖ｅ‖‖χ‖， （１４）

又由于χ（ｔ）＝０，ε为很小的常数，因此Ｖ（ｔ）是指数
收敛于０．证毕．

观测器（７）是针对等价系统（６）的，而对于原系
统（２）本文给出如下状态观测器设计：

ｘ^· ＝ｆ１（^ｘ，^ｚ，珋ｖ
·
）＋ｆ２（^ｘ，^ｚ，珋ｖ

·
）ｕ＋

　　 Φ
ｘ( )^ｘ－１

ΔθＫ（ｈ（^ｘ，^ｚ，珋ｖ
·
）－ｙ），

ｚ^· ＝－ ｇ
ｚ （^ｘ，^ｚ，珋ｖ·

( )
）

－１ ｇ
ｘ （^ｘ，^ｚ，珋ｖ·

( )
）

ｘ^·，

ｇ（^ｘ（０），^ｚ（０），珋ｖ（０））＝０













．

（１５）

同时定义
ｘ（ｔ）
ｚ（ｔ( )
）
＝ζ（ｔ）＝Φ－１（ξ（ｔ）），

ｘ^（ｔ）
ｚ^（ｔ( )
）
＝

ζ^（ｔ）＝Φ－１（^ξ（ｔ）），则有如下结论．

定理２　若Φ满足‖Φ（ζ）－Φ（ζ）‖≥珔λ‖ζ－

ζ‖，珔λ＞０为常数，非线性项φｎ是关于ξ的全局Ｌｉｐ
ｓｃｈｉｔｚ函数，则观测器（１５）是指数收敛的．

证明　定义
ｘ（ｔ）
ｚ（ｔ）
珋ｖ（ｔ









）

＝ζ（ｔ）＝Φ－１（ξ（ｔ））是系

统（２）的轨迹，从定理１知，^ξ（ｔ）指数收敛于ξ（ｔ）．

定义

ｘ^（ｔ）
ｚ^（ｔ）

珋ｖ·（ｔ









）

＝ζ^（ｔ）＝Φ－１（^ξ（ｔ）），经验证 ζ^（ｔ）

满足（１５）．

由假设５知，‖Φ（ζ）－Φ（ζ）‖≥λ‖ζ－ζ‖，
表明 ζ^（ｔ）指数收敛于ζ（ｔ）．证毕．

３　数值仿真

下面利用本文所提出的方法，考虑如下非线性

ＤＡＥ子系统的状态观测问题：
ｘ１ ＝ｘ２＋ｘ１·ｓｉｎ（１－ｚ）

２，

ｘ２ ＝ｕ＋ｘ
３
２·珋ｖ·ｕ，

０＝ｇ（ｘ，ｚ，珋ｖ）＝ｚ２＋ｘ２１＋ｘ
２
２－１，

ｙ＝ｘ１










．

（１６）

对应系统（２），这里

ｆ１（ｘ，ｚ，珋ｖ）＝
ｘ２＋ｘ１·ｓｉｎ（１－ｚ）

２( )０
，

ｆ２（ｘ，ｚ，珋ｖ）ｕ＝
０

１＋ｘ３２·珋( )ｖ·ｕ








 ．
（１７）

２５
陈炜峰，等．非线性微分代数子系统的初始化高增益观测器设计．

ＣＨＥＮＷｅｉｆｅｎｇ，ｅｔａｌ．Ｉｎｉｔｉａｌｉｚｅｄｈｉｇｈｇａｉｎｏｂｓｅｒｖｅｒｄｅｓｉｇｎｆｏｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌａｌｇｅｂｒａｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｓｕｂｓｙｓｔｅｍｓ．



定义 Ω ＝｛（ｘ１，ｘ２，ｚ）∈ Ｒ
３：ｚ２ ＋ｘ２１ ＋ｘ

２
２ －

１＝０，ｚ＞０｝注意到系统平衡点为（ｘ１，ｘ２，ｚ）＝（０，
０，１）∈Ω，关联输入选取为珋ｖ＝５ｓｉｎ（１０ｔ），关联输入
珋ｖ及其充分阶次导数为本地可测的．
坐标变换定义为

（ξ１，ξ２，χ）＝（ｘ１，ｘ２，ｚ
２＋ｘ２１＋ｘ

２
２－１）．（１８）

可以验证式（１８）为Ω上的一个微分同胚，将（１５）等
价转化为

ξ１ ＝ξ２＋ξ１·ｓｉｎ（１－ｚ）
２，

ξ２ ＝ｕ＋ξ
３
２·珋ｖ·ｕ，

χ＝０，
ｙ＝ξ１










．

（１９）

可以验证系统（１７）满足假设１—４，与式（２）对应．这
里φ１（ξ１，ξ２，χ）＝ξ１·ｓｉｎ（１－ｚ）

２，φ２（ξ１，ξ２，χ）＝
ξ３２·珋ｖ·ｕ满足下三角结构的条件．下面验证假设
５成立．

‖φ１（ξ１，ξ２，χ）－φ１（珔ξ１，珔ξ２，珔χ）‖ ＝
‖ξ１·ｓｉｎ（１－ｚ）

２－珔ξ１·ｓｉｎ（１－ｚ）
２‖ ＝

‖ξ１－珔ξ１‖·‖ｓｉｎ（１－ｚ）
２‖≤

ｃ１‖ξ１－珔ξ１‖‖φ２（ξ１，ξ２，χ）－φ２（珔ξ１，珔ξ２，珔χ）‖ ＝
‖ξ３２·珋ｖ·ｕ－珔ξ

３
２·珋ｖ·ｕ‖ ＝

‖ξ２－珔ξ２‖·‖ξ
２
２＋ξ２·珔ξ２＋珔ξ

２
２‖·‖珋ｖ·ｕ‖≤

ｃ２‖ξ２－珔ξ２‖， （２０）

其中ｃ１和 ｃ２为大于零的常数，满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，
假设５成立．由定理２，对系统（１９）构造如下初始化
非线性高增益观测器：

　

ξ^
·

１ ＝ξ^２＋ξ^１·ｓｉｎ（１－ｚ）
２＋θ（^ξ１－ｙ），

ξ^
·

２ ＝ｕ＋ξ^
３
２·珋ｖ·ｕ＋θ

２（^ξ１－ｙ），

ｚ^· ＝－１ｚ^（^ξ１·ξ^
·
，１＋ξ^２·ξ^

·
，２），

ｇ（^ξ（０），^ｚ（０），珋ｖ（０））＝０













．

（２１）

对系统（１６）选取有界输入为ｕ＝－１２５（ｘ２＋１５ｘ１），
选取参数θ＝５，这里系统（１６）和（２１）的初始状态
设定为（ｘ１（０），ｘ２（０），ｚ（０），^ξ１（０），^ξ２（０），^χ（０））＝
（０，１，０，０，０，１），此时系统满足代数约束方程，是初
始化的．仿真结果如图２所示，可见整个系统（１６）和
（２１）是渐近稳定的，系统状态渐近收敛于平衡点．

４　结论

本文研究了一类非线性 ＤＡＥ子系统的初始化
高增益观测器设计问题，所提出的状态高增益观测

图２　非线性ＤＡＥ子系统（１６）和观测器（２１）的瞬时响应
Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｉｎｓｔａｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒＤＡＥ
ｓｕｂｓｙｓｔｅｍ（１６）ａｎｄｉｔｓｏｂｓｅｒｖｅｒ（２１），ｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ｖａｒｉａｂｌｅｘ１ａｎｄｉｔｓｏｂｓｅｒｖｅｒｅｓｔｉｍａｔｅｘ^１，ｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ

ｖａｒｉａｂｌｅｘ２ａｎｄｉｔｓｏｂｓｅｒｖｅｒｅｓｔｉｍａｔｅｘ^２，ａｎｄｆｏｒ

ａｌｇｅｂｒａｉｃｖａｒｉａｂｌｅｚａｎｄｉｔｓｏｂｓｅｒｖｅｒｅｓｔｉｍａｔｅ^ｚ

器是非线性的和初始化的．通过非线性微分同胚，实
现系统的等价变换，然后，对等价系统给出了初始化

３５
学报：自然科学版，２０１３，５（１）：５０５４

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ，２０１３，５（１）：５０５４



的状态观测器设计，使得状态观测误差是指数收敛

的，整个系统是渐近稳定的，但是初始化的观测器需

要没有干扰和满足代数方程的约束条件．
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陈炜峰，等．非线性微分代数子系统的初始化高增益观测器设计．
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