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非线性 Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程的一个线性化紧致差分格式

王廷春１

摘要

对非线性Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程给出了一
个线性化紧致差分格式，运用不动点定

理和能量方法证明了格式的唯一可解

性，还运用能量方法和数学归纳法，避开

困难的先验估计，证明格式在空间方向

和时间方向分别具有四阶和二阶精度，

数值算例验证了格式的精度和数值稳

定性．
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０　引言

　　非线性Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程
ｉｔｕ＋ｘｘｕ＋α｜ｕ｜

２ｕ＝０， （１）
在量子物理学中具有极为广泛的应用［１３］，已有大量文献对它的初值

问题或初边值问题进行了数值研究，包括有限差分法［４９］、有限元方

法［１０］以及多项式近似方法［１１１３］．当前，构造非线性偏微分方程的高精
度算法是国际上的一个研究热点［１４１９］，高精度算法能更为精准地捕

捉高频振荡的波函数，因此具有非常广泛的应用前景．
本文研究非线性Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程（１）带有如下初边值条件
ｕ（ｘｌ，ｔ）＝ｕ（ｘｒ，ｔ）＝０，　ｔ∈［０，Ｔ］， （２）
ｕ（ｘ，０）＝φ（ｘ），　ｘ∈［ｘｌ，ｘｒ］ （３）

的初边值问题，其中α是一个非零常数，ｕ（ｘ，ｔ）和φ（ｘ）分别为未知和
已知的复值函数．

１　差分格式及其解的存在唯一性

取正整数Ｊ和Ｎ，记ｈ＝
ｘｒ－ｘｌ
Ｊ ，τ＝ＴＮ分别为空间方向和时间方向

的网格步长，记ｘｊ＝ｘｌ＋ｊｈ，ｊ＝０，１，２，…，Ｊ；ｔｎ＝ｎτ，ｎ＝０，１，２，…，Ｎ分
别为空间方向和时间方向的网格点．引入指标集

ＴＪ＝｛ｊ｜ｊ＝０，１，２，…，Ｊ｝，　Ｔ
ｏ
Ｊ＝｛ｊ｜ｊ＝１，２，…，Ｊ－１｝，

ＴＮ＝｛ｎ｜ｎ＝０，１，２，…，Ｎ｝，　Ｔ
ｏ
Ｎ＝｛ｊ｜ｊ＝１，２，…，Ｎ－１｝．

令Ｕｎｊ和ｕ
ｎ
ｊ分别表示函数ｕ（ｘ，ｔ）在点（ｘｊ，ｔｎ）上的近似解和精确解．定

义网格函数空间

ＸＪ｛ｖ＝（ｖｊ）ｊ∈ＴＪ｜ｖ０＝ｖＪ＝０｝Ｃ
Ｊ＋１．

任给ｖ∈ＸＪ，并引入如下算符：

δ＋ｘ ｖ
ｎ
ｊ＝
ｖｎｊ＋１－ｖ

ｎ
ｊ

ｈ ，　δ－ｘ ｖ
ｎ
ｊ＝
ｖｎｊ－ｖ

ｎ
ｊ－１

ｈ ，　δｔｖ
ｎ
ｊ＝
ｖｎ＋１ｊ －ｖｎ－１ｊ
２τ

，

δ２ｘｖ
ｎ
ｊ＝δ

＋
ｘ δ

－
ｘ ｖ

ｎ
ｊ，　Ａｈｖ

ｎ
ｊ＝ １＋

ｈ２( )１２δ＋ｘ δ－ｘ ｖｎｊ．
任给ｕ，ｖ∈ＸＪ，并引入离散内积和半范数如下：

‖ｕ‖ｐ
ｐ ＝ｈ∑

Ｊ－１

ｊ＝１
｜ｕｊ｜

ｐ，　０＜ｐ＜∞，

‖ｕ‖∞ ＝ｍａｘｊ∈ＴＪ｜ｕｊ｜，　（ｕ，ｖ）＝ｈ∑
Ｊ－１

ｊ＝１
ｕｊ珋ｖｊ．　　



　　为了书写方便，本文记‖·‖２为‖·‖，并引
入记号“”：对两数 ｐ，ｑ，若存在广义常数 Ｃ（即与
离散参数无关）使得 ｐ≤Ｃｑ，则记 ｐｑ．关于ｘｘｕ在
点（ｘｊ，ｔｎ）处的差分离散，注意到

δ２ｘｕ
ｎ
ｊ＝ １＋ｈ

２

１２δ
２( )ｘ ｘｘ[ ]ｕ

ｎ

ｊ
＋Ｏ（ｈ４），

和对称正定算子Ａｈ的有界性，有

（Ａｈ）
－１δ２ｘｕ

ｎ
ｊ＝（ｘｘｕ）

ｎ
ｊ＋Ｏ（ｈ

４）．
给出如下线性化紧致差分格式：

ｉδｔＡｈＵ
ｎ
ｊ＋
１
２δ

２
ｘ（Ｕ

ｎ－１
ｊ ＋Ｕ

ｎ＋１
ｊ ）＋αＡｈ（｜Ｕ

ｎ
ｊ｜
２Ｕｎｊ）＝０，

　　（ｊ，ｎ）∈ＴｏＪ×Ｔ
ｏ
Ｎ， （４）

Ｕｎ０＝Ｕ
ｎ
０＝０，　ｎ∈ＴＮ， （５）

Ｕ０ｊ＝（ｘｊ），　ｊ∈ＴＪ． （６）
其中Ｕ１可由任何一个四阶精度的两层格式得到（如
文献［１９］中的两层紧格式）．固定ｎ，格式（４）可写为

ＡｈＵ
ｎ＋１
ｊ －ｉτδ２ｘＵ

ｎ＋１
ｊ ＋Ｐｎｊ＝０，　ｊ∈Ｔ

ｏ
Ｊ， （７）

其中Ｐｎｊ＝－ＡｈＵ
ｎ
ｊ－ｉτδ

２
ｘＵ

ｎ－１
ｊ －２ｉατＡｈ（｜Ｕ

ｎ
ｊ｜
２Ｕｎｊ）．

定义映射Ｆｎ：ｗ∈ＸＪ→Ｆ
ｎ（ｗ）∈ＸＪ如下：

（Ｆｎ（ｗ））ｊ＝Ａｈｗｊ－ｉτδ
２
ｘｗｊ＋Ｐ

ｎ
ｊ，ｊ∈Ｔ

ｏ
Ｊ． （８）

易知Ｆｎ是ＸＪ到ＸＪ连续映射，而且注意到Ｒ（Ａｈｗ，

ｗ）≥２３‖ｗ‖
２，有

Ｒ（Ｆｎ（ｗ），ｗ）＝Ｒ（Ａｈｗ，ｗ）＋Ｒ（Ｐ
ｎ，ｗ）≥

　　‖ｗ‖ ２
３‖ｗ‖－‖Ｐ

ｎ( )‖ ． （９）

则由（９）立得 ｌｉｍ
‖ｗ‖→∞

Ｒ（Ｆｎ（ｗ），ｗ）
‖ｗ‖

＝∞．从而由

Ｂｒｏｕｗｅｒ不动点定理可知存在一个解 ｗ 使得
Ｆｎ（ｗ）＝０，从而 Ｕｎ＋１＝ｗ即为差分格式的一个
解．若ｗ（１）和 ｗ（２）都是差分格式的解，记 ｗ＝ｗ（１）－
ｗ（２），则由（７）可得

Ａｈｗ－
ｉτ
２δ

２
ｘｗ＝０，　ｊ∈Ｔ

ｏ
Ｊ． （１０）

将（１０）与ｗ做内积并取实部得

０＝Ｒ（Ａｈｗ，ｗ）≥
２
３‖ｗ‖

２≥０． （１１）

于是有‖ｗ‖＝０，进而可得 ｗ（１）＝ｗ（２），即差分格式
的解存在唯一．

２　差分解的收敛性分析

定义格式的截断误差σｎ∈ＸＪ如下：

ｉδｔＡｈｕ
ｎ
ｊ＋
１
２δ

２
ｘ（ｕ

ｎ＋１
ｊ ＋ｕ

ｎ－１
ｊ ）＋αＡｈ（｜ｕ

ｎ
ｊ｜
２ｕｎｊ）＝σ

ｎ
ｊ，

　　（ｊ，ｎ）∈ＴｏＪ×Ｔ
ｏ
Ｎ， （１２）

ｕｎ０＝ｕ
ｎ
０＝０，　ｎ∈ＴＮ， （１３）

ｕ０ｊ＝（ｘｊ），　ｊ∈ＴＪ． （１４）
运用Ｔａｙｌｏｒ展开易得

引理１　假设ｕ∈Ｃ６，３，则格式（４）—（６）的截断
误差满足如下估计

｜σｎｊ｜τ
２＋ｈ４，　（ｊ，ｎ）∈ＴｏＪ×Ｔ

ｏ
Ｎ．

定义误差函数ｅｎ∈ＸＪ为
ｅｎｊ＝ｕ

ｎ
ｊ－Ｕ

ｎ
ｊ，　（ｊ，ｎ）∈ＴＪ×ＴＮ， （１５）

则关于ｅｎ有如下定理：
定理１　假设 ｕ∈Ｃ６，３，若 τ２＝ｏ（ｈ），则格式

（４）—（６）的解 Ｕｎ按离散 Ｌ２范数收敛到原问题
（１）—（３）的解ｕｎ，收敛阶在时空方向分别为二阶和
四阶，即

‖ｅｎ‖τ２＋ｈ４，　ｎ∈ＴｏＮ．
证明　将（１）—（３）与（４）—（６）相减得误差

方程

ｉδｔＡｈｅ
ｎ
ｊ＋
１
２δ

２
ｘ（ｅ

ｎ＋１
ｊ ＋ｅｎ－１ｊ ）＋αＡｈ（｜ｕ

ｎ
ｊ｜
２ｕｎｊ）－

　　αＡｈ（｜Ｕ
ｎ
ｊ｜
２Ｕｎｊ）＝σ

ｎ
ｊ，　（ｊ，ｎ）∈Ｔ

ｏ
Ｊ×Ｔ

ｏ
Ｎ，（１６）

ｅｎ０＝ｅ
ｎ
０＝０，　ｎ∈ＴＮ， （１７）

ｅ０ｊ＝０，　ｊ∈ＴＪ． （１８）
显见‖ｅ０‖＝０，又由文献［１９］知‖ｅ１‖τ２＋ｈ４．下
面运用数学归纳法对定理 １进行证明．为此假设
‖ｅｎ‖τ２＋ｈ４，ｎ＝ｍ－１≤Ｎ－１，只需证明‖ｅｎ＋１‖
τ２＋ｈ４．由‖ｅｎ‖∞ｈ

－１‖ｅｎ‖ｈ－１（τ２＋ｈ４）可得
‖Ｕｎ‖∞≤‖ｕ

ｎ‖∞ ＋‖ｅ
ｎ‖∞Ｃ０＋ｈ

－１（τ２＋ｈ４），
其中Ｃ０＝ｍａｘ（ｊ，ｎ）∈ＴＪ×ＴＮ｜ｕ

ｎ
ｊ｜．若τ

２＝ｏ（ｈ），则对足够
小的ｈ和τ，有 ‖Ｕｎ‖∞≤Ｃ０＋１．

将（１６）与ｅｎ－１＋ｅｎ＋１做内积然后取虚部得
Ｒ（δｔＡｈｅ

ｎ，ｅｎ－１＋ｅｎ＋１）＋Ｌ１＝Ｌ２，　ｎ∈Ｔ
ｏ
Ｎ，（１９）

其中

Ｌ１＝ {Ｉ ｈ∑
Ｊ－１

ｊ＝１
Ａｈ（｜ｕ

ｎ
ｊ｜
２ｕｎｊ－｜Ｕ

ｎ
ｊ｜
２Ｕｎｊ）（珋ｅ

ｎ－１
ｊ ＋珋ｅ

ｎ＋１
ｊ }） ＝

{Ｉ ｈ∑
Ｊ－１

ｊ＝１
（｜ｕｎｊ｜

２ｕｎｊ－｜Ｕ
ｎ
ｊ｜
２Ｕｎｊ）Ａｈ（珋ｅ

ｎ－１
ｊ ＋珋ｅ

ｎ＋１
ｊ }） 

（Ｃ０＋１）（‖ｅ
ｎ－１‖２＋‖ｅｎ‖２＋‖ｅｎ＋１‖２），（２０）

Ｌ２ ＝Ｉｈ∑
Ｊ－１

ｊ＝１
σｎｊ（珋ｅ

ｎ－１
ｊ ＋珋ｅｎ＋１ｊ{ }）

‖σｎ‖２＋‖ｅｎ－１‖２＋‖ｅｎ＋１‖２． （２１）
注意到Ａｈ是一个对称正定的有界线性算子，

可定义如下半范数：

｜｜｜ｅｎ｜｜｜２ ＝ｈ∑
Ｊ－１

ｊ＝１
Ａｈｅ

ｎ
ｊ珋ｅ
ｎ
ｊ， （２２）
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且易证

２
３‖ｅ

ｎ‖２≤｜｜｜ｅｎ｜｜｜２≤‖ｅｎ‖２． （２３）

将（２０）和（２１）代入（１９）并注意到（２２）和（２３）得
１
τ
（｜｜｜ｅｎ＋１｜｜｜２－｜｜｜ｅｎ－１｜｜｜２）

　　‖σｎ‖２＋（Ｃ０＋１）（｜｜｜ｅ
ｎ－１｜｜｜２＋

　　｜｜｜ｅｎ｜｜｜２＋｜｜｜ｅｎ＋１｜｜｜２）， （２４）

对式（２４）运用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式，并注意到引理 １，
可得

｜｜｜ｅｎ＋１｜｜｜τ２＋ｈ４， （２５）

进而由式（２３）可得
‖ｅｎ＋１‖τ２＋ｈ４． （２６）

注１　上述理论结果对非线性 Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ周期
初值问题也成立．

３　数值算例

在本节中，通过一个数值算例来说明所给算法

的有效性．考虑周期初值问题
ｉｔｕ（ｘ，ｔ）＋ｘｘｕ（ｘ，ｔ）＋２｜ｕ（ｘ，ｔ）｜

２ｕ（ｘ，ｔ）＝０，
　　（ｘ，ｔ）∈Ｒ×［０，Ｔ］， （２７）
ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ｘ＋π，ｔ），　（ｘ，ｔ）∈Ｒ×［０，Ｔ］， （２８）
ｕ（ｘ，０）＝ｅ２ｉｘ，　ｘ∈Ｒ， （２９）

该问题的精确解为ｕ（ｘ，ｔ）＝ｅ２ｉ（ｘ－ｔ）．记
误差＝ｕＮ－ＵＮ，

收敛阶＝ｌｏｇｅｕ（４τ，２ｈ）ｅｕ（τ，ｈ( )） ／ｌｏｇ２．

取τ＝５ｈ
２

２π２
，数值结果列于表１．表１验证了格式在空

间方向的四阶收敛性．取足够小的空间网格步长ｈ＝
π
４０，数值结果列于表２中，表２验证了格式在时间方

向的二阶收敛性．表３则给出大网格比 λ＝τ
ｈ２
下的

误差，由这些数据可知格式具有很好的数值稳定性．

表１　数值解ｔ＝１时刻的误差
Ｔａｂｌｅ１　Ｅｒｒｏｒｓｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｔｔ＝１

ｈ τ 误差 收敛阶

π／５ ０１ １８３８０×１０－１ —

π／１０ ００２５ １２０００×１０－２ ３９４

π／２０ ０００６２５ ７４９８９×１０－４ ４００

π／４０ ０００１５６２５ ４６８４３×１０－５ ４００

表２　ｈ＝π／４０时数值解在ｔ＝１时刻的误差
Ｔａｂｌｅ２　Ｅｒｒｏｒｓｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｗｉｔｈｈ＝π／４０ａｔｔ＝１

τ 误差 收敛阶

０１ １１１５０×１０－１ —

００５ ２９１３３×１０－２ １９４

００２５ ７３６９５×１０－３ １９８

００１２５ １８６１１×１０－３ １９９

表３　大网格比下ｔ＝１时刻的误差
Ｔａｂｌｅ３　Ｅｒｒｏｒｓｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｗｉｔｈｌａｒｇｅｍｅｓｈｒａｔｉｏａｔｔ＝１

ｈ τ λ＝τ
ｈ２

误差

π／４０ ０１ １６２１１×１０１ １１１５０×１０－１

π／４００ ０１ １６２１１×１０３ １１１４９×１０－１

π／８０ ００５ ３２４２３×１０１ ２９１１７×１０－２

π／８００ ００５ ３２４２３×１０３ ２９１１５×１０－２
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