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第二类边界逆热传导问题的一种新正则化方法

陈群１

摘要

考虑一个有界区域上第二类边界的

逆热传导问题，给出了一个新的方

法———多参数终值数据拟合法，并进行

了收敛性分析，最后通过数值算例说明

了该方法的有效性和数值稳定性．
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０　引言

　　逆时热传导问题（ＢＨＣＰ）是由介质在某一时刻 Ｔ的温度场分布
ｕ（ｘ，Ｔ）＝ｆ（ｘ）来求ｔ＜Ｔ时的温度．众所周知，逆时热传导问题是不适
定的［１］．这种不适定性主要表现在以下两个方面．１）逆时热传导问题
不是对任意给定的函数 ｆ（ｘ）都存在解．由于热传导问题的时间不可
逆性，这里的ｆ（ｘ）必须是某一个热传导正问题产生的温度场，才能保
证逆时问题解在经典意义下的存在性．在具体问题中，通常得到的是
真实温度场ｆ（ｘ）的测量数据ｆδ（ｘ）．由于测量误差δ的存在，ｆδ（ｘ）即
使对很小的δ也有可能不是任意初始温度场产生的 Ｔ时刻的温度分
布，由此数据当然不可能求出任何有物理意义的精确的初始温度场．
２）初始温度场的数据对ｔ＝Ｔ的温度场不具有连续依赖性，即ｕ（ｘ，Ｔ）
的小的改变有可能对应于初始温度场的很大的改变．因此，必须使用
稳定的算法以得到近似解．近年来，国内外众多学者对逆时问题进行
了研究，其中有界区域上的逆时热传导问题主要有以下几种常用方

法：有限差分法［２］、Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法［３４］、拟逆与拟边界［５９］以及边

界元法［１０１１］等．
本文考虑一个有界区域上的第二类边界的逆热传导问题，给出

了一个新的方法———多参数终值数据拟合法，并给出了此方法的收

敛性分析，得到了精确解与正则化解的误差关于所有时刻０≤ｔ≤Ｔ一
致的表达式，并通过数值算例说明了该方法的有效性和数值稳定性．

１　正则化解的构造

本文考虑下面有界区域ΩＲＮ，Ｎ＝１，２，３上产生的逆时热传导
问题：

ｕ
ｔ
＝·（ａ（ｘ）ｕ），　（ｘ，ｔ）∈Ω×（０，Ｔ），

ｕ（ｘ，ｔ）
ｎ

＝０， ｘ∈Ω，　０≤ｔ≤Ｔ，

ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ）， ｘ∈Ω













．

（１）

其中ｎ是边界的外法向．我们的任务是由 ｕ（ｘ，Ｔ）＝ｆ（ｘ）的扰动数据
ｆδ（ｘ）来求初始温度分布ｕ０（ｘ）．其中ｆδ（ｘ）满足：

‖ｆδ（·）－ｆ（·）‖２≤δ． （２）
对任意给定的ｕ０（ｘ）∈Ｌ

２（Ω）和ａ（ｘ）≥Ａ０≥０，定解问题（１）存在



　　　　唯一的解ｕ（ｘ，ｔ）∈Ｌ２（（０，Ｔ），Ｗ１，２（Ω））［１２］．很显然
这一过程是适定的，而且给出了一个映射

Φ：ｕ０（ｘ）∈Ｌ
２（Ω）→ｆ（ｘ）∈Ｈ１（Ω）．

定义｛λｎ，φ
０
ｎ（ｘ）：ｎ∈Ｎ｝是算子 Ａ［◇］∶＝－·

（ａ（ｘ）◇）的特征系统，其定义域为

Ｄ（Ａ）∶ {＝ ψ（ｘ）：ψ（ｘ）∈Ｈ２（Ω），ψｎ Ω
}＝０ ，

即φ０ｎ（ｘ）是下面散度型特征值问题的解：

－·（ａ（ｘ）φ０ｎ（ｘ））＝０，　ｘ∈Ω，

φ０ｎ（ｘ）
ｎ

＝０， ｘ∈Ω{ ．

从标准的偏微分方程理论知，｛φ０ｎ（ｘ）：ｎ∈Ｎ｝构
成了Ｌ２（Ω）的一组基而特征值满足０＜λ１＜λ２＜…＜
λｎ＜…→＋∞

［１２］．不失一般性，假设｛φ０ｎ（ｘ）：ｎ∈Ｎ｝
是规范正交基，即：

〈φ０ｎ，φ
０
ｍ〉Ｌ２＝

１，　ｎ＝ｍ，
０，　ｎ≠{ ｍ．

现在引入函数φｎ（ｘ，ｔ）＝ｅ
－λｎｔφ０ｎ（ｘ），易得到此

函数满足下列定解问题：

φｎ（ｘ，ｔ）
ｔ

＝·（ａ（ｘ）φｎ（ｘ，ｔ）），

　　（ｘ，ｔ）∈Ω×（０，Ｔ），
φｎ（ｘ，ｔ）
ｎ

＝０，　　　ｘ∈Ω，　０≤ｔ≤Ｔ，

φｎ（ｘ，０）＝φ
０
ｎ（ｘ）， ｘ∈Ω













．

另一方面，根据φｎ（ｘ，ｔ）的构造，有下面的引理．
引理１　｛φｎ（ｘ，ｔ）：ｎ∈Ｎ｝构成了Ｌ

２（Ω）的一组
正交基，且对任意固定的ｔ∈［０，Ｔ］，‖φｎ（·，ｔ）‖２＝
ｅ－λｎｔ，ｎ∈Ｎ．

现在将初始数据ｕ０（ｘ）用基函数φ
０
ｎ（ｘ）展开，即

ｕ０（ｘ）＝∑
＋∞

ｍ＝１
ｃｍφ

０
ｍ（ｘ），ｘ∈ Ω，其中系数为 ｃｍ ＝

∫
Ω
ｕ０（ｘ）φ

０
ｍ（ｘ）ｄｘ，ｍ∈Ｎ，那么正问题（１）的精确解

ｕ（ｘ，ｔ）可表示为

ｕ（ｘ，ｔ）＝∑
＋∞

ｍ＝１
ｃｍφｍ（ｘ，ｔ）．

特别地，终值数据ｆ（ｘ）＝ｕ（ｘ，Ｔ）具有展开形式：

ｆ（ｘ）＝∑
＋∞

ｍ＝１
ｃｍφｍ（ｘ，Ｔ）． （３）

事实上，仅知道ｆ（ｘ）的扰动数据ｆδ（ｘ），也只能
计算（３）中的有限项．因此，只能通过下面的逼近式
子来决定未知系数ｃｍ：

ｆδ（ｘ）＝∑
Ｍ

ｍ＝１
ｃｍφｍ（ｘ，Ｔ）． （４）

其中截断项数Ｍ事先是不知道的，因此将作为此方
法中的一个正则化参数．事实上通过本文第３节中
的数值算例也说明了 Ｍ的大小确实影响了数值结
果，这和正则化参数的理论意义是一致的．因此通过
（４）来同时决定截断项数 Ｍ和系数 ｃｍ是不适定的，
必须使用正则化方法．

下面采用最小模解的方法来确定 Ｍ和系数 ｃｍ．

对任意给定的偏差 ε＞０，定义 Ｃε，δＭ ＝：｛ｃε
，δ
ｍ ：ｍ＝１，２，

…，Ｍ｝∈ＲＭ是方程（４）的最小模解，即Ｃε，Ｍ 满足：

∑
Ｍ

ｍ＝１
ｃε，δｍ φｍ（·，Ｔ）－ｆδ（·） ２

≤ε． （５）

那么

‖Ｃε，δＭ ‖ＲＭ：＝

{ｉｎｆ‖ＣδＭ‖ＲＭ：∑
Ｍ

ｍ＝１
ｃδｍφｍ（·，Ｔ）－ｆδ（·） ２

≤ }ε，（６）
其中ＣδＭ＝∶｛ｃδｍ：ｍ＝１，２，…，Ｍ｝．

为了讨论问题的方便，接下来假设ε＝δ．定义算
子Ｋ：ＲＭ→Ｌ２（Ω）为

（ＫＣδＭ）（ｘ）＝：∑
Ｍ

ｍ＝１
ｃδｍφｍ（ｘ，Ｔ）． （７）

通过计算可以得到在对偶系统〈ＲＭ，ＲＭ〉和
〈Ｌ２（Ω），Ｌ２（Ω）〉下算子Ｋ的共轭为

Ｋ [ｇ＝ ∫
Ω
φ１（ｘ，Ｔ）ｇ（ｘ）ｄｘ，∫

Ω
φ２（ｘ，Ｔ）ｇ（ｘ）ｄｘ，…，

　　∫
Ω
φＭ（ｘ，Ｔ）ｇ（ｘ）ｄ ]ｘ Ｔ

下面利用Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法来求方程（４）的
最小模解Ｃε，δＭ ，而正则化参数用 Ｍｏｒｏｚｏｖ偏差原理给

出［１３］，即Ｃε，δＭ 满足下面的方程：

（α（ε）Ｉ＋ＫＫ）Ｃε，δＭ ＝Ｋｆδ（ｘ）， （８）
而正则化参数α＝α（ε）满足

（αＩ＋ＫＫ）Ｃα，δＭ ＝Ｋｆδ（ｘ），

‖ＫＣα，δＭ －ｆδ‖＝ε{ ．

上述正则化参数满足的方程可用经典的牛顿

法［１３］来求，也可以通过最近发展起来的模型函

数［１４１５］的方法来求．
现在构造

Ｆε，δＭ （ｘ，Ｔ）＝∑
Ｍ

ｍ＝１
ｃε，δｍ φｍ（ｘ，Ｔ）， （９）

并且考虑下面的问题：

５６５
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ｕε，δＭ （ｘ，ｔ）
ｔ

＝·（ａ（ｘ）ｕε，δＭ （ｘ，ｔ）），

　　（ｘ，ｔ）∈Ω×（０，Ｔ），
ｕε，δＭ （ｘ，ｔ）
ｎ

＝０，　　　　　ｘ∈Ω，　０≤ｔ≤Ｔ，

ｕε，δＭ （ｘ，Ｔ）＝Ｆε
，δ
Ｍ （ｘ，Ｔ）， ｘ∈Ω















．
根据偏微分方程的理论，这个向后的热传导问题存

在唯一的解，而且有显式表达式：

ｕε，δＭ （ｘ，ｔ）＝∑
Ｍ

ｍ＝１
ｃε，δｍ φｍ（ｘ，ｔ），　ｔ∈［０，Ｔ］．（１０）

将函数ｕε，δＭ （ｘ，ｔ）看成ｕ（ｘ，ｔ）的正则化解，正则化参
数分别为截断项 Ｍ和偏差 ε，这些参数如何确定将
在下一节给出具体的方法．

２　正则化解的收敛性分析

因为本文是对测量数据采用正则化方法，而且

对所有的ｔ∈［０，Ｔ］正则化解能够给出一致的显式
表达式（１０），所以能够对任意的ｔ∈［０，Ｔ］给出一致
的收敛率．这和其他经典的正则化方法是不同的，那
些方法的收敛率是依赖于时间 ｔ的．特别地，为了得
到时刻ｔ＝０的收敛率，需对初始数据 ｕ０（ｘ）有更强
的正则性假设［１］．

首先，分析ｕε，δＭ （·，ｔ）－ｕ（·，ｔ）的误差．
定理 １　设初始数据 ｕ０（ｘ）满足 ｕ０（ｘ）∈

Ｈｐ（Ω），且‖ｕ０‖Ｈｐ≤Ｕｐ，ｐ＝１，２，那么存在常数
Ｃａ＞０使得对任意的误差水平 δ及正数 Ｍ，对所有
ｔ∈［０，Ｔ］成立：

‖ｕδ，δＭ（·，ｔ）－ｕ（·，ｔ）‖２≤３ｅ
－λ１ｔδｅλＭＴ＋

ＣａＵｐ
λｐ／２[ ]
Ｍ
．

证明　因为
｜ｕδ，δＭ （ｘ，ｔ）－ｕ（ｘ，ｔ）｜

２

(

＝

∑
Ｍ

ｍ＝１
（ｃδ，δｍ －ｃｍ）φｍ（ｘ，ｔ）－∑

＋∞

ｍ＝Ｍ＋１
ｃｍφｍ（ｘ，ｔ )） ２

(

＝

∑
Ｍ

ｍ＝１
（ｃδ，δｍ －ｃｍ）φｍ（ｘ，ｔ )） ２ (＋ ∑

＋∞

ｍ＝Ｍ＋１
ｃｍφｍ（ｘ，ｔ )） ２

－

２∑
Ｍ

ｍ＝１
（ｃδ，δｍ －ｃｍ）φｍ（ｘ，ｔ）∑

＋∞

ｍ＝Ｍ＋１
ｃｍφｍ（ｘ，ｔ），

由｛φｎ（ｘ，ｔ）：ｎ∈Ｎ｝是Ｌ
２（Ω）的正交基得

‖ｕδ，δＭ （·，ｔ）－ｕ（·，ｔ）‖
２
２ ＝

　　∑
Ｍ

ｍ＝１
（ｃδ，δｍ －ｃｍ）

２ｅ－２λｍｔ＋∑
＋∞

ｍ＝Ｍ＋１
ｃ２ｍｅ

－２λｍｔ≤

　　ｅ－２λ１ｔ∑
Ｍ

ｍ＝１
（ｃδ，δｍ －ｃｍ）＋ｅ

－２λＭｔ∑
＋∞

ｍ＝Ｍ＋１
ｃ２ｍ， （１１）

另一方面，由于

∑
Ｍ

ｍ＝１
（ｃδ，δｍ －ｃｍ）φｍ（ｘ，Ｔ）＝∑

Ｍ

ｍ＝１
ｃδ，δｍ φｍ（ｘ，Ｔ）－

　　ｆδ（ｘ）＋ｆδ（ｘ）－ｆ（ｘ）＋∑
＋∞

ｍ＝Ｍ＋１
ｃｍφｍ（ｘ，Ｔ），

可以得到

(１３ ∑
Ｍ

ｍ＝１
（ｃδ，δｍ －ｃｍ）φｍ（ｘ，Ｔ )） ２

≤

(　　 ∑
Ｍ

ｍ＝１
ｃδ，δφｍ（ｘ，Ｔ）－ｆδ（ｘ )） ２

＋

　　（ｆδ（ｘ）－ｆ（ｘ））２ (＋ ∑
Ｍ

ｍ＝１
ｃｍφｍ（ｘ，Ｔ )） ２

，

因此由（５）和（２）有

(１３ ∑
Ｍ

ｍ＝１
（ｃδ，δｍ －ｃｍ）

２ｅ－２λｍＴ≤２δ２＋ｅ－２λＭＴ∑
＋∞

ｍ＝Ｍ＋１
ｃ２ｍ，

也就是

１
３∑

Ｍ

ｍ＝１
（ｃδ，δｍ －ｃｍ）

２≤２δ２ｅ２λＭＴ＋∑
＋∞

ｍ＝Ｍ＋１
ｃ２ｍ．（１２）

将式（１２）代入（１１）得
‖ｕδ，δＭ （·，ｔ）－ｕ（·，ｔ）‖

２
２≤６δ

２ｅ２λＭＴｅ－２λ１ｔ＋

　　（３ｅ－２λ１ｔ＋ｅ－２λＭｔ）∑
＋∞

ｍ＝Ｍ＋１
ｃ２ｍ． （１３）

另一方面，有

·（ａ（ｘ）ｕ０（ｘ））＝∑
＋∞

ｍ＝１
ｃｍ·

　　（ａ（ｘ）φ０ｍ（ｘ））＝－∑
＋∞

ｍ＝１
ｃｍλｍφ

０
ｍ（ｘ），

则对任意的ｕ０（ｘ）∈Ｈ
２（Ω），根据等价范数有：

∑
＋∞

ｍ＝１
ｃ２ｍλ

２
ｍ ＝Ｃ

２
ａＵ
２
２ ＜＋∞． （１５）

然而对ｕ０（ｘ）∈Ｈ
１（Ω），在式（１４）两边同乘以ｕ０（ｘ）

并在区域Ω上积分，得到

∫
Ω
ｕ０（ｘ）·（ａ（ｘ）ｕ０（ｘ））ｄｘ＝

　　 －∫
Ω
∑
＋∞

ｍ＝１
ｃｍλｍφ

０
ｍ（ｘ）·∑

＋∞

ｍ＝１
ｃｍφ

０
ｍ（ｘ）ｄｘ．（１６）

对式（１６）左边利用 Ｇｒｅｅｎ公式并注意到
ｕ０（ｘ）
ｎ Ω

＝０有：

∫
Ω
ｕ０（ｘ）·（ａ（ｘ）ｕ０（ｘ））ｄｘ＝

　　 －∫
Ω
ａ（ｘ）｜ｕ０（ｘ）｜

２ｄｘ，

而利用φ０ｎ（ｘ）的规范正交性可推得：

∫
Ω
∑
＋∞

ｍ＝１
ｃｍλｍφ

０
ｍ（ｘ）·∑

＋∞

ｍ＝１
ｃｍφ

０
ｍ（ｘ）ｄｘ＝∑

＋∞

ｍ＝Ｍ＋１
ｃ２ｍλｍ．

因此有
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∫
Ω
ａ（ｘ）｜ｕ０（ｘ）｜

２ｄｘ＝∑
＋∞

ｍ＝１
ｃ２ｍλｍ．

那么对ｐ＝２，

λ２Ｍ∑
＋∞

ｍ＝Ｍ＋１
ｃ２ｍ≤ ∑

＋∞

ｍ＝Ｍ＋１
λ２ｍｃ

２
ｍ≤∑

＋∞

ｍ＝１
λ２ｍｃ

２
ｍ≤Ｃ

２
ａＵ
２
２． （１７）

而当ｐ＝１时，由Ｐｏｉｎｃａｒｅ不等式可得：

λＭ∑
＋∞

ｍ＝Ｍ＋１
ｃ２ｍ≤ ∑

＋∞

ｍ＝Ｍ＋１
λ２ｍｃ

２
ｍ≤∑

＋∞

ｍ＝１
λ２ｍｃ

２
ｍ≤Ｃ

２
ａＵ
２
１． （１８）

现在由式（１３），（１７）和（１８）可得
‖ｕδ，δＭ （·，ｔ）－ｕ（·，ｔ）‖

２
２≤６δ

２ｅ２λＭＴｅ－２λ１ｔ＋

　　
（３ｅ－２λ１ｔ＋ｅ－２λＭｔ）Ｃ２ａＵ

２
ｐ

λｐＭ
．

证明完成．
基于定理１的误差估计可以给出最优收敛率．
定理２　设初始数据ｕ０（ｘ）满足ｕ０（ｘ）∈Ｈ

ｐ（Ω）
且‖ｕ０‖Ｈｐ≤Ｕｐ，ｐ＝１，２．如果截断项Ｍ＝Ｍ（δ）满足

对任意固定的 β∈（０，１）有 λＭ（δ）≈
１
Ｔｌｎ
１
δβ
，那么当

δ→０对所有的ｔ∈［０，Ｔ］成立
‖ｕδ，δＭ （·，ｔ）－ｕ（·，ｔ）‖２≤

　　Ｃ０（ａ，ｐ，Ｔ，β）ｅ
－λ１ｔ １
（ｌｎδ）ｐ／２

．

证明　当 δ→０时，对任意正函数 ｈ（δ）→０，取

λＭ（δ）≈
１
Ｔ
１
ｈ（δ）

，那么对任意的ｔ∈［０，Ｔ］由定理１可知：

‖ｕδ，δＭ （·，ｔ）－ｕ（·，ｔ）‖２≤

　　３ｅ－λ１ [ｔ ｅ１／ｈ（δ）δ＋Ｔｐ２ＣａＵｐｈ
ｐ
２（δ ]） ≤

　　Ｃ０（ａ，ｐ，Ｔ）ｅ
－λ１ [ｔ ｅ１／ｈ（δ）δ＋ｈｐ２（δ ]） ，

其中常数Ｃ０（ａ，ｐ，Ｔ）＝３ｍａｘ｛１，Ｔ
ｐ／２ＣａＵｐ｝．

对任意固定的 β∈（０，１），选择函数 ｈ（δ）＝∶

１ ｌｎ１
δβ
，则当δ→０时有：

０＜ｅ１／ｈ（δ）δ＋ｈ
ｐ
２（δ）＝δ１－β (＋１ ｌｎ１

δ
)β
ｐ／２
→０．

注意到δ→０时有δ－β＝ (ｏ１ （ｌｎ１
δβ
）ｐ／ )２ ，因此结论

成立．

３　数值算例

例１　考虑下面一维变系数热传导问题

ｕ
ｔ
＝·（ａ（ｘ）ｕ），　（ｘ，ｔ）∈（０，１）×（０，Ｔ），

ｕｘ（０，ｔ）＝ｕｘ（１，ｔ）＝０，０≤ｔ≤Ｔ，

ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ）， ｘ∈［０，１］
{

．

其中测量数据在Ｔ＝１处给出，系数ａ（ｘ）＝ｅｘ／２０．
对于这个变系数的热传导问题，利用有限元法

来求其正问题和特征值问题得到输入数据 ｕ（ｘ，Ｔ）
和特征系统．图１给出了精确的 ｕ（ｘ，０），ｕ（ｘ，Ｔ）以
及对不同的误差水平 δ得到的反演结果．由图１可
以看出结果是令人满意的．

图２给出了误差水平 δ＝００５，节点数 Ｎ＝１２０
时，ｕδ（ｘ，０）与ｕ（ｘ，０）之间的 Ｌ２误差随时间变化的
曲线，结果表明误差与时刻 ｔ之间呈指数衰减，这与
第２节中所给的理论结果是一致的．

表１给出了误差水平 δ＝００５，节点数 Ｎ＝１２０
时，不同的截断项 Ｍ与 ｕδ（ｘ，０）与 ｕ（ｘ，０）之间的
Ｌ２误差之间的关系，结果表明截断项 Ｍ确实是一个
正则化参数，和本文的理论结果相符合．

图１　不同的δ反演的数值结果
Ｆｉｇ．１　Ｉｎｖｅｒｓｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔδ

图２　不同时刻的Ｌ２误差曲线

Ｆｉｇ．２　Ｌ２ｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅ

表１　不同截断项Ｍ得到的Ｌ２误差
Ｔａｂｌｅ１　Ｌ２ｅｒｒｏｒｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｒｕｎｃａｔｉｏｎｔｅｒｍ

Ｍ Ｌ２误差

１ ０７０７１

２ ００８４４

３ ００６４９

４ ４２１５３

７６５
学报：自然科学版，２０１２，４（６）：５６４５６８
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