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多维非高斯系统最小熵控制

殷利平１，２　周丽１　张敏１

摘要

针对多维非高斯系统提出了最小熵

控制方法，控制的目标是使系统的非高

斯输出概率密度函数跟踪一个已知的联

合概率密度函数．首先，根据系统模型和
辅助映射，构建了系统状态、跟踪误差与

扰动输入之间的泛函算子模型，然后基

于梯度算法设计了递归的次优控制律，

最后通过仿真验证了最小熵控制算法的

有效性．
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０　引言

　　在控制工程实践中，很多系统都不可避免地会受到系统外部的
干扰．针对具有随机干扰的系统，大部分文献都是假设这些随机干扰
信号是高斯信号，然后基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ定理和（扩展）Ｋａｌｍａｎ滤波方法
设计控制器［１３］．但是，有很多实际的工业过程，相关的随机信号是非
高斯的［４８］．对于这类输入和输出均为非高斯的随机系统，用期望和
方差远不能描述相关随机变量（向量）的统计特性，因此需要采用一

种新的测度“熵”来刻画非高斯变量的特征．熵这个概念起源于热力
学，现已广泛应用到信息学、控制理论等各个方面．熵是用来描述随
机变量的不确定性的测度，熵的定义有很多种［９］，对于随机变量 ｘ，最

初的熵（Ｓｈａｎｎｏｎ熵）定义为Ｈ（ｘ）＝－∫
β

α
γｘ（τ）ｌｎγｘ（τ）ｄτ．

作为一种新控制方法，最小熵控制这几年来越来越受到学者们

的关注［１０１３］．文献［１０］是在输出 ＰＤＦ（概率密度函数）可以量测的前
提下，基于Ｂ样条神经网络进行最小熵控制，文献［１１］则是在输出
ＰＤＦ不可量测的情况下，基于建立泛函算子模型用最小熵方法对一
个给定的概率密度函数进行跟踪控制．当系统模型存在不确定性，甚
至输入ＰＤＦ模型有扰动，文献［１２］通过Ｒｅｎｙｉ熵、构造辅助函数等方
法进行了有效的ＰＤＦ跟踪控制．

在输出ＰＤＦ不可量测的前提下，最小熵控制的研究成果都是针
对单输入单输出系统．如果系统是多维的，输出不再是一个随机变
量，而是一个随机向量，情况将会复杂很多，而且稳定性分析也将成

为难点．
本文将针对多维非高斯系统研究最小熵控制方法．控制的目标

是使系统输出的 ＰＤＦ跟踪一个给定的联合分布．首先建立跟踪误差
与输入之间的泛函算子模型，然后基于梯度算法设计控制器．为了分
析闭环系统的稳定性，本文设计了递归的次优镇定控制律，最后通过

数值仿真证明了所提方法的有效性．

１　问题描述

１１　系统模型
本文考虑的系统模型如下：

ｘｋ＋１ ＝Ａｋｘｋ＋Ｂ１ｋｕｋ＋Ｂ２ｋωｋ，

ｙｋ ＝ｈ（ｘｋ，υｋ，ｒ）
{ ．

（１）



其中ｘｋ∈Ｒ
ｎ是状态序列，ｙｋ∈Ｒ

ｌ是受控输出序列，

ｕｋ∈Ｒ
ｐ是控制序列，ωｋ∈Ｒ

ｑ和υｋ∈Ｒ
ｌ是随机扰动

序列，ｒ是已知的参考输入向量，其联合 ＰＤＦ为
γｄ（τ）．Ａｋ和Ｂｉｋ（ｉ＝１，２）是已知的系统矩阵，具有
相应的维数．

另外，随机干扰ωｋ和υｋ是非高斯的，联合 ＰＤＦ
已知．对于这两个随机输入，首先给出下面的假设
条件．

假设１　随机向量 υｋ，ωｋ（ｋ＝０，１，２…）是有
界、连续、相互独立的，联合 ＰＤＦ分别定义在［ａ１，
ｂ１］

ｑ和［ａ２，ｂ２］
ｌ上，且分别为γω（τ）和γν（τ）．

实际上，在很多的实际工业过程中，上述假设条

件都成立，如造纸过程，其纤维、填料等原材料带有

很强的随机因素（纤维长度分布、填料分子量分布大

小等），其 ＰＤＦ可以通过 ＰａｒｚｅｎＷｉｎｄｏｗ方法
估计［１４］．

注１　υｋ，ωｋ（ｋ＝０，１，２…）都假设是连续的随
机向量，如果υｋ或ωｋ中含有离散分量，处理方法与
文献［１５］相同．

假设２　ｈ（．，．，．）是Ｂｏｒｅｌ可测的，光滑的非线
性函数，且ｈ（０，０，０）＝０．

在每一个采样时刻 ｋ，随机输出向量 ｙｋ都可以
通过定义在［α，β］ｌ上的联合ＰＤＦγｙｋ来表征，其中α
和β可以分别是 －∞和 ＋∞．一般来说，由于非线性
的存在，即使ωｋ和υｋ是高斯向量，ｙｋ也是非高斯的．

假设 ３　输出 ｙｋ不可测，但是 ｙｋ的 ＰＤＦγｙｋ
可测．

注２　在锅炉内火焰燃烧过程中，锅炉内温度
很高，且各点温度不均匀，要系统地量测锅炉内各点

温度不太现实，但是可以采用图像处理的方法，建立

静态的气体射流火焰模型，从而获得了火焰的温度

场分布，然后在一定的假设条件下将火焰温度分布

转化为火焰能量分布，火焰能量分布是典型的 ＰＤＦ
分布［５］．

１２　泛函算子模型
用ｅｋ表示跟踪误差，显然ｅｋ也是随机向量，则

ｅｋ ＝ｙｋ－ｒ＝ｈ（ｘｋ，ｖｋ，ｒ）－ｒ． （２）
本文考虑的是多维非高斯系统的最小熵控制问

题，控制的目标是使跟踪误差的熵越来越小，通俗地

说，就是使跟踪误差的 ＰＤＦ越来越窄．熵是表示随
机变量（向量）不确定性的测度，如果该随机变量

（向量）是高斯的，那么最小熵控制与最小方差控制

等价．

假设１和假设３保证了系统的输出和跟踪误差
都是连续的，对于连续随机向量，可以引入 Ｒｅｎｙｉ熵
简化计算．跟踪误差ｅｋ的Ｒｅｎｙｉ熵定义为

Ｈα（ｅｋ）＝
１
１－α

ｌｎ∫
ｂ

ａ
γαｅｋｄτ． （３）

一般情况下，选择参数 α＝２［１４１５］．在这种情况
下，根据对数函数的单调性，Ｈ２（ｅｋ）的最小化（最大
化）问题就转化成

Ｖ（ｅｋ）＝∫
ｂ

ａ
γ２ｅｋ（τ）ｄτ （４）

的最大化（最小化）问题．
最小熵控制就是要设计控制律 ｕｋ ＝ｇ（ｘｋ，ｒ）

使得

ＪＮ：＝ＱｋＨ２（ｅｋ）＋
１
２ｕ

Ｔ
ｋＲｋｕｋ （５）

最小化．其中 Ｑｋ ＞０和 Ｒｋ≥０分别是权系数和权
矩阵．

为了简化控制器设计程序，引入下面的假设．
假设４　假设雅可比矩阵

Ξｋ：＝ ｄｅｔ
ｈ（ｘｋ，ｖｋ，ｒ）
ｘｋ

≠０

在假设４条件下，给定一个常数 κ，对于函数 ｈ（τ，
τ１，τ２），存在反函数

κ＝ｈ－１（τ，τ１，τ２） （６）
使τ＝ｈ（κ，τ１，τ２）成立．

为了明确输入和跟踪误差之间的关系，构造下

面的两个辅助向量

ξ１ｋ ＝
ｘｋ－１[ ]
ω
，　ψ１ｋ ＝

Ａｋ－１ｘｋ－１＋Ｂ１，ｋ－１ｕｋ－１＋Ｂ２，ｋ－１ω[ ]
ω

，

ξ２ｋ ＝
ｘｋ
υ







ｒ

，　ψ２ｋ ＝
ｈ（ｘｋ，νｋ，ｒ）－ｒ

υ






ｒ

（７）

构造辅助映射可以简化计算［１５］，并得到下面的

结论．
定理１　根据假设１—４，在采样时刻ｋ（ｋ＝１，２，

…），相应的泛函算子模型为

γｘｋ＋１（τ） ＝∫
ｂ１

ａ１
γｘｋ（Ａ

－１（τ－

Ｂ１，ｋｕｋ－Ｂ２，ｋτ１））γω（τ１）｜ｄｅｔＡ
－１
ｋ ｜ｄτ１， （８）

γｅｋ（τ）＝

∫
ｂ２

ａ２
∫
ｂ３

ａ３
γｘｋ（ｈ

－１（τ，τ２，τ３））γν（τ２）γｄ（τ３）｜ｄｅｔΞｋ｜
－１ｄτ２ｄτ３．（９）

证明　在假设４条件下，从 ξｉｋ（ｉ＝１，２）到 ψ
ｉ
ｋ

（ｉ＝１，２）的映射是一一映射，且可以证明从ξｉｋ（ｉ＝

６４５
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１，２）到 ψｉｋ（ｉ＝１，２）的雅可比矩阵行列式分别为
ｄｅｔＡｋ和 ｄｅｔΞｋ．因此根据式（６）定义的反函数及 ｘｋ
与ω的相互独立性

γｘｋ＋１（τ）＝∫
ｂ１

ａ１
γψ１ｋ＋１（τ，τ１）ｄτ＝

∫
ｂ１

ａ１
γｘｋ，ω（Ａ

－１
ｋ（τ－Ｂ１，ｋｕｋ－Ｂ２，ｋτ１），τ１）｜ｄｅｔＡｋ｜

－１ｄτ１＝

∫
ｂ１

ａ１
γｘｋ（Ａｋ

－１（τ－Ｂ１，ｋｕｋ－Ｂ２，ｋτ１））γω（τ１）｜ｄｅｔＡｋ｜
－１ｄτ１．

相似地，可以证明式（９）成立．

２　最小熵控制器设计

为了设计控制律，可以将一些优化算法应用到

最小熵控制中，为了简化设计过程，不妨假设 Ｑｋ ＝
１，并且只考虑在线控制策略．

在式 （３）中，Ｈ２（ｅｋ） 实 质 上 是 条 件 熵
Ｈ２（ｅｋ ｕｋ）

［１５］，它是关于ｕｋ的带积分约束的非线性
函数，将其直接优化获取控制律比较困难，因此采用

递归的方法，令

ｕｋ ＝ｕｋ－１＋Δｕｋ，　ｋ＝１，２，…，Ｎ，…，＋∞，（１０）
在（３）和（９）的基础上，Ｈ２（ｅｋ）可以进一步表示为
Ｈ２（ｅｋ）＝Ｈ２０＋Ｈ２１Δｕｋ＋Δｕ

Ｔ
ｋＨ２２Δｕｋ＋ｏ（Δｕｋ），（１１）

其中Ｈ２０：＝Ｈ２（ｅｋ）
ｕｋ＝ｕｋ－１

，Ｈ２１ ＝
Ｈ２（ｅｋ）
ｕｋ ｕｋ＝ｕｋ－１

，

Ｈ２２ ＝
２Ｈ２（ｅｋ）
ｕｋ

２
ｕｋ＝ｕｋ－１

．

定理２　根据假设１—４，系统（１）基于最小化性
能指标ＪＮ的次优最小熵控制律为

Δｕｋ ＝－
Ｈ２１＋Ｒｋｕｋ
２Ｈ２２＋２Ｒｋ

， （１２）

其中Ｒｋ满足Ｈ２２＋Ｒｋ ＞０．
证明　最优控制律可以通过下式得到

Ｈ２（ｅｋ）＋
１
２ｕ

Ｔ
ｋＲｋｕ[ ]ｋ

Δｕｋ
＝０． （１３）

基于Ｂｅｌｌｍａｎ最优化准则，得到的是局部最优控
制律．从（１０）可以看出：

Ｒｋｕ
２
ｋ ＝Ｒｋｕ

２
ｋ－１＋２Ｒｋｕｋ－１Δｕｋ＋ＲｋΔｕ

２
ｋ， （１４）

将（１１）和（１４）代入（１３），对于 ｋ＝１，２，…，＋∞，就
将得到递归的次优控制律（１２）．

注３　定理２是性能指标（５）最小化的必要条
件．为了保证充分性，只要下面的不等式成立：

２ Ｈ２（ｅｋ）＋
１
２ｕ

Ｔ
ｋＲｋｕ[ ]ｋ

Δｕ２ｋ
＝２（Ｈ２２＋Ｒｋ）＞０．（１５）

实际上，当Ｒｋ选得充分大，式（１５）必然成立．
注４　定理２给出的递归的最小熵控制算法可

以总结如下：

１）初始化ｘ０和ｕ０；
２）在每一个采样时刻ｋ，计算γｅｋ和（４）所定义

的Ｖ（ｅｋ）；
３）根据（１０）和（１２）计算Δｕｋ和ｕｋ；
４）ｋ＝ｋ＋１，返回步骤２）．

３　仿真

在这一部分，将通过一个数值例子来说明怎样

对多维非高斯系统进行最小熵控制．系统模型为
ｘ１ｋ＋１
ｘ２ｋ＋[ ]

１

＝ ０９５ １
０　 －[ ]０９０

ｘ１ｋ
ｘ２[ ]
ｋ

＋

　　[ ]０１ｕｋ＋
０　
－[ ]０５０

ωｋ，

ｙｋ ＝
１

１＋ｘ３１ｋ
＋ｕｋ＋ｘ２ｋ＋ υ槡 ｋ













 ．

假设随机变量ωｋ和υｋ都是独立同分布的随机变量，
υｋ的非对称ＰＤＦ定义为

γυ（ｘ）＝
－６（ｘ－０２５）

槡ｘ
，　ｘ∈［０，０２５］，

０，　ｘ∈（－∞，０）∪（０２５，＋∞
{

），

而ωｋ的ＰＤＦ是

γω（ｘ）＝
－４８ｘ２－ｘ＋３( )１６，　ｘ∈［０，０２５］，
０，　ｘ∈（－∞，０２５）∪（０７５，＋∞

{
），

参考输入ｒ服从Ｂｅｔａ（３，２）分布，即ｒ的ＰＤＦ为
１

Ｂ（ａ，ｂ）ｘ
ａ－１（１－ｘ）ｂ－１Ｉ（０，１）（ｘ）．

在仿真中，设定初始条件为［５，５］．在每一个采
样时刻ｋ，次优控制输入序列如图１所示．图２是参
考输入 ｒ，图３是跟踪误差，图４是跟踪误差的概率
密度函数．从图４可以看出，误差的概率密度函数越
来越窄．图５是跟踪误差的熵，随着采样时刻增加，
跟踪误差的熵越来越小．

４　结论

本文针对多维非高斯系统，在输出不可测的情

形下研究了联合概率密度函数的跟踪问题．首先在
系统模型的基础上，构造辅助映射建立了输入和跟

踪误差之间的泛函算子模型．由于性能指标函数是
关于控制律ｕｋ的带积分约束的非线性函数，直接求

７４５
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图１　次优控制序列
Ｆｉｇ．１　Ｓｕｂｏｐｔｉｍａｌｃｏｎｔｒｏｌｓｅｑｕｅｎｃｅ

图２　参考输入
Ｆｉｇ．２　Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｉｎｐｕｔ

图３　跟踪误差
Ｆｉｇ．３　Ｔｒａｃｋｉｎｇｅｒｒｏｒ

图４　跟踪误差的概率密度函数
Ｆｉｇ．４　ＰＤＦｏｆｔｒａｃｋｉｎｇｅｒｒｏｒ

取控制律比较困难，本文采用递归方法和梯度算法

设计最小熵控制器．仿真结果表明，对于多维非高斯
系统，最小熵控制方式是一种新颖且非常有效的控

图５　跟踪误差的熵
Ｆｉｇ．５　Ｅｎｔｒｏｐｙｏｆｔｒａｃｋｉｎｇｅｒｒｏｒ
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