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带有习惯形成的最优消费投资与闲暇选择问题

朱永王１　费为银１　苏凯１

摘要

研究了在带有习惯形成，随机机会

集，随机工资和劳动供给弹性的生命周

期模型下的消费投资和闲暇选择问题．
在股票支付红利情形下，利用随机微分

方程，建立了带有红利情形的证券市场

模型．在投资者偏好由不可分离的冯诺
依曼·摩根斯坦指数刻画下，给出了投

资者最优消费投资与闲暇选择策略的
显式表达式．
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０　引言

　　最优消费和投资问题一直是数理金融中的基本问题．Ｂｏｄｉｅ等［１］

研究了当经济代理人存在弹性劳动供给时的最优消费投资问题，第

一次将劳动闲暇决策加入跨期消费投资组合选择模型中，表明了人
力资本对最优策略有显著的影响．Ｂｏｄｉｅ等［２］继续验证了在带有习惯

形成、随机机会集、随机工资和劳动供给弹性的生活周期模型下的消

费和投资决策，并结合习惯形成、生命周期中２个不同的时期（如累
积期、退休期）以及在多资产和随机系数情形下，研究了最优消费投

资组合以及退休选择问题．Ｋａｒａｔｚａｓ等［３］研究了关于最优消费投资组

合选择问题，特别是经济代理人能够自由选择退休．Ｃｈｏｉ等［４］研究了

工资收入者通过考虑收入和劳动所带来的负效用之间的平衡，来选

择消费投资策略以及退休时间问题．Ｄｙｂｖｉｇ等［５］考虑了退休弹性以

及不能借助未来劳动收入进行借贷，它们能够显著地影响最优的消

费和投资，进一步研究了自发的退休以及带有借贷约束的自发退休．
赵培峰等［６］对现有的在风险度量约束下的投资组合模型进行了推

广，建立带有红利支付的随机股票市场模型，给出了投资组合关于这些

风险度量约束下的最优化结果．陈超等［７］研究了经济代理人在退休选

择问题中考虑风险资产派发红利的情形，经济代理人效用来自消费和

闲暇，代理人能在其最小工作时间上灵活地调整劳动时间，且有退休选

择权．陈超等［８］研究了经济代理人面临红利支付和劳动负效用情形下

投资与退休选择问题，利用变分不等式的方法去解自由边值问题，得到

了代理人临界财富水平和最优消费投资组合策略显式解．本文在文献
［２］的基础上，考虑股票支付红利，扩展现有模型，得到股票在红利支付
情况下的最优消费闲暇投资组合策略．

１　金融市场模型

考虑一个完备的概率空间（Ω，Ｆ，Ｐ），其中 Ω是自然状态下的集
合，Ｆ表示可测事件的σ代数，Ｐ是（Ω，Ｆ）上的概率测度．在完备概率
空间（Ω，Ｆ，Ｐ）上定义一个ｄ维布朗运动Ｗ．市场由ｄ＋１支证券组成，
其价格为Ｓｉ，ｉ＝０，１，…，ｄ，Ｓ０表示无风险资产，它的价格满足 Ｓ０ｔ ＝

Ｓ００ [ｅｘｐ∫
ｔ

０
ｒｕｄ ]ｕ ，其中 Ｓ００是一个严格正的数，无风险利率 ｒ是一个有

界过程．ｄ个风险的股票，价格Ｓ遵循Ｉｔｏ过程：　　　　



　　ｄＳｉｔ＝Ｓ[ｉｔ μｉｔｄｔ＋∑
ｄ

ｊ＝１
σｉｊｔｄＷ ]ｊｔ ，

　　ｔ∈［０，Ｔ］，　Ｓ０ ＞０，
其中，μ是ｄ维有界过程，σ是一个ｄ×ｄ阶有界矩阵，
系数ｒ，μ，σ关于｛Ｆｔ｝循序可测．假定波动率矩阵σ是
可逆的，那么风险的市场价格为θｔ＝σ

－１
ｔ（μｔ＋ｔ－

ｒｔ１ｄ），其中１ｄ是ｄ维每个分量为１的向量，ｔ为股票
支付的红利率过程．有关股票支付红利的分析可见
文献［９］．由于相关的状态价格密度（ＳＰＤ）为

ξｔ＝ｅｘｐ－∫
ｔ

０
ｒｖｄｖ－

１
２∫

ｔ

０
θ′ｖθｖｄｖ－∫

ｔ

０
θ′ｖｄＷ }{ ｖ，

于是 ｔ时刻的条件密度（ＳＰＤ）可以表示成 ξｔ，ｖ ＝
ξｖ／ξｔ．

金融资产投资是不受约束的，投资策略 π是 ｄ
维循序可测过程，表示投资在风险资产上的金额，并

且满足∫
Ｔ

０
‖π′ｔσｔ‖

２ｄｔ＜∞．假定个人拥有 ２种选

择，一种叫做消费ｃ，另一种叫做闲暇 ｌ．闲暇和劳动
的实际供应标准化为１，那么劳动的供给为１－ｌ．因
此，定义一个消费闲暇对（ｃ，ｌ），它是循序可测的且
有界，取值范围为［０，∞）×［０，１］．劳动工资ｗ假定
遵循如下Ｉｔｏ过程：ｄｗｔ＝ｗｔ［μ

ｗ
ｔｄｔ＋σ

ｗ′
ｔｄＷｔ］，ｔ∈［０，

Ｔ］，ｗ０ ＞０．过程μ
ｗ和ｄ维过程σｗ均有界，且关于

｛Ｆｔ｝循序可测．
类似文献［９］，财富过程Ｘｔ满足随机微分方程

ｄＸｔ＝（ｒｔＸｔ＋（１－ｌｔ）ｗｔ－ｃｔ）ｄｔ＋π′ｔσｔ［θｔｄｔ＋ｄＷｔ］，
ｔ∈［０，Ｔ］，　Ｘ０ ＝ｘ＞０，

财富过程Ｘ满足无破产条件

Ｘｔ＋Ｅ [ｔ∫
Ｔ

ｔ
ξｔ，ｓｗｓ（１－ｌｓ）ｄ ]ｓ ≥０，　ｔ∈［０，Ｔ］，

偏好由不可分离的冯诺依曼·摩根斯坦指数表示

如下：

Ｕ（ｃ，ｌ）≡ [Ｅ∫
Ｔ

０
ｖ（ｃｔ－ｚｔ，ｌｔ，ｔ）ｄ]ｔ，

其中ｖ（ｃｔ－ｚｔ，ｌｔ，ｔ）是依赖于当前消费ｃ、指数ｚ、闲暇
ｌ以及时间ｔ的瞬时效用函数．ｚ表示标准生活过程．
从０到Ｔ表示个人从他的工作时期一直延续到他死
亡．Ｔ１∈［０，Ｔ］表示个人的退休日期，因此 Ｔ１将整
个生命期划分为２个部分，［０，Ｔ１］表示累积期，［Ｔ１，
Ｔ］表示退休期，对于所有的ｔ∈［Ｔ１，Ｔ］，ｌｔ≡１．

采用 Ｄｅｔｅｍｐｌｅ等［１０１１］假定的标准生活过程满

足如下简单的线性过程：

ｄｚｔ＝（δｔｃｔ－αｔｚｔ）ｄｔ，　ｔ∈［０，Ｔ］，　ｚ０≥０，

其积分形式为 ｚｔ ＝ｚ０ｂ
ａ
ｔ ＋∫

ｔ

０
δｖｂ

ａ
ｖ，ｔｃｖｄｖ，其中 ｂαｔ ＝

[ｅｘｐ －∫
ｔ

０
αｖｄ ]ｖ，系数α和δ都是循序可测正的有界

过程，ｂαｖ，ｔ＝ｂαｔ／ｂαｖ表示ｔ时刻的条件折现因子，初始
值ｚ０表示基于年轻时经历的生活标准（继承的生活
标准）．

为了构建习惯的目的，假定过去的消费经历对

于当前消费的享受有不利的影响．如果个人决定减
少闲暇的消费即增加劳动供给，那么效用就减少了，

因此对于效用函数强加如下约束．
假设１　瞬时效用函数 ｖ（·，·，·）：［０，∞）×

［０，１］×［０，Ｔ］→Ｒ∪｛－∞｝为
ｖ（ｘ，ｙ，ｔ）＝

ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）， ｘ≥０， ｙ∈［０，１］， ｔ∈［０，Ｔ］，
－∞， ｘ＜０， ｙ∈［０，１］， ｔ∈［０，Ｔ］{ ．

定义折现因子ｂα－δｔ ＝ [ｅｘｐ －∫
ｔ

０
（αｖ－δｖ）ｄ ]ｖ，其

条件形式为ｂα－δｔ，ｖ ＝ｂα
－δ
ｖ ／ｂα

－δ
ｔ ．设初始融资财富ｘ与劳

动收入的折现值之和满足如下条件：

ｘ^≡ [ｘ＋Ｅ∫
Ｔ１

０
ξｔｗｔｄ]ｔ －ｚ０ [Ｅ∫

Ｔ

０
ξｔｂα

－δ
ｔ ｄ]ｔ ≥０．

ｘ与累积劳动收入 [Ｅ∫
Ｔ１

０
ξｔｗｔｄ]ｔ 之和为累积期积累

的财富，ｚ０ [Ｅ∫
Ｔ

０
ξｔｂα

－δ
ｔ ｄ]ｔ 为维持生存消费的策略，

因此确保了个人拥有足够的财富来维持自己的消费

水平，即使个人不工作也不会受到惩罚．详细可见文
献［２］．

２　最优消费投资与闲暇策略

设效用函数为ｕ（ｘ，ｙ，ｔ），定义Ｉ（ｘ，ｙ，ｔ），Ｊ（ｘ，ｙ，
ｔ）为二维效用梯度的二维反函数，满足：

ｕ１（Ｉ（ｘ，ｙ，ｔ），Ｊ（ｘ，ｙ，ｔ），ｔ）＝ｘ；
ｕ２（Ｉ（ｘ，ｙ，ｔ），Ｊ（ｘ，ｙ，ｔ），ｔ）＝ｙ，

由于效用函数ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）是关于（ｘ，ｙ）严格凹的，且
只有唯一一对反函数．对于退休期，固定闲暇ｌ，则存
在唯一的函数ｉ（ｘ，ｌ，ｔ），满足

ｕ１（ｉ（ｘ，ｌ，ｔ），ｌ，ｔ）＝ｘ．
定义适应的ＳＰＤ过程 珔γ＝｛珔γｔ：ｔ∈［０，Ｔ］｝如 珔γｔ＝

ξ(ｔ １＋δｔＥ [ｔ∫
Ｔ

ｔ
ξｔ，ｖｂα

－δ
ｔ，ｖｄ ] )ｖ ．令

Ｉ（ｔ）≡Ｉ（ｙ珔γｔ，ｙξｔｗｔ，ｔ），
Ｊ（ｔ）≡Ｊ（ｙ珔γｔ，ｙξｔｗｔ，ｔ），

ｉ（ｔ）≡ｉ（ｙ珔γｔ，１，ｔ），
且ｙ 满足下列方程

７７４
学报：自然科学版，２０１２，４（５）：４７６４８０

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ，２０１２，４（５）：４７６４８０



(ｘ^＝Ｅ∫
Ｔ

０
珔γｔ（Ｉ（ｔ）１｛ｔ＜Ｔ１｝＋ｉ（ｔ）１｛ｔ≥Ｔ１｝）ｄ)ｔ ＋

　　 (Ｅ∫
Ｔ１

０
ξｔｗｔＪ（ｔ）ｄ)ｔ， （１）

因此有如下最优策略．
定理１　考虑带有习惯形成偏好的投资者，如

果假设１成立，那么最优消费闲暇策略选择为
ｃｔ ＝

Ｉ（ｙ珔γｔ，ｙξｔｗｔ，ｔ）＋ｚ０ｂα
－δ
ｔ ＋

　　∫
ｔ

０
δｓｂα

－δ
ｓ，ｔ Ｉ（ｙ珔γｓ，ｙξｓｗｓ，ｓ）ｄｓ，　ｔ∈［０，Ｔ１），

ｉ（ｙ珔γｔ，１，ｔ）＋ｚＴ１ｂ
α－δ
Ｔ１，ｔ＋

　　∫
ｔ

Ｔ１
δｓｂα

－δ
ｓ，ｔ ｉ（ｙ珔γｓ，１，ｓ）ｄｓ，　ｔ∈［Ｔ１，Ｔ













］，

ｌｔ ＝
Ｊ（ｙ珔γｔ，ｙξｔｗｔ，ｔ）， ｔ∈［０，Ｔ１），

１， ｔ∈［Ｔ，Ｔ１{ ］，

其中相关的生活标准为

ｚｔ ＝

ｚ０ｂα
－δ
ｔ ＋∫

ｔ

０
δｓｂα

－δ
ｓ，ｔ Ｉ（ｙ珔γｓ，ｙξｓｗｓ，ｓ）ｄｓ，　ｔ∈［０，Ｔ１］，

ｚＴ１ｂ
α－δ
Ｔ１，ｔ＋∫

ｔ

Ｔ１
δｓｂα

－δ
ｓ，ｔ ｉ（ｙ珔γｓ，１，ｓ）ｄｓ，　ｔ∈（Ｔ１，Ｔ］

{ ．

在ｔ时刻的最优财富为

Ｘｔ ＝Ｅ [ｔ∫
Ｔ

ｔ
ξｔ，ｖ（ｃｖ －ｗｖ（１－ｌｖ）１｛ｖ＜Ｔ１｝）ｄ ]ｖ．

证明　定义变量ｍｔ＝ｃｔ－ｚｔ，静态最优化问题
可以表示为

ｓｕｐ
ｍ，ｌ [Ｅ∫

Ｔ１

０
ｕ（ｍｔ，ｌｔ，ｔ）ｄｔ＋∫

Ｔ

Ｔ１
ｕ（ｍｔ，１，ｔ）ｄ]ｔ，

遵从

(ｘ＝Ｅ∫
Ｔ１

０
（ξｔ（ｍｔ＋ｚｔ）－ξｔｗｔ（１－ｌｔ））ｄ)ｔ ＋

　　 (Ｅ∫
Ｔ

Ｔ１
ξｔ（ｍｔ＋ｚｔ）ｄ)ｔ， （２）

ｚｔ＝ｚ０ｂα
－δ
ｔ ＋∫

ｔ

０
δｖｂα

－δ
ｖ，ｔ ｍｖｄｖ，ｔ∈［０，Ｔ］，

　　ｚ０ ＞０． （３）

使用分部积分公式∫
ｂ

ａ
ｘｔ∫

ｔ

ａ
ｙｓｄｓｄｔ＝∫

ｂ

ａ
ｙｔ∫

ｂ

ｔ
ｘｓｄｓｄｔ，以

及递推期望法则得

(Ｅ∫
Ｔ

０
ξｔｚｔｄ) (ｔ ＝Ｅ∫

Ｔ

０
ξ(ｔ ｚ０ｂα－δｔ ＋∫

Ｔ

０
δｖｂα

－δ
ｖ，ｔｍｖｄ )ｖｄ)ｔ ＝

ｚ０ (Ｅ∫
Ｔ

０
ξｔｂα

－δ
ｔ ｄ) (ｔ ＋Ｅ∫

Ｔ

０
Ｅ (ｔ∫

Ｔ

ｔ
ξｖｂα

－δ
ｔ，ｖｄ )ｖδｔｍｔｄ)ｔ．

将上式代入静态约束（２）得

(ｘ^＝Ｅ∫
Ｔ

０
珔γｔｍｔｄ) (ｔ ＋Ｅ∫

Ｔ１

０
ξｔｗｔｌｔｄ)ｔ．

静态最优化的拉格朗日问题为

ｉｎｆｙ＞０ｓｕｐｍ，ｌＬ（ｍ，ｌ，ｙ），
其中

Ｌ（ｍ，ｌ，ｙ）≡ [Ｅ∫
Ｔ

０
ｕ（ｍｔ，ｌｔ１｛ｔ＜Ｔ１｝＋１｛ｔ≥Ｔ１｝，ｔ）ｄ]ｔ ＋

　　 [ (ｙ ｘ^－Ｅ∫
Ｔ

０
（ξｔｗｔｌｔ１｛ｔ＜Ｔ１｝＋珔γｔｍｔ）ｄ) ]ｔ ．

最优化的必要条件为

ｕ１（ｍｔ，ｌｔ，ｔ）＝ｙ珔γｔ，　ｔ∈［０，Ｔ１），

ｕ２（ｍｔ，ｌｔ，ｔ）＝ｙξｔｗｔ，　ｔ∈［０，Ｔ１），

ｕ１（ｍｔ，１，ｔ）＝ｙ珔γｔ，　ｔ∈［Ｔ１，Ｔ］，

(ｘ^＝Ｅ∫
Ｔ１

０
ξｔｗｔｌｔｄ) (ｔ ＋Ｅ∫

Ｔ

０
ｍｔ珔γｔｄ)ｔ，

ｙ＞０，　ｍｔ≥０，　ｔ∈［０，Ｔ］；

１≥ｌｔ≥０，　ｔ∈［０，Ｔ１］















．
由于效用函数的凹性，这些条件都是充分的．由最优
化条件得

ｍｔ＝Ｉ（ｙ珔γｔ，ｙξｔｗｔ，ｔ）１｛ｔ＜Ｔ１｝＋ｉ（ｙ珔γｔ，１，ｔ）１｛ｔ≥Ｔ１｝
以及

ｌｔ＝Ｊ（ｙ珔γｔ，ｙξｔｗｔ，ｔ）１｛ｔ＜Ｔ１｝＋１｛ｔ≥Ｔ１｝，
其中Ｉ，Ｊ和ｉ是二维效用函数的二维反函数，代ｍ到
（３）中得

ｚｔ＝ｚ０ｂ
－δ
ｔ ＋∫

ｔ

０
δｖｂα

－δ
ｖ，ｔ（Ｉ（ｙ珔γｖ，ｙξｖｗｖ，ｖ）１｛ｖ＜Ｔ１｝＋

　　ｉ（ｙ珔γｖ，１，ｖ）１｛ｔ≥Ｔ１｝）ｄｖ．
将这个表达式代入消费策略 ｃｔ＝ｍｔ＋ｚｔ，得出

由预算乘子ｙ约束的消费闲暇策略，为了获得ｙ，将
策略ｍ，ｌ代入静态预算约束获得非线性等式

(ｘ^＝Ｅ∫
Ｔ

０
珔γｔ（Ｉ（ｔ）１｛ｔ＜Ｔ１｝＋ｉ（ｔ）１｛ｔ≥Ｔ１｝ )） ｄｔ＋

　　 (Ｅ∫
Ｔ１

０
ξｔｗｔＪ（ｔ）ｄ)ｔ． （４）

其中 Ｉ（ｔ）≡ Ｉ（ｙ珔γｔ，ｙξｔｗｔ，ｔ），Ｊ（ｔ）≡ Ｊ（ｙ珔γｔ，
ｙξｔｗｔ，ｔ），ｉ（ｔ）≡ｉ（ｙ珔γｔ，１，ｔ）．假设１表明式（４）的
右边是在区域［０，∞）内关于 ｙ的减函数，由定理条
件不难得出（４）的左边是严格正的．表明式（１）有唯
一的解ｙ，将这个解代入消费闲暇策略，得出最优
策略．

投资者在面临退休之前，需要有一个财富累积

期．为了方便最优投资策略的描述，定理２集中于描
述最优财富，提供直观的分解．

定理２　考虑带有习惯形成偏好的投资者，且假
设１成立．在累积期，即ｔ∈［０，Ｔ１），最优财富Ｘｔ分
解为Ｘｔ ＝Ｘ１ｔ＋Ｘ２ｔ，其中
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Ｘ１ｔ ＝Ｅ [ｔ∫
Ｔ１

ｔ
ξｔ，ｖｃｖｄ ]ｖ －Ｅ [ｔ∫

Ｔ１

ｔ
ξｔ，ｖｗｖ（１－ｌｖ）ｄ ]ｖ，

Ｘ２ｔ ＝Ｅ [ｔ∫ＴＴ１ξｔ，ｖｃ

ｖ ｄ ]ｖ，

这里，Ｘ１ｔ表示融资累积期的消费与该期劳动收入的

净值，Ｘ２ｔ表示融资退休期消费．
证明　最优财富

Ｘｔ ＝Ｅ [ｔ∫
Ｔ

ｔ
ξｔ，ｖ（ｃｖ －ｗｖ（１－ｌｖ）１｛ｖ＜Ｔ１｝）ｄ ]ｖ

如定理１给定，将此式重新排列即得定理２．
基于对最优财富过程的分解，将投资组合同样

分解为融资累积期消费投资组合以及融资退休期消

费投资组合，定理如下．
定理３　考虑带有习惯形成偏好的投资者，市

场系数（ｒ，θ，μｗ，σｗ），偏好系数（α，δ）是确定性的，
函数Ｉ（·，·，ｔ），Ｊ（·，·，ｔ），ｉ（·，·，ｔ）是确定性的，且
假设１成立，在累积期即 ｔ∈ ［０，Ｔ１），最优投资组
合为

ξｔπｔ ＝－（σ′ｔ）
－１θｔＥ [ｔ∫

Ｔ１

ｔ
（（Ｉ１珔γｖ＋Ｉ２ξｖｗｖ）ｙ珔γｖ＋

（Ｊ１珔γｖ＋Ｊ２ξｖｗｖ）ｙξｖｗｖ）ｄｖ＋∫
Ｔ

Ｔ１
ｉ１ｙ珔γ

２
ｖｄ ]ｖ ＋

（σ′ｔ）
－１σｗｔＥ [ｔ∫

Ｔ１

ｔ
（Ｉ２ｙγｖ＋Ｊ２ｙξｖｗｖ＋Ｊ－１）ξｖｗｖｄ ]ｖ．

在退休期ｔ∈［Ｔ１，Ｔ］，最优投资组合为

πｔ ＝（σ′ｔ）
－１θ１Ｆ３（ｔ）＝－ξ

－１
ｔ（σ′ｔ）

－１θｔＥ [ｔ∫
Ｔ

ｔ
ｉ１ｙ珔γ

２
ｖｄ ]ｖ．

其中Ｉｉ＝Ｉｉ（ｙ珔γｔ，ｙξｔｗｔ，ｔ），ｉ＝１，２，表示对Ｉ（·，·，

ｔ）中第ｉ个变量求偏导，同理 Ｊｉ＝Ｊｉ（ｙ珔γｔ，ｙξｔｗｔ，
ｔ），ｉ＝１，２，表示对Ｊ（·，·，ｔ）中第ｉ个变量求偏导，
ｉ１ ＝ｉ１（ｙ珔γｔ，ｌ，ｔ）表示对 ｉ（·，ｌ，ｔ）中第一个变量求
偏导．

证明　类似文献［２］中 Ｔｈｅｏｒｅｍ３的证明，
故略．

３　小结

本文研究了股票在支付红利的情况下，代理人

最优消费投资与闲暇选择问题．对模型进行了推
广．运用随机控制的方法，建立了股票带有红利的市
场中投资者最优消费闲暇和投资组合策略，所得结
论更加符合实际，为个人最优消费投资与闲暇选择
问题提供参考，使得问题研究具有实际意义．
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