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辨识方法的计算效率（２）：迭代算法

丁锋１，２，３

摘要

讨论了最小二乘迭代辨识算法及其

计算效率问题．最小二乘迭代算法由于
涉及矩阵求逆运算，为减小计算量，提出

了基于块矩阵求逆的最小二乘迭代辨识

算法．基于块矩阵求逆的最小二乘迭代
辨识算法不是一种新算法，只是从辨识

算法的实现方式上降低计算负担，它与

最小二乘迭代算法产生相同的参数估

计，但计算量小．文中研究了伪线性回归
系统、多元伪线性回归系统、多变量伪线

性回归系统的最小二乘迭代辨识算法及

其基于块矩阵求逆的最小二乘迭代

算法．
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０　引言

　　数学模型有很悠久的研究历史．在以数学模型为基础的控制论
诞生以及自动化控制科学蓬勃发展的时代，动态系统的数学模型起

到了举足轻重的作用，进而形成了研究和建立系统数学模型的理论

与方法———系统辨识．数十年来，系统辨识得到了长足发展，从实验
建模、辨识建模、辨识方法的提出，到辨识的基本问题，再到辨识方法

的性能分析等都取得了许多光辉的研究成果［１４］．最近诞生的一些新
型辨识方法，如辅助模型辨识方法［５］、迭代辨识方法［６］、多新息辨识

方法［７］、递阶辨识方法［８］、耦合辨识方法［９］等都出现在控制领域国际

权威期刊上［１０２７］．
辨识方法（估计方法）有很多类别．辨识方法的类别按其计算方

式可分为一次完成算法，即直接算法（ｄｉｒｅｃｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ）、递推估计方法
（递推辨识方法）和迭代估计方法（迭代辨识方法）；按其实时性可分

为在线估计方法 （在线辨识方法）和离线估计方法（离线辨识方法）；

按其属性特征可分为最小二乘估计算法、最小均方估计算法、梯度估

计算法、随机逼近估计算法、辅助模型辨识方法、多新息辨识方法、递

阶辨识方法、耦合辨识方法、极大似然辨识方法、贝叶斯辨识方法

（Ｂａｙｅｓｉａｎｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ）等．也可分为时不变参数估计方法和
时变参数估计方法，以及随机参数估计方法等［１］．

辨识算法的计算量是评价计算效率的一个重要指标．文献［２８］
讨论了一些基本矩阵运算的计算量和典型递推辨识算法的计算量．
矩阵乘法计算量与其计算次序有很大关系，本文讨论矩阵乘法、矩阵

逆、块矩阵逆的计算量，仍然采用 ｆｌｏｐ数，即浮点运算数表示．一次加
法运算称为一个 ｆｌｏｐ，一次乘法运算也称为一个 ｆｌｏｐ［２９］．除法作为乘
法对待，减法作为加法对待．

文献［２８］讨论了线性回归系统、多元线性回归系统、多变量系
统的随机梯度辨识算法、最小二乘辨识算法、递推最小二乘辨识算

法的计算量．本文讨论最小二乘迭代算法的计算量，并利用块矩阵
求逆引理来提高计算效率，提出了基于块矩阵求逆的最小二乘迭代

辨识算法．基于块矩阵求逆的最小二乘迭代辨识算法不是一种新算
法，只是从辨识算法的实现方式上降低计算负担，它们与最小二乘

迭代算法产生相同的参数估计，但计算量小．本文针对伪线性回归
系统、多元伪线性回归系统、多变量伪线性回归系统，推导了最小二



　　　　乘迭代辨识算法及其基于块矩阵求逆的最小二乘迭

代算法．

１　矩阵乘法与矩阵逆的计算量

１１　矩阵乘法
设Ａ∈ Ｒｍ×ｎ，Ｂ∈ Ｒｎ×ｐ，Ｃ∈ Ｒｐ×ｑ，Λ∈ Ｒｎ×ｎ，

Ｈ∈ＲＬ×ｎ（Ｌｎ）．因为ＡＢ∈Ｒｍ×ｐ有ｍｎｐ次乘法运
算和ｍ（ｎ－１）ｐ次加法运算，其计算量为（２ｍｎｐ－
ｍｐ）ｆｌｏｐｓ．也就是说，矩阵乘法的计算量数量级为
Ｏ（ｍｎｐ）；Λ２有ｎ３次乘法运算和（ｎ３－ｎ２）次加法运
算，其计算量为（２ｎ－１）ｎ２ｆｌｏｐｓ，计算量数量级为
Ｏ（ｎ３）．按照这样的计算方法，可以推算出矩阵乘法
与逆的计算量，如表１所示，其中矩阵逆的计算过程
见下节．

从表１可以看出：矩阵乘法的计算量与计算顺
序有很大关系（括号表示计算顺序），特别是当矩阵

维数有很大差异时．对于辨识问题，数据长度 Ｌ一般
远远大于参数的数目ｎ，即Ｌｎ，表１中Ｓ１＝Ｓ２，Ｓ１
的计算量是Ｏ（Ｌ），Ｓ２的计算量是Ｏ（Ｌ

２）；同样Ｗ１＝
Ｗ２，Ｗ１的计算量是 Ｏ（Ｌ

２），Ｗ２的计算量是 Ｏ（Ｌ
３），

后者的计算量要远远大于前者．由此可见，辨识算法
的计算量与算法的实现方式有很大关系．

１．２　矩阵逆
计算矩阵逆有多种方法．可以通过计算矩阵Ａ∈

Ｒｎ×ｎ的伴随矩阵（ａｄｊｏｉｎｔｍａｔｒｉｘ）ａｄｊ［Ａ］，除以其行列
式ｄｅｔ［Ａ］：＝｜Ａ｜得到，即

Ａ－１＝ａｄｊ［Ａ］ｄｅｔ［Ａ］∈Ｒ
ｎ×ｎ．

但是这种方法的计算量大．另一种方法是通过线性
变换求矩阵的逆．

计算矩阵逆的一种方法是构造增广矩阵（ａｕｇ
ｍｅｎｔｅｄｍａｔｒｉｘ）［Ａ｜Ｉ］∈Ｒｎ×（２ｎ），然后使用高斯消元
法（Ｇａｕｓｓｉａｎｅｌｉｍｉｎａｔｉｏｎ），把它左半部分变换成单位
阵Ｉ（假设Ａ的逆存在），那么变换后增广矩阵的右半
部分就是Ａ－１，也就是变换到最后的矩阵为［Ｉ｜Ａ－１］．
这种方法实际上是用高斯消元法求解矩阵方程ＡＸ＝
Ｉｎ，因为解为Ｘ＝Ａ

－１．假设增广矩阵［Ａ｜Ｉ］∈Ｒｎ×（２ｎ）

有下列形式







：

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

１ ０ … ０
０ １ 

  ０
０ …





０ １

，

其第ｉ行记为 ｒｉ，第（ｉ，ｊ）元记为 ａｉｊ，ｉ＝１，２，…，ｎ，
ｊ＝１，２，…，２ｎ．

表１　矩阵乘法与逆的计算量
Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｍａｔｒｉｘｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｓａｎｄｉｎｖｅｒｓｅ

序号 计算次序 乘法次数 加法次数 ｆｌｏｐ数

１ Λ２∈Ｒｎ×ｎ ｎ３ ｎ２（ｎ－１） （２ｎ－１）ｎ２

２ Λ３ ＝Λ２Λ∈Ｒｎ×ｎ ２ｎ３ ２ｎ２（ｎ－１） ２（２ｎ－１）ｎ２

３ Λ４ ＝Λ３Λ∈Ｒｎ×ｎ ３ｎ３ ３ｎ２（ｎ－１） ３（２ｎ－１）ｎ２

４ Λ４ ＝（Λ２）（Λ２）∈Ｒｎ×ｎ ２ｎ３ ２ｎ２（ｎ－１） ２（２ｎ－１）ｎ２

５ Λ８ ＝（Λ４）（Λ４）∈Ｒｎ×ｎ ３ｎ３ ３ｎ２（ｎ－１） ３（２ｎ－１）ｎ２

６ Λｋ ＝（（（Λ２Λ）Λ）…Λ）Λ∈Ｒｎ×ｎ （ｋ－１）ｎ３ （ｋ－１）ｎ２（ｎ－１） （ｋ－１）（２ｎ－１）ｎ２

７ ＡＢ∈Ｒｍ×ｐ ｍｎｐ ｍ（ｎ－１）ｐ ２ｍｎｐ－ｍｐ

８ ＡＴＡ∈Ｒｎ×ｎ ｍｎ２ （ｍ－１）ｎ２ （２ｍ－１）ｎ２

９ ＡＡＴ∈Ｒｍ×ｍ ｍ２ｎ （ｎ－１）ｍ２ （２ｎ－１）ｍ２

１０ （ＡＢ）Ｃ∈Ｒｍ×ｑ ｍｎｐ＋ｍｐｑ ｍ（ｎ－１）ｐ＋ｍ（ｐ－１）ｑ ２ｍｐ（ｎ＋ｑ）－ｍ（ｐ＋ｑ）

１１ Ａ（ＢＣ）∈Ｒｍ×ｑ ｍｎｑ＋ｎｐｑ ｎ（ｐ－１）ｑ＋ｍ（ｎ－１）ｑ ２（ｍ＋ｐ）ｎｑ－（ｍ＋ｎ）ｑ

１２ Ｓ：＝ＨＴＨ∈Ｒｎ×ｎ ｎ２Ｌ ｎ２（Ｌ－１） ２ｎ２Ｌ－ｎ２

１３ Ｗ：＝ＨＨＴ∈ＲＬ×Ｌ ｎＬ２ （ｎ－１）Ｌ２ （２ｎ－１）Ｌ２

１４ Ｓ１：＝（ＨＴＨ）（ＨＴＨ）∈Ｒｎ×ｎ ｎ２Ｌ＋ｎ３ ｎ２（Ｌ－１）＋ｎ２（ｎ－１） ２ｎ２Ｌ＋２（ｎ－１）ｎ２

１５ Ｓ２：＝ＨＴ（ＨＨＴ）Ｈ∈Ｒｎ×ｎ ２ｎＬ２＋ｎ２Ｌ （２ｎ－１）Ｌ２＋（ｎ２－ｎ）Ｌ－ｎ２ （４ｎ－１）Ｌ２＋（２ｎ２－ｎ）Ｌ－ｎ２

１６ Ｗ１：＝Ｈ（ＨＴＨ）ＨＴ∈ＲＬ×Ｌ ２ｎＬ２＋ｎ２Ｌ （２ｎ－２）Ｌ２＋（ｎ２－ｎ）Ｌ （４ｎ－２）Ｌ２＋（２ｎ２－ｎ）Ｌ

１７ Ｗ２：＝（ＨＨＴ）（ＨＨＴ）∈ＲＬ×Ｌ ｎＬ２＋Ｌ３ （ｎ－１）Ｌ２＋（Ｌ－１）Ｌ２ ２Ｌ３＋（２ｎ－２）Ｌ２

１８ Λ′：＝Λ－１∈Ｒｎ×ｎ
４
３ｎ

３＋２３ｎ
４
３ｎ

３－３２ｎ
２＋１６ｎ

８
３ｎ

３－３２ｎ
２＋５６ｎ

６８３
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　　通过线性变换，先把Ａ的左边变成上三角阵，步
骤如下．
１）将ａ１１元变为１，将ａｉ１元变为０（ｉ＝２，３，…，

ｎ）．变换如下：第１行除以 ａ１１（假设其不为零，否则
进行行交换，下同），即ｒ１／ａ１１→ｒ１，其乘法运算次数
为２ｎ次（除法作为乘法对待）；第１行乘以 －ａｉ１加到
第ｉ行，即 －ａｉ１ｒ１＋ｒｉ→ｒｉ（ｉ＝２，３，…，ｎ）（因为只关
心矩阵逆，所以第（１，１）元下方的元不用计算为０，
以节省运算次数），每行的乘法运算次数为２ｎ－１，
加法运算次数为２ｎ－１（减法作为加法对待），共有
ｎ－１行．变换后的矩阵结构为（为了表述方便，经过
变换后，增广矩阵的第（ｉ，ｊ）元依然记为 ａｉｊ， 代表
可能非零的元







）

１ ａ１２ … ａ１ｎ
０ ａ２２ … ａ２ｎ
  

０ ａｎ２ … ａｎｎ

 ０ … ０
 １ 

  ０
 ０ …





１

．

２）将ａ２２元变为１，将ａｉ２元变为０（ｉ＝３，４，…，
ｎ）．变换如下：第２行除以ａ２２，即ｒ２／ａ２２→ｒ２，其乘法
运算次数为２ｎ－１次；第２行乘以 －ａｉ２加到第ｉ行，
即 －ａｉ２ｒ２＋ｒｉ→ｒｉ（ｉ＝３，４，…，ｎ）（同样，第（２，２）
元下方的元不用计算为０），每行的乘法运算次数为
２ｎ－２，加法运算次数为２ｎ－２，共有ｎ－２行．变换
后的矩阵结构为

１ ａ１２ ａ１３ … ａ１ｎ
０ １ ａ２３ … ａ２ｎ
０ ０ ａ３３ … ａ３ｎ
   

０ ０ ａｎ３ … ａ







 ｎｎ

 ０ ０ … ０
  ０ … ０
  １ 

    ０
  ０ …







１

．

３）ｒ３／ａ３３→ ｒ３，其乘法运算次数为２ｎ－２次；
－ａｉ３ｒ３＋ｒｉ→ｒｉ（ｉ＝４，５，…，ｎ）（第（３，３）元下方的
元不用计算为０），每行的乘法运算次数为２ｎ－３，加
法运算次数为２ｎ－３，共有ｎ－３行．变换后的矩阵结
构为

１ ａ１２ ａ１３ … ａ１ｎ
０ １ ａ２３ … ａ２ｎ
０ ０ １ … ａ３ｎ
    

０ ０ ０ … ａ







 ｎｎ

 ０ ０ … ０
  ０ … ０
  １ ０
    ０
   …







１

．

４）ｒｎ－１／ａｎ－１，ｎ－１→ｒｎ－１，其乘法运算次数为ｎ＋２
次；－ａｎ，ｎ－１ｒｎ－１＋ｒｎ→ｒｎ，乘法运算次数为ｎ＋１，加法
运算次数为ｎ＋１．第ｎ行各元素除以ａｎｎ，乘法运算

次数为ｎ＋１次．变换后的矩阵结构为
１ ａ１２ ａ１３ … ａ１ｎ
０ １ ａ２３ … ａ２ｎ
０ ０  

  １ 

０ ０ …







 ０ １

 ０ ０ … ０
  ０ … ０
   

  …  ０
  …







 

．（１）

至此，增广矩阵的左边变成了单位上三角阵，加法运

算次数为

１·（ｎ＋１）＋２·（ｎ＋２）＋…＋
　　（ｎ－２）（２ｎ－２）＋（ｎ－１）（２ｎ－１）＝
　　１·（ｎ＋１）＋２·（ｎ＋２）＋…＋
　　（ｎ－２）（ｎ＋ｎ－２）＋（ｎ－１）（ｎ＋ｎ－１）＝
　　１·ｎ＋１２＋２·ｎ＋２２＋…＋（ｎ－２）·ｎ＋
　　（ｎ－２）２＋（ｎ－１）·ｎ＋（ｎ－１）２＝

　　ｎ（ｎ－１）２ ·ｎ＋ｎ（ｎ－１）（２ｎ－１）６ ＝

　　５６ｎ
３－ｎ２＋１６ｎ， （２）

乘法运算次数为

５
６ｎ

３－ｎ２＋１６( )ｎ＋（ｎ＋１）＋（ｎ＋２）＋…＋
　　（２ｎ－１）＋（２ｎ）＝５６ｎ

３－ｎ２＋１６ｎ＋ｎ
２＋

　　ｎ（ｎ＋１）２ ＝５６ｎ
３＋１２ｎ

２＋２３ｎ． （３）

再把增广矩阵（１）的左边变成单位矩阵，步骤
如下．
１）对前ｎ－１行进行线性变换：－ａｊｎｒｎ＋ｒｊ→

ｒｊ（ｊ＝ｎ－１，ｎ－２，…，２，１），因为只关心增广矩阵右
边矩阵，左边的运算次数不计入（即不必计算），故乘

法运算次数为ｎ，加法运算次数为ｎ，共ｎ－１行．变
换后的矩阵为

１ ａ１２ ａ１３ … ０

０ １ ａ２３ … ０

０ ０  

  １ ０
０ ０ …







 ０ １

  … 
  … 
  

  … 
  …









．

２）对前 ｎ－２行进行线性变换：－ａｊ，ｎ－１ｒｎ－１＋
ｒｊ→ｒｊ（ｊ＝ｎ－２，ｎ－１，…，２，１），乘法运算次数为ｎ，
加法运算次数为ｎ，共ｎ－２行．
３）以此类推，对前２行进行线性变换：－ａｊ，３ｒ３＋

ｒｊ→ｒｊ（ｊ＝２，１），乘法运算次数为 ｎ，加法运算次数
为ｎ，共２行．变换矩阵为

７８３
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１ ａ１２ ０ … ０

０ １ ０ … ０
０ ０ １ 

   ０
０ ０ …







 ０ １

  … 
  … 
  

  

  …









．

４）最后对第１行进行变换：－ａ１２ｒ２＋ｒ１→ｒ１，乘
法运算次数为ｎ，加法运算次数为ｎ，共１行．变换后
的矩阵为

１ ０ … ０
０ １ 

  ０
０ …





 ０ １

  … 
  … 
  

  …







．

增广矩阵左边从上三角阵变换为单位阵，加法运算

次数为

ｎ＋２ｎ＋３ｎ＋…＋（ｎ－２）ｎ＋（ｎ－１）ｎ＝

　　ｎ
２（ｎ－１）
２ ， （４）

乘法运算次数为

ｎ２（ｎ－１）
２ ． （５）

因此，式（２）与式（４）的次数相加，得到矩阵求逆运
算的加法次数：

５
６ｎ

３－ｎ２＋１６( )ｎ＋ｎ２（ｎ－１）２ ＝

　　４３ｎ
３－３２ｎ

２＋１６ｎ， （６）

式（３）与式（５）的次数相加，得到矩阵求逆运算的乘
法次数：

５
６ｎ

３＋１２ｎ
２＋２３( )ｎ＋ｎ２（ｎ－１）２ ＝４３ｎ

３＋２３ｎ．（７）

两式相加得到矩阵求逆运算的总ｆｌｏｐ数：
４
３ｎ

３－３２ｎ
２＋１６( )ｎ＋ ４

３ｎ
３＋２３( )ｎ＝

　　８３ｎ
３－３２ｎ

２＋５６ｎ． （８）

下面的Ｍａｔｌａｂ程序使用高斯消元法计算矩阵Ａ
的逆．
１　％ 
２　％ Ｆｉｌｅｎａｍｅ：ｍａｔｒｉｘ－ｉｎｖｅｒｓｉｏｎ．ｍ
３　％ ＣｏｍｐｕｔｅｔｈｅｉｎｖｅｒｓｅｏｆｍａｔｒｉｘＡ
４　％ 
５　 ｃｌｅａｒ；ｆｏｒｍａｔｓｈｏｒｔｇ
６　 ｎ＝４；ｍ＝２ｎ；
７　％———ＧｅｎｅｒａｔｅｍａｔｒｉｘＡ
８　 ｒａｎｄ（＇ｓｔａｔｅ＇，１）；
９　％ ａ＝ｒａｎｄ（ｎ，ｎ）；

１０　 ａ＝ｐａｓｃａｌ（ｎ）；
１１　 ａ１＝［ａ，ｅｙｅ（ｎ）］；
１２　 ｆｐｒｉｎｔｆ（＇－－－－Ｃｏｍｐｕｔｅｍａｔｒｉｘｉｎｖｅｒｓｅ＇）
１３　 ｆｏｒｋ＝１：ｎ
１４　 ａ１（ｋ，：）＝ａ１（ｋ，：）／ａ１（ｋ，ｋ）；
１５　 ｆｏｒｉ＝ｋ＋１：ｎ
１６　 　ａ１（ｉ，：）＝－ａ１（ｉ，ｋ）ａ１（ｋ，：）＋ａ１（ｉ，：）；
１７　 ｅｎｄ
１８　 ｅｎｄ
１９　 Ｕｐｐｅｒｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍａｔｒｉｘ＝ａ１
２０　 ｆｏｒｋ＝ｎ－１：－１：１
２１　 ｆｏｒｊ＝ｋ：－１：１
２２　 ａ１（ｊ，：）＝－ａ１（ｊ，ｋ＋１）ａ１（ｋ＋１，：）＋

ａ１（ｊ，：）；
２３　　ｅｎｄ
２４　 ｅｎｄ
２５　 Ｉｎｖｍａｔｒｉｘ＝ａ１（：，ｎ＋１：ｍ）
２６　 Ｉ２＝ａａ１（：，ｎ＋１：ｍ）；

接下来的Ｍａｔｌａｂ程序是具有最小运算次数的高
斯消元法计算矩阵 Ａ的逆，其忽略了增广矩阵左边
消除为零的运算，因为不关心左边单位阵的运算，程

序运行最后的增广矩阵右边是 Ａ的逆，右边不是单
位阵，这是与上面程序不同的地方．
１　％ 
２　％ Ｆｉｌｅｎａｍｅ：ｍａｔｒｉｘ－ｉｎｖｅｒｓｉｏｎ．ｍ
３　％ ＣｏｍｐｕｔｅｔｈｅｉｎｖｅｒｓｅｏｆｍａｔｒｉｘＡ
４　％ 
５　 ｃｌｅａｒ；ｆｏｒｍａｔｓｈｏｒｔｇ
６　 ｎ＝４；ｍ＝２ｎ；
７　％———ＧｅｎｅｒａｔｅｍａｔｒｉｘＡ
８　 ｒａｎｄ（＇ｓｔａｔｅ＇，１）；
９　％ ａ＝ｒａｎｄ（ｎ，ｎ）；
１０　 ａ＝ｐａｓｃａｌ（ｎ）；
１１　 ａ１＝［ａ，ｅｙｅ（ｎ）］；
１２　 ｆｐｒｉｎｔｆ（＇Ｃｏｍｐｕｔｅｍａｔｒｉｘｉｎｖｅｒｓｅｗｉｔｈｍｉｎｉｍｉｍｕｎｆｌｏｐｓ＇）
１３　 ｆｏｒｋ＝１：ｎ
１４　 ａ１（ｋ，ｋ：ｍ）＝ａ１（ｋ，ｋ：ｍ）／ａ１（ｋ，ｋ）；
１５　 ｆｏｒｉ＝ｋ＋１：ｎ
１６　 ａ１（ｉ，ｋ＋１：ｍ）＝－ａ１（ｉ，ｋ）ａ１（ｋ，ｋ＋１：ｍ）＋

ａ１（ｉ，ｋ＋１：ｍ）；
１７　　ｅｎｄ
１８　 ｅｎｄ
１９　 Ｕｐｐｅｒｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍａｔｒｉｘ１＝ａ１
２０　 ｆｏｒｋ＝ｎ－１：－１：１
２１　　ｆｏｒｊ＝ｋ：－１：１
２２　 ａ１（ｊ，ｎ＋１：ｍ）＝－ａ１（ｊ，ｋ＋１）ａ１（ｋ＋１，ｎ＋１：

ｍ）＋ａ１（ｊ，ｎ＋１：ｍ）；

８８３
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２３　　ｅｎｄ
２４　 ｅｎｄ
２５　 Ｉｎｖｍａｔｒｉｘ１＝ａ１（：，ｎ＋１：ｍ）
２６　 Ｉ２＝ａａ１（：，ｎ＋１：ｍ）；

１３　块矩阵求逆的计算量
使用块矩阵求逆引理可以降低最小二乘迭代算

法的计算量，下面不加证明地给出该引理．
引理１　（块矩阵求逆引理）（Ｂｌｏｃｋｍａｔｒｉｘｉｎｖｅｒ

ｓｉｏｎｌｅｍｍａ）假设矩阵Ａ∈Ｒｍ×ｍ和Ｑ：＝Ｄ－ＣＡ－１Ｂ∈
Ｒｎ×ｎ是可逆矩阵，那么下列块矩阵逆关系成立：

Ａ Ｂ[ ]Ｃ Ｄ

－１

＝

　　
Ａ－１＋Ａ－１ＢＱ－１ＣＡ－１ －Ａ－１ＢＱ－１

－Ｑ－１ＣＡ－１ Ｑ[ ]－１
．（９）

证明比较简单，这里从略．
利用式（８）矩阵求逆的计算量公式，可知式（９）

左边矩阵求逆的计算量的总ｆｌｏｐ数为

Ｎ１：＝８３（ｍ＋ｎ）
３－３２（ｍ＋ｎ）

２＋５６（ｍ＋ｎ）．

式（９）右边各子矩阵的乘法运算次数和加法运
算次数如表２所示（在计算运算量时，括号里面的矩
阵相乘作为一个整体对待），其总ｆｌｏｐ数为

Ｎ２：＝８３（ｍ
３＋ｎ３）＋６ｍ２ｎ＋６ｍｎ２－

　　５２ｍ
２－４ｍｎ－１２ｎ

２＋５６（ｍ＋ｎ）．

它们之差为

Ｎ１－Ｎ２＝
８
３（ｍ＋ｎ）

３－３２（ｍ＋ｎ）
２＋５６（ｍ＋ｎ）－

　　 ８
３（ｍ

３＋ｎ３）＋６ｍ２ｎ＋６ｍｎ２－５２ｍ
２[ －

　　４ｍｎ－１２ｎ
２＋５６（ｍ＋ｎ ]） ＝

　　８３（３ｍ
２ｎ＋３ｍｎ２）－（６ｍ２ｎ＋６ｍｎ２）－

　　３２（ｍ＋ｎ）
２＋５２ｍ

２＋４ｍｎ＋１２ｎ
２＝

　　２ｍ２ｎ＋２ｍｎ２＋ｍ２＋ｍｎ－ｎ２＝
　　ｍ２（２ｎ＋１）＋（２ｍ－１）ｎ２＋ｍｎ＞０．
因此，直接矩阵求逆的计算量比使用块矩阵求

逆的计算量大．例如当 ｍ＝７，ｎ＝３时，Ｎ１＝２５２９
ｆｌｏｐｓ，Ｎ２＝２０４４ｆｌｏｐｓ，Ｎ１－Ｎ２＝４８１ｆｌｏｐｓ；当ｍ＝１０，
ｎ＝１０时，Ｎ１＝２０７５０ｆｌｏｐｓ，Ｎ２＝１６６５０ｆｌｏｐｓ，Ｎ１－
Ｎ２＝４１００ｆｌｏｐｓ．

２　伪线性回归系统

为方便起见，设 ｛ｕ（ｔ）｝为系统输入序列，
｛ｙ（ｔ）｝为系统观测输出序列，｛ｖ（ｔ）｝为零均值随机
白噪声序列，ｚ－１为单位后移算子：ｚ－１ｙ（ｔ）＝ｙ（ｔ－１）
或ｚｙ（ｔ）＝ｙ（ｔ＋１），ａ（ｚ），ｂ（ｚ），ｃ（ｚ），ｄ（ｚ）和 ｆ（ｚ）
是算子ｚ－１的常系数时不变多项式，定义如下：

ａ（ｚ）：＝１＋ａ１ｚ
－１＋ａ２ｚ

－２＋…＋ａｎａｚ
－ｎａ，ａｉ∈Ｒ，

ｂ（ｚ）：＝ｂ１ｚ
－１＋ｂ２ｚ

－２＋…＋ｂｎｂｚ
－ｎｂ，ｂｉ∈Ｒ，

ｃ（ｚ）：＝１＋ｃ１ｚ
－１＋ｃ２ｚ

－２＋…＋ｃｎｃｚ
－ｎｃ，ｃｉ∈Ｒ，

表２　块矩阵求逆的计算量
Ｔａｂｌｅ２　Ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｃｏｍｐｕｔｉｎｇｔｈｅｂｌｏｃｋｍａｔｒｉｘｉｎｖｅｒｓｅ

变量 计算次序 乘法次数 加法次数

Ａ１ Ａ１：＝Ａ′－（Ａ′Ｂ）Ｃ１∈Ｒｍ×ｍ ｍ２ｎ ｍ２ｎ－ｍ２＋ｎ２

Ｂ１ Ｂ１：＝（Ａ′Ｂ）Ｑ′∈Ｒｍ×ｎ ｍｎ２ ｍｎ２－ｍｎ

Ｃ１ Ｃ１：＝Ｑ′（ＣＡ′）∈Ｒｎ×ｍ ｍｎ２ ｍｎ２－ｍｎ

Ｑ′ Ｑ′：＝Ｑ－１∈Ｒｎ×ｎ
４
３ｎ

３＋２３ｎ
４
３ｎ

３－３２ｎ
２＋１６ｎ

Ａ′ Ａ′：＝Ａ－１∈Ｒｍ×ｍ
４
３ｍ

３＋２３ｍ
４
３ｍ

３－３２ｍ
２＋１６ｍ

Ｑ Ｑ＝Ｄ－（ＣＡ′）Ｂ∈Ｒｎ×ｎ ｍｎ２ ｍｎ２

Ａ′Ｂ∈Ｒｍ×ｎ ｍ２ｎ ｍ２ｎ－ｍｎ

ＣＡ′∈Ｒｎ×ｍ ｍ２ｎ ｍ２ｎ－ｍｎ

总数
４
３（ｍ

３＋ｎ３）＋３ｍ２ｎ＋３ｍｎ２＋２３（ｍ＋ｎ）

４
３（ｍ

３＋ｎ３）＋３ｍ２ｎ＋３ｍｎ２－５２ｍ
２－

４ｍｎ－１２ｎ
２＋１６（ｍ＋ｎ）

总ｆｌｏｐ数　　　 ８
３（ｍ

３＋ｎ３）＋６ｍ２ｎ＋６ｍｎ２－５２ｍ
２－４ｍｎ－１２ｎ

２＋５６（ｍ＋ｎ）
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　　ｄ（ｚ）：＝１＋ｄ１ｚ
－１＋ｄ２ｚ

－２＋…＋ｄｎｄｚ
－ｎｄ，ｄｉ∈Ｒ，

ｆ（ｚ）：＝１＋ｆ１ｚ
－１＋ｆ２ｚ

－２＋…＋ｆｎｆｚ
－ｎｆ，ｆｉ∈Ｒ．

多项式系数（ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ）ａｉ，ｂｉ，ｃｉ，ｄｉ和ｆｉ为模型
参数．假设阶次（ｏｒｄｅｒ）ｎａ，ｎｂ，ｎｃ，ｎｄ和 ｎｆ已知．根据
移位算子的性质，有

ａ（ｚ）ｙ（ｔ）＝（１＋ａ１ｚ
－１＋ａ２ｚ

－２＋…＋ａｎａｚ
－ｎａ）ｙ（ｔ）＝

ｙ（ｔ）＋ａ１ｙ（ｔ－１）＋ａ２ｙ（ｔ－２）＋…＋ａｎａｙ（ｔ－ｎａ），
ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＝（ｂ１ｚ

－１＋ｂ２ｚ
－２＋…＋ｂｎｂｚ

－ｎｂ）ｕ（ｔ）＝
ｂ１ｕ（ｔ－１）＋ｂ２ｕ（ｔ－２）＋…＋ｂｎｂｕ（ｔ－ｎｂ），

ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）＝（１＋ｄ１ｚ
－１＋ｄ２ｚ

－２＋…＋ｄｎｄｚ
－ｎｄ）ｖ（ｔ）＝

ｖ（ｔ）＋ｄ１ｖ（ｔ－１）＋ｄ２ｖ（ｔ－２）＋…＋ｄｎｄｖ（ｔ－ｎｄ），等．

２１　递推增广最小二乘算法
考虑下列伪线性回归模型（ＰｓｅｕｄｏＬｉｎｅａｒＲｅ

ｇｒｅｓｓｉｏｎｍｏｄｅｌ，ＰＬＲ模型）：
ｙ（ｔ）＝φＴ（ｔ）θ＋ｖ（ｔ）， （１０）
φ（ｔ）＝［Ｔ（ｔ），ψＴ（ｔ）］Ｔ∈Ｒｎ， （１１）

其中｛ｙ（ｔ）｝是观测输出序列，｛ｖ（ｔ）｝是零均值不相
关随机噪声序列，θ∈Ｒｎ是要估计的参数向量，φ（ｔ）
∈Ｒｎ１是由观测输入输出数据｛ｕ（ｔ－ｉ），ｙ（ｔ－ｉ）｝构
成的线性或非线性回归信息向量，ψ（ｔ）∈Ｒｎ２是由不
可测噪声｛ｖ（ｔ－ｉ）｝构成的线性或非线性回归信息
向量，它们可以表示为

（ｔ）：＝（ｙ（ｔ－１），ｙ（ｔ－２），…，ｙ（ｔ－ｎａ），
　　ｕ（ｔ－１），ｕ（ｔ－２），…，ｕ（ｔ－ｎｂ））∈Ｒ

ｎ１，

ψ（ｔ）：＝ψ（ｖ（ｔ－１），ｖ（ｔ－２），…，
　　ｖ（ｔ－ｎｄ））∈Ｒ

ｎ２，

伪线性回归模型包括一大类线性或非线性、标

量或多变量滑动平均系统，如（多输入）线性或非线

性受控滑动平均系统、（多输入）受控自回归滑动平

均系统等．
设Ｉ代表适当维数的单位阵，其对角元均为１，

其余元均为０．Ｉｎ代表 ｎ阶单位阵 Ｉｎ∈Ｒ
ｎ×ｎ．下列递

推增广最小二乘算法（ＲｅｃｕｒｓｉｖｅＥｘｔｅｎｄｅｄＬｅａｓｔ
Ｓｑｕａｒｅｓａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＲＥＬＳ算法）可以估计伪线性回归
系统（１０）的参数向量θ：
θ^（ｔ）＝^θ（ｔ－１）＋Ｌ（ｔ）［ｙ（ｔ）－^φＴ（ｔ）^θ（ｔ－１）］，（１２）
Ｌ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）^φ（ｔ）［１＋^φＴ（ｔ）Ｐ（ｔ－１）^φ（ｔ）］－１，（１３）
Ｐ（ｔ）＝［Ｉ－Ｌ（ｔ）^φＴ（ｔ）］Ｐ（ｔ－１），Ｐ（０）＝ｐ０Ｉ，（１４）
φ^（ｔ）＝［Ｔ（ｔ），^ψＴ（ｔ）］Ｔ， （１５）
（ｔ）＝（ｙ（ｔ－１），ｙ（ｔ－２），…，ｙ（ｔ－ｎａ），

ｕ（ｔ－１），ｕ（ｔ－２），…，ｕ（ｔ－ｎｂ））， （１６）
ψ^（ｔ）＝ψ（^ｖ（ｔ－１），^ｖ（ｔ－２），…，^ｖ（ｔ－ｎｄ））， （１７）

ｖ^（ｔ）＝ｙ（ｔ）－φ^Ｔ（ｔ）^θ（ｔ）． （１８）
但是在相同数据长度下，最小二乘迭代算法比

ＲＥＬＳ算法能产生更高的参数估计精度，下面讨论最
小二乘迭代辨识方法．

２２　最小二乘迭代算法
设Ｌ为数据长度（Ｌｎ），定义堆积输出向量 Ｙ

和堆积信息矩阵Ｈ如下：

Ｙ：＝

ｙ（１）
ｙ（２）


ｙ（Ｌ











）

∈ＲＬ，　Ｈ：＝

φＴ（１）
φＴ（２）


φＴ（Ｌ











）

∈ＲＬ×ｎ．

定义矩阵Ｘ的范数‖Ｘ‖２：＝ｔｒ［ＸＸＴ］和二次准
则函数：

Ｊ１（θ）：＝‖Ｙ－Ｈθ‖
２．

假设信息向量φ（ｔ）是持续激励的，即矩阵ＨＴＨ
可逆，极小化 Ｊ１（θ）给出参数向量 θ的最小二乘
估计：

θ^＝［ＨＴＨ］－１ＨＴＹ． （１９）
使用式（１１）中φ（ｔ）的定义，矩阵Ｈ可以表示为

Ｈ＝

Ｔ（１） ψＴ（１）
Ｔ（２） ψＴ（２）
 

Ｔ（Ｌ） ψＴ（Ｌ











）

∈ＲＬ×ｎ．

因为矩阵Ｈ中的 ψ（ｔ）是未知的（ｔ＝１，２，…，
Ｌ），所以不可能通过式（１９）计算参数向量 θ的估计
θ^．解决的办法是使用递阶辨识原理［１９２０］．令 ｋ＝１，
２，３，…为迭代变量，^θｋ为第ｋ次迭代θ的估计，向量
ψ（ｔ）中未知噪声项 ｖ（ｔ－ｉ）用其前一次迭代（即
（ｋ－１）次迭代）估计 ｖ^ｋ－１（ｔ－ｉ）代替，定义第 ｋ次迭
代φ（ｔ）和ψ（ｔ）的估计为

φ^ｋ（ｔ）：＝［
Ｔ（ｔ），^ψＴｋ（ｔ）］

Ｔ∈Ｒｎ，

ψ^ｋ（ｔ）：＝ψ（^ｖｋ－１（ｔ－１），^ｖｋ－１（ｔ－２），…，
　　ｖ^ｋ－１（ｔ－ｎｄ））∈Ｒ

ｎ２．
从式（１０）可得ｖ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－φＴ（ｔ）θ．用 φ^ｋ（ｔ）和 θ^ｋ
代替φ（ｔ）和θ，就给出ｖ（ｔ）的估计：

ｖ^ｋ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－φ^
Ｔ
ｋ（ｔ）^θｋ．

定义估计的信息矩阵：

Ｈ^ｋ：＝

φ^Ｔｋ（１）

φ^Ｔｋ（２）



φ^Ｔｋ（Ｌ













）

＝

Ｔ（１） ψ^Ｔｋ（１）

Ｔ（２） ψ^Ｔｋ（２）

 

Ｔ（Ｌ） ψ^Ｔｋ（Ｌ













）

＝

　　［Φ，^Ψｋ］∈Ｒ
Ｌ×ｎ， （２０）

０９３
丁锋．辨识方法的计算效率（２）：迭代算法．

ＤＩＮＧＦｅｎｇ．Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ．ＰａｒｔＢ：Ｉｔｅｒａｔｉｖｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．



其中

Φ：＝

Ｔ（１）
Ｔ（２）


Ｔ（Ｌ











）

∈ＲＬ×ｎ１，　Ψ^ｋ：＝

ψ^Ｔｋ（１）

ψ^Ｔｋ（２）



ψ^Ｔｋ（Ｌ













）

∈ＲＬ×ｎ２．

定义数据乘积矩矩阵（ｄａｔａｐｒｏｄｕｃｔｍｏｍｅｎｔｍａｔｒｉｘ）：

Ｓｋ：＝Ｈ^ＴｋＨ^ｋ＝
ΦＴ

Ψ^Ｔ[ ]
ｋ

［Φ，^Ψｋ］＝
ΦＴΦ ΦＴΨ^ｋ
Ψ^ＴｋΦ Ψ^ＴｋΨ^[ ]

ｋ

＝

　　
Ｓ ΦＴΨ^ｋ
Ψ^ＴｋΦ Ψ^ＴｋΨ^[ ]

ｋ

∈Ｒ（ｎ１＋ｎ２）×（ｎ１＋ｎ２）， （２１）

其中Ｓ：＝ΦＴΦ∈Ｒｎ１×ｎ１．
用 Ｈ^ｋ代替式（１９）中 Ｈ，并为参数估计向量 θ^

加上下标 ｋ，表示第 ｋ次迭代的参数估计 θ^ｋ，可以总
结出估计伪线性回归系统（１０）的最小二乘迭代辨识
方法（ＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓｂａｓｅｄＩｔｅｒａｔｉｖｅｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎａｌｇｏ
ｒｉｔｈｍ，ＬＳＩ算法）：

θ^ｋ＝［^Ｈ
Ｔ
ｋＨ^ｋ］

－１Ｈ^ＴｋＹ＝Ｓ
－１
ｋ Ｈ^

Ｔ
ｋＹ，　ｋ＝１，２，３，…（２２）

Ｙ＝［ｙ（１），ｙ（２），…，ｙ（Ｌ）］Ｔ， （２３）
Ｈ^ｋ＝［^φｋ（１），^φｋ（２），…，^φｋ（Ｌ）］

Ｔ， （２４）
φ^ｋ（ｔ）＝［

Ｔ（ｔ），^ψＴｋ（ｔ）］
Ｔ， （２５）

（ｔ）＝（ｙ（ｔ－１），ｙ（ｔ－２），…，ｙ（ｔ－ｎａ），
　　ｕ（ｔ－１），ｕ（ｔ－２），…，ｕ（ｔ－ｎｂ））， （２６）
ψ^ｋ（ｔ）＝ψ（^ｖｋ－１（ｔ－１），^ｖｋ－１（ｔ－２），…，
　　ｖ^ｋ－１（ｔ－ｎｄ））， （２７）
ｖ^ｋ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－φ^

Ｔ
ｋ（ｔ）^θｋ，　ｔ＝１，２，…，Ｌ． （２８）

最小二乘迭代算法（２２）—（２８）每迭代计算一

步的计算量如表 ３所示，其中乘法次数为 ４３ｎ
３＋

ｎ２＋２３ｎ＋（ｎ
２＋２ｎ）Ｌ，加法次数为 ４３ｎ

３－３２ｎ
２－

１１
６ｎ＋（ｎ

２＋２ｎ）Ｌ，总 ｆｌｏｐ数为 ８３ｎ
３－１２ｎ

２－７６ｎ＋

２ｎ（ｎ＋２）Ｌ．

２３　基于块矩阵求逆的最小二乘迭代算法
ＬＳＩ算法（２２）—（２８）在每一次迭代过程中，都要

计算（ｎ１＋ｎ２）×（ｎ１＋ｎ２）维大矩阵Ｓｋ＝［^Ｈ
Ｔ
ｋＨ^ｋ］的

逆，故计算量大．观察式（２１）中分块矩阵 Ｓｋ∈
Ｒ（ｎ１＋ｎ２）×（ｎ１＋ｎ２）的结构，可以利用分块矩阵求逆引理
来减小算法的计算量．因为 Ｓｋ是对称阵，故块矩阵
求逆计算量会更小．而且 Ｓｋ的第（１，１）子块矩阵 Ｓ
不依赖迭代变量ｋ，只需在开始迭代计算前计算一次
Ｓ－１，所以基于块矩阵求逆的最小二乘迭代算法的计
算量还要小．

应用引理１于式（２１）给出

Ｓ－１ｋ ＝
Ｓ ΦＴΨ^ｋ
Ψ^ＴｋΦ Ψ^ＴｋΨ^[ ]

ｋ

－１

＝

Ｓ－１＋Ｓ－１（ΦＴΨ^ｋ）Ｑ
－１
ｋ （^Ψ

Ｔ
ｋΦ）Ｓ

－１ －Ｓ－１（ΦＴΨ^ｋ）Ｑ
－１
ｋ

－Ｑ－１ｋ （^Ψ
Ｔ
ｋΦ）Ｓ

－１ Ｑ－１[ ]
ｋ

，

（２９）
Ｑｋ：＝Ψ^ＴｋΨ^ｋ－（^Ψ

Ｔ
ｋΦ）Ｓ

－１（ΦＴΨ^ｋ）＝
　　Ψ^Ｔｋ［Ｉ－ΦＳ

－１ΦＴ］^Ψｋ． （３０）
使用式（２０）和（２８），从式（２２），有

θ^ｋ＝Ｓ
－１Ｈ^ＴｋＹ＝Ｓ

－１
ｋ

ΦＴ

Ψ^Ｔ[ ]
ｋ

Ｙ＝Ｓ－１ｋ
ΦＴＹ
Ψ^Ｔｋ[ ]Ｙ ＝

Ｓ－１＋Ｓ－１ΦＴΨ^ｋＱ
－１
ｋ Ψ^

Ｔ
ｋΦＳ

－１ －Ｓ－１ΦＴΨ^ｋＱ
－１
ｋ

－Ｑ－１ｋ Ψ^
Ｔ
ｋΦＳ

－１ Ｑ－１[ ]
ｋ

×

ΦＴＹ
Ψ^Ｔｋ[ ]Ｙ．

表３　最小二乘迭代算法的计算量
Ｔａｂｌｅ３　Ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｂａｓｅｄｉｔｅｒａｔｉｖｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ

变量 计算次序 乘法次数 加法次数

θ^ｋ βｋ：＝Ｈ^ＴｋＹ∈Ｒｎ ｎＬ ｎ（Ｌ－１）
Ｓｋ：＝Ｈ^ＴｋＨ^ｋ∈Ｒｎ×ｎ ｎ２Ｌｎ２（Ｌ－１）

Ｓ′ｋ：＝Ｓ－１ｋ ∈Ｒｎ×ｎ
４
３ｎ

３＋２３ｎ
４
３ｎ

３－３２ｎ
２＋１６ｎ

θ^ｋ ＝Ｓ′ｋβｋ∈Ｒｎ ｎ２ ｎ（ｎ－１）

ｖ^ｋ（ｔ） ｖ^ｋ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－φ^Ｔｋ（ｔ）^θｋ∈Ｒ ｎＬ ｎＬ

总数
４
３ｎ

３＋ｎ２＋２３ｎ＋（ｎ
２＋２ｎ）Ｌ ４

３ｎ
３－３２ｎ

２－１１６ｎ＋（ｎ
２＋２ｎ）Ｌ

总ｆｌｏｐ数 ８
３ｎ

３－１２ｎ
２－７６ｎ＋２ｎ（ｎ＋２）Ｌ

１９３
学报：自然科学版，２０１２，４（５）：３８５４０１
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　　再结合式（２３）—（２７），可以得到计算量小的基
于块矩阵求逆的最小二乘迭代算法（多余的括号表

示计算次序）：

θ^ｋ＝
Ｓ－１＋（ＲｋＱ

－１
ｋ ）Ｒ

Ｔ
ｋ －（ＲｋＱ

－１
ｋ ）

－（ＲｋＱ
－１
ｋ ）

Ｔ］ Ｑ－１[ ]
ｋ

（ΦＴＹ）
（^ΨＴｋＹ[ ]），（３１）

Ｑｋ＝Ψ^
Ｔ
ｋΨ^ｋ－（^Ψ

Ｔ
ｋΦ）Ｓ

－１（ΦＴΨ^ｋ）＝
　　Ψ^ＴｋΨ^ｋ－（^Ψ

Ｔ
ｋΦ）Ｒｋ， （３２）

Ｒｋ＝Ｓ
－１（ΦＴΨ^ｋ）， （３３）

Ｙ＝［ｙ（１），ｙ（２），…，ｙ（Ｌ）］Ｔ， （３４）
Ｈ^ｋ＝［^φｋ（１），^φｋ（２），…，^φｋ（Ｌ）］

Ｔ， （３５）
φ^ｋ（ｔ）＝［

Ｔ（ｔ），^ψＴｋ（ｔ）］
Ｔ，

（ｔ）＝（ｙ（ｔ－１），ｙ（ｔ－２），…，ｙ（ｔ－ｎａ），
　　ｕ（ｔ－１），ｕ（ｔ－２），…，ｕ（ｔ－ｎｂ））， （３６）
ψ^ｋ（ｔ）＝ψ（^ｖｋ－１（ｔ－１），^ｖｋ－１（ｔ－２），…，
　　ｖ^ｋ－１（ｔ－ｎｄ））， （３７）
ｖ^ｋ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－φ^

Ｔ
ｋ（ｔ）^θｋ，　ｔ＝１，２，…，Ｌ． （３８）

读者可以写出这个算法的实现步骤，绘出流程

图，列出实现该算法的乘法次数和加法次数．尽管算
法（３１）—（３８）比算法（２２）—（２８）形式复杂，但是计
算量小．

定义常数矩阵和向量：

Ｒ：＝Ｓ－１ΦＴ∈Ｒｎ１×Ｌ，　α：＝Ｓ－１ΦＴＹ＝ＲＹ∈Ｒｎ１，

β：＝Φα∈ＲＬ，　Ｍ：＝Ｉ－ΦＳ－１ΦＴ∈ＲＬ×Ｌ．
它们不依赖于迭代变量ｋ，只需在迭代循环前计算一
次即可．

由式（３１）有

θ^ｋ＝
α＋Ｓ－１ΦＴΨ^ｋＱ

－１
ｋ Ψ^

Ｔ
ｋΦα－Ｓ

－１ΦＴΨ^ｋＱ
－１
ｋ Ψ^

Ｔ
ｋＹ

－Ｑ－１ｋ Ψ^
Ｔ
ｋΦα＋Ｑ

－１
ｋ Ψ^

Ｔ
ｋ

[ ]Ｙ
＝

α＋ＲΨ^ｋＱ
－１
ｋ Ψ^

Ｔ
ｋβ－ＲΨ^ｋＱ

－１
ｋ Ψ^

Ｔ
ｋＹ）

－Ｑ－１ｋ Ψ^
Ｔ
ｋβ＋Ｑ

－１
ｋ Ｙ）^Ψ

Ｔ
ｋ

[ ]Ｙ
＝

α＋ＲΨ^ｋＱ
－１
ｋ Ψ^

Ｔ
ｋ（β－Ｙ）

－Ｑ－１ｋ Ψ^
Ｔ
ｋ（β－Ｙ[ ]）

．

于是，可以得到基于块矩阵求逆的最小二乘迭代算

法的等价形式：

θ^ｋ＝
α＋Ｒ^ΨｋＱ

－１
ｋ Ψ^

Ｔ
ｋ（β－Ｙ）

－Ｑ－１ｋ Ψ^
Ｔ
ｋ（β－Ｙ[ ]）

，　ｋ＝１，２，３，…，（３９）

Ψ^ｋ＝［^ψｋ（１），^ψｋ（２），…，^ψｋ（Ｌ）］
Ｔ， （４０）

Ｑｋ＝Ψ^
Ｔ
ｋＭΨ^ｋ＝Ψ^

Ｔ
ｋΨ^ｋ－（^Ψ

Ｔ
ｋΦ）Ｓ

－１（ΦＴΨ^ｋ）， （４１）
φ^ｋ（ｔ）＝［

Ｔ（ｔ），^ψＴｋ（ｔ）］
Ｔ，ｔ＝１，２，…，Ｌ， （４２）

ψ^ｋ（ｔ）＝ψ（^ｖｋ－１（ｔ－１），^ｖｋ－１（ｔ－２），…，
ｖ^ｋ－１（ｔ－ｎｄ））， （４３）

ｖ^ｋ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－φ^
Ｔ
ｋ（ｔ）^θｋ， （４４）

（ｔ）＝（ｙ（ｔ－１），ｙ（ｔ－２），…，ｙ（ｔ－ｎａ），
ｕ（ｔ－１），ｕ（ｔ－２），…，ｕ（ｔ－ｎｂ））， （４５）

Ｙ＝［ｙ（１），ｙ（２），…，ｙ（Ｌ）］Ｔ， （４６）
Φ＝［（１），（２），…，（Ｌ）］Ｔ， （４７）
Ｓ＝ΦＴΦ，　Ｒ＝Ｓ－１ΦＴ，　Ｍ＝Ｉ－ΦＳ－１ΦＴ，

α＝ＲＹ，　β＝Φα． （４８）
基于块矩阵求逆的最小二乘迭代算法（３９）—

（４８）计算参数估计向量 θ^ｋ的步骤如下．
１）收集输入输出数据｛ｕ（ｔ），ｙ（ｔ）：ｔ＝１，２，３，

…，Ｌ｝．
２）初始化：令 ｋ＝１，^ｖ０（ｔ）是一个随机数，给定

小正数ε．
３）用式（４６）构成 Ｙ，用式（４５）和（４７）构成

（ｔ）和Φ．
４）用式（４８）计算Ｓ，Ｒ，Ｍ，α和β．
５）用式（４３）构成 ψ^ｋ（ｔ），用式（４０）构成 Ψ^ｋ，用

式（４１）计算Ｑｋ．
６）用式（３９）刷新参数估计向量 θ^ｋ，用式（４４）

计算 ｖ^ｋ（ｔ）．
７）如果‖θ^ｋ－θ^ｋ－１‖≤ε，那么中断迭代循环，

获得迭代次数 ｋ和参数估计向量 θ^ｋ；否则 ｋ增１，返
回到第５步．

基于块矩阵求逆的最小二乘迭代算法（３９）—
（４８）计算参数估计向量 θ^ｋ的流程如图１所示．

按照上述计算步骤，算法的乘法运算次数和加

法运算次数如表 ４—５所示．下面的解释似乎有道
理，却大大增加了计算量．注意到 Ｓ，Ｒ，Ｍ，α和 β是
不依赖于迭代变量 ｋ的常数矩阵或向量，只需在迭
代循环开始前计算一次，所以计算量小．但如果真是
这样，计算量反而很大．例如，尽管 Ｍ是一个常数矩
阵，只需在迭代循环外计算一次，但是 Ｍ＝Ｉ－ΦＳ′
ΦＴ∈ＲＬ×Ｌ的乘法运算次数 ｎ２１Ｌ＋ｎ１Ｌ

２，加法次数为

（ｎ２１－ｎ１＋１）Ｌ＋（ｎ１－１）Ｌ
２，计算量是 Ｏ（Ｌ２）；Ｑｋ＝

Ψ^ＴｋＭΨ^ｋ∈Ｒ
ｎ２×ｎ２的乘法运算次数为ｎ２Ｌ

２＋ｎ２２Ｌ，加法
运算次数为ｎ２（Ｌ－１）Ｌ＋ｎ

２
２（Ｌ－１），计算量也是 Ｏ

（Ｌ２）．计算量比表３最小二乘迭代算法的计算量 Ｏ
（Ｌ）还要大得多．原因是矩阵乘法的计算量大小与
乘法次序关系很大．读者可以找出计算量小的计算
步骤和计算流程．

伪线性回归系统覆盖了伪线性回归模型Ⅰ、伪
线性回归模型Ⅱ、伪线性回归模型Ⅲ．它们是线性参
数模型，可以是线性系统，也可以是非线性系统；可

２９３
丁锋．辨识方法的计算效率（２）：迭代算法．

ＤＩＮＧＦｅｎｇ．Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ．ＰａｒｔＢ：Ｉｔｅｒａｔｉｖｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．



图１　计算参数估计向量 θ^ｋ的流程

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｃｏｍｐｕｔｉｎｇｔｈｅ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｖｅｃｔｏｒ^θｋ

以是标量系统，也可以是多变量系统．前述的基于块
矩阵求逆的最小二乘迭代辨识算法适用于线性系统

的ＣＡＲＭＡ模型、ＣＡＲＡＲ模型、ＣＡＲＡＲＭＡ模型、输
出误差模型、ＯＥＭＡ模型、ＯＥＡＲ模型、ＢｏｘＪｅｎｋｉｎｓ
模型及其特殊情形．例如，当信息向量为

φ（ｔ）＝［ｕ（ｔ－１），ｕ（ｔ－２），…，ｕ（ｔ－ｎｂ）］
Ｔ∈Ｒｎｂ，

ψ（ｔ）＝［ｖ（ｔ－１），ｖ（ｔ－２），…，ｖ（ｔ－ｎｄ）］
Ｔ∈Ｒｎｄ

时，伪线性回归模型（１０）退化为下列受控滑动平均
模型（ＣｏｎｔｒｏｌｌｅｄＭｏｖｉｎｇＡｖｅｒａｇｅｍｏｄｅｌ，ＣＭＡ模型），
即有限脉冲响应滑动平均模型（ＦｉｎｉｔｅＩｍｐｕｌｓｅＲｅ
ｓｐｏｎｓｅＭｏｖｉｎｇＡｖｅｒａｇｅｍｏｄｅｌ，ＦＩＲＭＡ模型）：

ｙ（ｔ）＝ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＋ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）． （４９）
因此，算法（３９）—（４８）退化为文献［３０］中的基于信
息矩阵分解的受控滑动平均系统迭代最小二乘估计

算法．
当信息向量为

φ（ｔ）＝［－ｙ（ｔ－１），－ｙ（ｔ－２），ｕ（ｔ－１），ｕ２（ｔ－１），
ｕ（ｔ－２）ｕ（ｔ－３），ｕ（ｔ－４）］Ｔ∈Ｒ６，

ψ（ｔ）＝［ｖ（ｔ－１），ｖ（ｔ－２）ｖ（ｔ－３），ｖ（ｔ－３）］Ｔ∈Ｒ３，
伪线性回归模型（１０）表示下列非线性系统：
ｙ（ｔ）＋θ１ｙ（ｔ－１）＋θ２ｙ（ｔ－２）＝θ３ｕ（ｔ－１）＋

θ４ｕ
２（ｔ－１）＋θ５ｕ（ｔ－２）ｕ（ｔ－３）＋θ６ｕ（ｔ－４）＋

ｖ（ｔ）＋θ７ｖ（ｔ－１）＋θ８ｖ（ｔ－２）ｖ（ｔ－３）＋θ９ｖ（ｔ－３）．
只需将算法（３９）—（４８）的式（４３）修改为
ψ^ｋ（ｔ）＝［^ｖｋ－１（ｔ－１），^ｖｋ－１（ｔ－２）^ｖｋ－１（ｔ－３），

ｖ^ｋ－１（ｔ－３）］
Ｔ∈Ｒ３，

就可用于这个非线性系统的辨识．基于块矩阵求逆
的最小二乘迭代算法具有高的计算效率，适用于信

息向量含有未知变量的系统参数辨识．

３　多元伪线性回归系统

定义移位算子ｚ的矩阵多项式：
Ａ（ｚ）：＝Ｉ＋Ａ１ｚ

－１＋Ａ２ｚ
－２＋…＋Ａｎａｚ

－ｎａ，Ａｉ∈Ｒ
ｍ×ｍ，

Ｂ（ｚ）：＝Ｂ１ｚ
－１＋Ｂ２ｚ

－２＋…＋Ｂｎｂｚ
－ｎｂ，Ｂｉ∈Ｒ

ｍ×ｒ，

表４　基于块矩阵求逆的最小二乘迭代算法的计算量
Ｔａｂｌｅ４　ＴｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅＬＳＩａｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｂｌｏｃｋｍａｔｒｉｘｉｎｖｅｒｓｉｏｎ

变量 计算次序 乘法次数 加法次数

θ^ｋ λｋ：＝ＲΨ^ｋγｋ∈Ｒｎ１ ｎ１ｎ２（Ｌ＋１） ｎ１ｎ２Ｌ－ｎ１
γｋ：＝Ｑ′ｋΨ^Ｔｋ（β－Ｙ）∈Ｒｎ２ ｎ２Ｌ＋ｎ１ｎ２ （ｎ２＋１）Ｌ＋ｎ２２－２ｎ２

Ｑ′ｋ：＝Ｑ－１ｋ ∈Ｒｎ２×ｎ２
４
３ｎ

３
２＋
２
３ｎ２

４
３ｎ

３
２－
３
２ｎ

２
２＋
１
６ｎ２

θ^ｋ [＝ α＋λｋ
－γ ]ｋ

∈Ｒｎ ０ ｎ１

Ｑｋ Ｑｋ＝Ψ^ＴｋＭΨ^ｋ∈Ｒｎ２×ｎ２ ｎ２Ｌ２＋ｎ２２Ｌ ｎ２（Ｌ－１）Ｌ＋ｎ２２（Ｌ－１）

ｖ^ｋ（ｔ） ｖ^ｋ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－φ^Ｔｋ（ｔ）^θｋ∈Ｒ ｎＬ ｎＬ

总数

４
３ｎ

３
２＋
２
３ｎ２＋２ｎ１ｎ２＋ｎ２Ｌ

２＋

（ｎ２２＋ｎ１ｎ２＋ｎ２＋ｎ）Ｌ

４
３ｎ

３
２－
３
２ｎ

２
２－
１１
６ｎ２＋ｎ２Ｌ

２＋

（ｎ２２＋ｎ１ｎ２＋ｎ＋１）

总ｆｌｏｐ数 ８
３ｎ

３
２－
３
２ｎ

２
２－
７
６ｎ２＋２ｎ１ｎ２＋２ｎ２Ｌ

２＋（２ｎ２２＋２ｎ１ｎ２＋ｎ２＋２ｎ＋１）Ｌ

３９３
学报：自然科学版，２０１２，４（５）：３８５４０１

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ，２０１２，４（５）：３８５４０１



表５　常数矩阵向量运算的计算量
Ｔａｂｌｅ５　Ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔｍａｔｒｉｃｅｓａｎｄｖｅｃｔｏｒｓ

变量 计算次序 乘法次数 加法次数

Ｓ Ｓ＝ΦＴΦ∈Ｒｎ１×ｎ１ ｎ２１Ｌ ｎ２１（Ｌ－１）

Ｓ′ Ｓ′：＝Ｓ－１∈Ｒｎ１×ｎ１
４
３ｎ

３
１＋
２
３ｎ１

４
３ｎ

３
１－
３
２ｎ

２
１＋
１
６ｎ１

Ｒ Ｒ＝Ｓ′ΦＴ∈Ｒｎ１×Ｌ ｎ２１Ｌ ｎ１（ｎ１－１）Ｌ

Ｍ Ｍ＝Ｉ－ΦＳ′ΦＴ∈ＲＬ×Ｌ ｎ２１Ｌ＋ｎ１Ｌ２ （ｎ２１－ｎ１＋１）Ｌ＋（ｎ１－１）Ｌ２

α α＝ＲＹ∈Ｒｎ１ ｎ１Ｌ ｎ１（Ｌ－１）

β β＝Φα∈ＲＬ ｎ１Ｌ （ｎ１－１）Ｌ

总数
４
３ｎ

３
１＋
２
３ｎ１＋（３ｎ

２
１＋２ｎ１）Ｌ＋ｎ１Ｌ２

４
３ｎ

３
１－
５
２ｎ

２
１－
５
６ｎ１＋３ｎ

２
１Ｌ＋（ｎ１－１）Ｌ２

总ｆｌｏｐ数 ８
３ｎ

３
１－
５
２ｎ

２
１－
１
６ｎ１＋（６ｎ

２
１＋２ｎ１）Ｌ＋（２ｎ１－１）Ｌ２

Ｃ（ｚ）：＝Ｉ＋Ｃ１ｚ
－１＋Ｃ２ｚ

－２＋…＋Ｃｎｃｚ
－ｎｃ，Ｃｉ∈Ｒ

ｍ×ｍ，

Ｄ（ｚ）：＝Ｉ＋Ｄ１ｚ
－１＋Ｄ２ｚ

－２＋…＋Ｄｎｄｚ
－ｎｄ，Ｄｉ∈Ｒ

ｍ×ｍ，

Ｆ（ｚ）：＝Ｉ＋Ｆ１ｚ
－１＋Ｆ２ｚ

－２＋…＋Ｆｎｆｚ
－ｎｆ，Ｆｉ∈Ｒ

ｍ×ｍ．
假设阶次（ｏｒｄｅｒ）ｎａ，ｎｂ，ｎｃ，ｎｄ和 ｎｆ已知，移位

算子 ｚ－１多项式矩阵 Ａ（ｚ），Ｂ（ｚ），Ｃ（ｚ），Ｄ（ｚ）和
Ｆ（ｚ）的系数矩阵（ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｍａｔｒｉｘ）Ａｉ∈Ｒ

ｍ×ｍ，Ｂｉ∈
Ｒｍ×ｒ，Ｃｉ∈Ｒ

ｍ×ｍ，Ｄｉ∈Ｒ
ｍ×ｍ和 Ｆｉ∈Ｒ

ｍ×ｎ是待辨识的

系统参数矩阵．

３１　多元伪线性滑动平均系统
考虑下列多元伪线性滑动平均系统（ｍｕｌｔｉｖａｒｉ

ａｔｅｐｓｅｕｄｏｌｉｎｅａｒｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎｓｙｓｔｅｍ），
ｙ（ｔ）＝Φ（ｔ）θ＋ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）， （５０）

其中ｙ（ｔ）＝［ｙ１（ｔ），ｙ２（ｔ），…，ｙｍ（ｔ）］
Ｔ∈ Ｒｍ为 ｍ

维系统输出向量，Φ（ｔ）∈Ｒｍ×ｎ１是由系统输入输出
数据构成的回归信息矩阵（通常 ｎ１ ＞ｍ），θ∈ Ｒ

ｎ１

是待辨识的系统模型参数向量，ｖ（ｔ）＝［ｖ１（ｔ），
ｖ２（ｔ），…，ｖｍ（ｔ）］

Ｔ∈Ｒｍ是零均值白噪声向量．假设
ｔ≤０时，ｙ（ｔ）＝０，Φ（ｔ）＝０和ｖ（ｔ）＝０．

定义参数向量和信息矩阵Γ（ｔ）如下：
：＝［θＴ，ｄ１，ｄ２，…，ｄｎｄ］

Ｔ∈Ｒｎ，ｎ：＝ｎ１＋ｎ２，

Γ（ｔ）：＝［Φ（ｔ），Ψ（ｔ）］∈Ｒｍ×ｎ， （５１）
Ψ（ｔ）：＝［ｖ（ｔ－１），ｖ（ｔ－２），…，ｖ（ｔ－ｎｄ）］∈Ｒ

ｍ×ｎ２，

ｎ２：＝ｎｄ．
式（５０）可以写为

ｙ（ｔ）＝Γ（ｔ）＋ｖ（ｔ）． （５２）
１）最小二乘迭代算法
比较式（１０）—（１１）与式（５１）—（５２），模仿上

节算法的推导方法，定义和极小化准则函数［３１］：

Ｊ２（）：＝∑
Ｌ

ｔ＝１
‖ｙ（ｔ）－Γ（ｔ）‖２，

可以得到估计多元线性回归滑动平均系统的最小

二乘迭代辨识算法：

^ｋ＝［^Ｈ
Ｔ
ｋＨ^ｋ］

－１Ｈ^ＴｋＹ，　ｋ＝１，２，３，…， （５３）
Ｙ＝［ｙＴ（１），ｙＴ（２），…，ｙＴ（Ｌ）］Ｔ， （５４）

Ｈ^ｋ＝

Φ（１） Ψ^ｋ（１）

Φ（２） Ψ^ｋ（２）

 

Φ（Ｌ） Ψ^ｋ（Ｌ













）

， （５５）

Γ^ｋ（ｔ）＝［Φ（ｔ），^Ψｋ（ｔ）］， （５６）
Ψ^ｋ（ｔ）＝［^ｖｋ－１（ｔ－１），^ｖｋ－１（ｔ－２），…，^ｖｋ－１（ｔ－ｎｄ）］，（５７）
ｖ^ｋ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－Γ^ｋ（ｔ）^ｋ，　ｔ＝１，２，…，Ｌ． （５８）
２）基于块矩阵求逆的最小二乘迭代算法
可以总结出基于块矩阵求逆的最小二乘迭代

算法：

^ｋ＝
α＋Ｒ^ΨｋＱ

－１
ｋ Ψ^

Ｔ
ｋ（β－Ｙ）

－Ｑ－１ｋ Ψ^
Ｔ
ｋ（β－Ｙ[ ]）

，　ｋ＝１，２，３，…，（５９）

Ψ^ｋ＝［^Ψ
Ｔ
ｋ（１），^Ψ

Ｔ
ｋ（２），…，^Ψ

Ｔ
ｋ（Ｌ）］

Ｔ， （６０）
Ｑｋ＝Ψ^

Ｔ
ｋＭΨ^ｋ， （６１）

Γ^ｋ（ｔ）＝［Φ（ｔ），^Ψｋ（ｔ）］，　ｔ＝１，２，…，Ｌ， （６２）
Ψ^ｋ（ｔ）＝［^ｖｋ－１（ｔ－１），^ｖｋ－１（ｔ－２），…，^ｖｋ－１（ｔ－ｎｄ）］，（６３）
ｖ^ｋ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－Γ^ｋ（ｔ）^ｋ， （６４）
Ｙ＝［ｙＴ（１），ｙＴ（２），…，ｙＴ（Ｌ）］Ｔ， （６５）
Φ＝［ΦＴ（１），ΦＴ（２），…，ΦＴ（Ｌ）］Ｔ， （６６）
Ｓ＝ΦＴΦ，　Ｒ＝Ｓ－１ΦＴ，　Ｍ＝Ｉ－ΦＳ－１ΦＴ，

α＝ＲＹ，　β＝Φα． （６７）

３２　交互干扰噪声多元伪线性滑动平均系统
考虑交互干扰噪声多元伪线性滑动平均系统

（ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅｐｓｅｕｄｏｌｉｎｅａｒｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｉｎ
ｔｅｒａｃｔｉｖｅｎｏｉｓｅ）：

４９３
丁锋．辨识方法的计算效率（２）：迭代算法．

ＤＩＮＧＦｅｎｇ．Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ．ＰａｒｔＢ：Ｉｔｅｒａｔｉｖｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．



ｙ（ｔ）＝Φ（ｔ）θ＋Ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）． （６８）
定义参数向量θ２和信息向量ψ（ｔ）如下：
θＴ２：＝［Ｄ１，Ｄ２，…，Ｄｎｄ］∈Ｒ

ｍ×（ｍｎｄ），

ψ（ｔ）：＝［ｖＴ（ｔ－１），ｖＴ（ｔ－２），…，ｖＴ（ｔ－ｎｄ）］
Ｔ∈Ｒｍｎｄ．

设ｃｏｌ［Ｘ］表示将矩阵Ｘ的列按次序排成的向量，如
Ｘ：＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］∈Ｒ

ｍ×ｎ，ｘｉ∈Ｒ
ｍ，ｉ＝１，２，…，ｎ，

那么

ｃｏｌ［Ｘ］：＝

ｘ１
ｘ２


ｘ













ｎ

∈Ｒｍｎ．

若Ａ＝［ａｉｊ］∈Ｒ
ｍ×ｎ，Ｂ＝［ｂｉｊ］∈Ｒ

ｐ×ｑ，则 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ
积定义为ＡＢ＝［ａｉｊＢ］∈Ｒ

（ｍｐ）×（ｎｑ）．
式（６８）可以等价写为
ｙ（ｔ）＝Φ（ｔ）θ＋Ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）＝

Φ（ｔ）θ＋ｖ（ｔ）＋Ｄ１ｖ（ｔ－１）＋Ｄ２ｖ（ｔ－２）＋…＋Ｄｎｄｖ（ｔ－ｎｄ）＝

Φ（ｔ）θ＋θＴ２ψ（ｔ）＋ｖ（ｔ）＝
Φ（ｔ）θ＋［ψＴ（ｔ）Ｉｍ］ｃｏｌ［θ２］＋ｖ（ｔ）＝

［Φ（ｔ），ψＴ（ｔ）Ｉｍ］
θ

ｃｏｌ［θ２[ ]］ ＋ｖ（ｔ）． （６９）

式（６９）与式（５２）具有类似的形式，因此算法
（５３）—（５８）和算法（５９）—（６７）可以应用，只需将
式（５７）和式（６３）改为

Ψ^ｋ（ｔ）＝ψ^
Ｔ
ｋ（ｔ）Ｉｍ，

ψ^ｋ（ｔ）＝［^ｖ
Ｔ
ｋ－１（ｔ－１），^ｖ

Ｔ
ｋ－１（ｔ－２），…，^ｖ

Ｔ
ｋ－１（ｔ－ｎｄ）］

Ｔ．

３３　多元伪线性自回归滑动平均系统
考虑多元伪线性自回归滑动平均系统（ｍｕｌｔｉｖａ

ｒｉａｔｅｐｓｅｕｄｏｌｉｎｅａｒａｕｔｏｒｅｇｒｅｓｓｉｖｅｍｏｖｉｎｇａｖｅｒａｇｅｓｙｓ
ｔｅｍ）：

ｙ（ｔ）＝Φ（ｔ）θ＋Ｃ－１（ｚ）Ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）． （７０）
定义参数向量θ２和信息向量ψ（ｔ）如下：

θＴ２：＝［Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｎｃ，Ｄ１，Ｄ２，…，Ｄｎｄ］∈Ｒ
ｍ×（ｍｎｃ＋ｍｎｄ），

ψ（ｔ）：＝［－ｗＴ（ｔ－１），－ｗＴ（ｔ－２），…，－ｗＴ（ｔ－ｎｄ），
ｖＴ（ｔ－１），ｖＴ（ｔ－２），…，ｖＴ（ｔ－ｎｄ）］

Ｔ∈Ｒｍｎｃ＋ｍｎｄ．
令

ｗ（ｔ）：＝Ｃ－１（ｚ）Ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）∈Ｒｍ， （７１）
或

ｗ（ｔ）＝［Ｉ－Ｃ（ｚ）］ｗ（ｔ）＋Ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）＝
　　θＴ２ψ（ｔ）＋ｖ（ｔ）． （７２）

令 θ^（ｔ）和 θ^２（ｔ）是 θ和 θ２在时刻 ｔ的估计．由式
（７０）—（７２）可得

ｙ（ｔ）＝Φ（ｔ）θ＋ｗ（ｔ）＝

　　Φ（ｔ）θ＋θＴ２ψ（ｔ）＋ｖ（ｔ）＝
　　Φ（ｔ）θ＋［ψＴ（ｔ）Ｉｍ］ｃｏｌ［θ２］＋ｖ（ｔ）＝

　　［Φ（ｔ），ψＴ（ｔ）Ｉｍ］
θ

ｃｏｌ［θ２[ ]］ ＋ｖ（ｔ）＝
　　Γ（ｔ）＋ｖ（ｔ）， （７３）

式（７３）中

Γ（ｔ）：＝［Φ（ｔ），Ψ（ｔ）］∈Ｒｍ×ｎ，

ｎ：＝ｎ１＋ｍ
２（ｎｃ＋ｎｄ），

Ψ（ｔ）：＝ψＴ（ｔ）Ｉｍ∈Ｒ
ｍ×ｍ２（ｎｃ＋ｎｄ），

：＝
θ

ｃｏｌ［θ２[ ]］∈Ｒｍ２（ｎｃ＋ｎｄ）．
１）最小二乘迭代算法

令 ^ｋ：＝
θｋ

ｃｏｌ［^θ２，ｋ[ ]］是 ＝ θ
ｃｏｌ［θ２[ ]］在第 ｋ次

迭代的估计．式（７３）与式（５２）具有类似的形式，因
此不难得到估计多元线性自回归滑动平均系统

（７０）的最小二乘迭代辨识算法：
^ｋ＝［^Ｈ

Ｔ
ｋＨ^ｋ］

－１Ｈ^ＴｋＹ，　ｋ＝１，２，３，…， （７４）
Ｙ＝［ｙＴ（１），ｙＴ（２），…，ｙＴ（Ｌ）］Ｔ， （７５）

Ｈ^ｋ＝

Φ（１） Ψ^ｋ（１）

Φ（２） Ψ^ｋ（２）

 

Φ（Ｌ） Ψ^ｋ（Ｌ













）

， （７６）

Γ^ｋ（ｔ）＝［Φ（ｔ），^Ψｋ（ｔ）］， （７７）

Ψ^ｋ（ｔ）＝ψ^
Ｔ
ｋ（ｔ）Ｉｍ， （７８）

ψ^ｋ（ｔ）＝［－^ｗ
Ｔ
ｋ－１（ｔ－１），－^ｗ

Ｔ
ｋ－１（ｔ－２），…，－^ｗ

Ｔ
ｋ－１（ｔ－ｎｃ），

ｖ^Ｔｋ－１（ｔ－１），^ｖ
Ｔ
ｋ－１（ｔ－２），…，^ｖ

Ｔ
ｋ－１（ｔ－ｎｄ）］

Ｔ，（７９）
ｗ^ｋ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－Φ（ｔ）^θｋ， （８０）
ｖ^ｋ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－Γ^ｋ（ｔ）^ｋ，　ｔ＝１，２，…，Ｌ． （８１）
２）基于块矩阵求逆的最小二乘迭代算法
多元线性自回归滑动平均系统（７０）的基于块

矩阵求逆的最小二乘迭代算法如下：

^ｋ＝
α＋Ｒ^ΨｋＱ

－１
ｋ Ψ^

Ｔ
ｋ（β－Ｙ）

－Ｑ－１ｋ Ψ^
Ｔ
ｋ（β－Ｙ[ ]）

，　ｋ＝１，２，３，…，（８２）

Ψ^ｋ＝［^Ψ
Ｔ
ｋ（１），^Ψ

Ｔ
ｋ（２），…，^Ψ

Ｔ
ｋ（Ｌ）］

Ｔ， （８３）
Ｑｋ＝Ψ^

Ｔ
ｋＭΨ^ｋ， （８４）

Γ^ｋ（ｔ）＝［Φ（ｔ），^Ψｋ（ｔ）］，　ｔ＝１，２，…，Ｌ， （８５）

Ψ^ｋ（ｔ）＝ψ^
Ｔ
ｋ（ｔ）Ｉｍ， （８６）

ψ^ｋ（ｔ）＝［－^ｗ
Ｔ
ｋ－１（ｔ－１），－^ｗ

Ｔ
ｋ－１（ｔ－２），…，－^ｗ

Ｔ
ｋ－１（ｔ－ｎｃ），

ｖ^Ｔｋ－１（ｔ－１），^ｖ
Ｔ
ｋ－１（ｔ－２），…，^ｖ

Ｔ
ｋ－１（ｔ－ｎｄ）］Ｔ，（８７）

ｗ^ｋ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－Φ（ｔ）^θｋ， （８８）

５９３
学报：自然科学版，２０１２，４（５）：３８５４０１
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ｖ^ｋ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－Γ^ｋ（ｔ）^ｋ， （８９）
Ｙ＝［ｙＴ（１），ｙＴ（２），…，ｙＴ（Ｌ）］Ｔ， （９０）
Φ＝［ΦＴ（１），ΦＴ（２），…，ΦＴ（Ｌ）］Ｔ， （９１）
Ｓ＝ΦＴΦ，　Ｒ＝Ｓ－１ΦＴ，　Ｍ＝Ｉ－ΦＳ－１ΦＴ，
　　α＝ＲＹ，　β＝Φα． （９２）

读者可以结合上述多元伪线性滑动平均系统

和多元伪线性自回归滑动平均系统的最小二乘迭

代辨识方法，写出下列有色噪声干扰伪线性自回归

滑动平均系统的最小二乘迭代辨识方法：

ｙ（ｔ）＝Φ（ｔ）θ＋ｄ（ｚ）ｃ（ｚ）ｖ（ｔ）， （９３）

ｙ（ｔ）＝Φ（ｔ）θ＋Ｄ（ｚ）ｃ（ｚ）ｖ（ｔ）， （９４）

ｙ（ｔ）＝Φ（ｔ）θ＋Ｃ－１（ｚ）ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）， （９５）
或

Ａ（ｚ）ｙ（ｔ）＝Φ（ｔ）θ＋Ｃ－１（ｚ）ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）， （９６）

ｙ（ｔ）＝Φ（ｔ）θａ（ｚ）＋Ｃ
－１（ｚ）ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）， （９７）

ｙ（ｔ）＝Ａ－１（ｚ）Φ（ｔ）θ＋Ｃ－１（ｚ）ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）．（９８）

４　多变量伪线性回归系统

多输入多输出伪线性系统，简称为多变量伪线

性系统（ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｂｌｅｐｓｅｕｄｏｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍ）．多变量
伪线性系统的特征是其对应辨识模型的信息向量

中包含不可测未知变量（或噪声项）．

４１　多变量伪线性滑动平均系统
考虑下列多变量伪线性滑动平均系统（ｍｕｌｔｉｖａ

ｒｉａｂｌｅｐｓｅｕｄｏｌｉｎｅａｒｍｏｖｉｎｇａｖｅｒａｇｅｓｙｓｔｅｍ）：
Ａ（ｚ）ｙ（ｔ）＝Ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＋ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）， （９９）

其中ｕ（ｔ）∈Ｒｒ为系统输入向量，ｙ（ｔ）∈Ｒｍ为系统
输出向量，ｖ（ｔ）∈Ｒｍ为零均值随机噪声向量．

定义参数矩阵θ、参数向量 ｄ和信息向量 φ（ｔ）
如下：

θＴ：＝［Ａ１，Ａ２，…，Ａｎａ，Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｎｂ］∈Ｒ
ｍ×ｎ１，

　　ｎ１：＝ｍｎａ＋ｒｎｂ，
ｄ：＝［ｄ１，ｄ２，…，ｄｎｄ］

Ｔ∈Ｒｎｄ，

φ（ｔ）：＝［－ｙＴ（ｔ－１），－ｙＴ（ｔ－２），…，－ｙＴ（ｔ－ｎａ），
ｕＴ（ｔ－１），ｕＴ（ｔ－２），…，ｕＴ（ｔ－ｎｂ）］

Ｔ∈Ｒｎ，
Ψ（ｔ）：＝［ｖ（ｔ－１），ｖ（ｔ－２），…，ｖ（ｔ－ｎｄ）］∈Ｒ

ｍ×ｎｄ，

则式（９９）可等价写为
ｙ（ｔ）＝θＴφ（ｔ）＋Ψ（ｔ）ｄ＋ｖ（ｔ）＝
　　［φＴ（ｔ）Ｉｎ１］ｃｏｌ［θ］＋Ψ（ｔ）ｄ＋ｖ（ｔ）＝

　　［φＴ（ｔ）Ｉｎ１，Ψ（ｔ）］
ｃｏｌ［θ］[ ]ｄ

＋ｖ（ｔ）＝

　　Γ（ｔ）＋ｖ（ｔ）， （１００）
其中

Γ（ｔ）：＝［Φ（ｔ），Ψ（ｔ）］∈Ｒｍ×ｎ，
ｎ：＝ｍ２ｎａ＋ｍｒｎｂ＋ｎｄ，

Φ（ｔ）：＝φＴ（ｔ）Ｉｎ１∈Ｒ
ｍ×（ｍ２ｎａ＋ｍｒｎｂ），

：＝
ｃｏｌ［θ］[ ]ｄ

∈Ｒｍ２ｎａ＋ｍｒｎｂ＋ｎｄ．

式（１００）称为多变量伪线性滑动平均系统的辨
识模型，是要从输入输出数据｛ｕ（ｔ），ｙ（ｔ）｝辨识
的参数向量．
１）最小二乘迭代算法
估计式（１００）中参数向量的最小二乘迭代辨

识算法如下：

^ｋ＝［^Ｈ
Ｔ
ｋＨ^ｋ］

－１Ｈ^ＴｋＹ，　ｋ＝１，２，３，…， （１０１）
Ｙ＝［ｙＴ（１），ｙＴ（２），…，ｙＴ（Ｌ）］Ｔ， （１０２）

Ｈ^ｋ＝

Φ（１） Ψ^ｋ（１）

Φ（２） Ψ^ｋ（２）

 

Φ（Ｌ） Ψ^ｋ（Ｌ













）

， （１０３）

Γ^ｋ（ｔ）＝［Φ（ｔ），^Ψｋ（ｔ）］， （１０４）
Φ（ｔ）＝Ｔ（ｔ）Ｉｍｎａ＋ｒｎｂ， （１０５）
Ψ^ｋ（ｔ）＝［^ｖｋ－１（ｔ－１），^ｖｋ－１（ｔ－２），…，
　　ｖ^ｋ－１（ｔ－ｎｄ）］， （１０６）
ｖ^ｋ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－Γ^ｋ（ｔ）^ｋ，　ｔ＝１，２，…，Ｌ．（１０７）
２）基于块矩阵求逆的最小二乘迭代算法
估计式（１００）中参数向量的基于块矩阵求逆

的最小二乘迭代算法如下：

^ｋ＝
α＋Ｒ^ΨｋＱ

－１
ｋ Ψ^

Ｔ
ｋ（β－Ｙ）

－Ｑ－１ｋ Ψ^
Ｔ
ｋ（β－Ｙ[ ]）

，　ｋ＝１，２，３，…，（１０８）

Ψ^ｋ＝［^Ψ
Ｔ
ｋ（１），^Ψ

Ｔ
ｋ（２），…，^Ψ

Ｔ
ｋ（Ｌ）］

Ｔ， （１０９）
Ｑｋ＝Ψ^

Ｔ
ｋＭΨ^ｋ， （１１０）

Γ^ｋ（ｔ）＝［Φ（ｔ），^Ψｋ（ｔ）］，　ｔ＝１，２，…，Ｌ， （１１１）
Φ（ｔ）＝φＴ（ｔ）Ｉｍｎａ＋ｒｎｂ， （１１２）
Ψ^ｋ（ｔ）＝［^ｖｋ－１（ｔ－１），^ｖｋ－１（ｔ－２），…，

ｖ^ｋ－１（ｔ－ｎｄ）］， （１１３）
ｖ^ｋ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－Γ^ｋ（ｔ）^ｋ， （１１４）
Ｙ＝［ｙＴ（１），ｙＴ（２），…，ｙＴ（Ｌ）］Ｔ， （１１５）
Φ＝［ΦＴ（１），ΦＴ（２），…，ΦＴ（Ｌ）］Ｔ， （１１６）
Ｓ＝ΦＴΦ，　Ｒ＝Ｓ－１ΦＴ，　Ｍ＝Ｉ－ΦＳ－１ΦＴ，

α＝ＲＹ，　β＝Φα． （１１７）

４２　交互干扰噪声多变量伪线性滑动平均系统
考虑下列交互干扰噪声多变量伪线性滑动平

６９３
丁锋．辨识方法的计算效率（２）：迭代算法．

ＤＩＮＧＦｅｎｇ．Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ．ＰａｒｔＢ：Ｉｔｅｒａｔｉｖｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．



均系统（ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｂｌｅｐｓｅｕｄｏｌｉｎｅａｒｍｏｖｉｎｇａｖｅｒａｇｅ
ｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｉｎｔｅｒａｃｔｉｖｅｎｏｉｓｅ），简称多变量受控滑动
平均系统 （ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｂｌｅＣＡＲＭＡｓｙｓｔｅｍ）［３２３３］：

Ａ（ｚ）ｙ（ｔ）＝Ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＋Ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）．
定义参数矩阵θ和信息向量φ（ｔ）如下：

θＴ：＝［Ａ１，Ａ２，…，Ａｎａ，Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｎｂ，Ｄ１，Ｄ２，…，Ｄｎｄ］∈
Ｒｍ×ｎ，ｎ：＝ｍｎａ＋ｒｎｂ＋ｍｎｄ，

φ（ｔ）：＝
（ｔ）
ψ（ｔ[ ]）∈Ｒｎ，

（ｔ）：＝［－ｙＴ（ｔ－１），－ｙＴ（ｔ－２），…，－ｙＴ（ｔ－ｎａ），
ｕＴ（ｔ－１），ｕＴ（ｔ－２），…，ｕＴ（ｔ－ｎｂ）］

Ｔ∈Ｒｍｎａ＋ｒｎｂ，

ψ（ｔ）：＝［ｖＴ（ｔ－１），ｖＴ（ｔ－２），…，ｖＴ（ｔ－ｎｄ）］
Ｔ∈Ｒｍｎｄ．

则多变量受控滑动平均系统（１１８）对应的辨识模
型为

ｙ（ｔ）＝θＴφ（ｔ）＋ｖ（ｔ）． （１１９）
１）最小二乘迭代算法
考虑从 ｔ＝１到 ｔ＝Ｌ的数据（Ｌｎ为数据长

度），定义堆积输出矩阵（ｓｔａｃｋｅｄｏｕｔｐｕｔｍａｔｒｉｘ）Ｙ，堆
积信息矩阵（ｓｔａｃｋｅｄｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｍａｔｒｉｘ）Ｈ和堆积白
噪声矩阵Ｖ如下：

Ｙ：＝［ｙ（１），ｙ（２），…，ｙ（Ｌ）］∈Ｒｍ×Ｌ，
Ｈ：＝［φ（１），φ（２），…，φ（Ｌ）］∈Ｒｎ×Ｌ，
Ｖ：＝［ｖ（１），ｖ（２），…，ｖ（Ｌ）］∈Ｒｍ×Ｌ．

Ｙ和Ｈ包含了所有量测数据｛ｕ（ｔ），ｙ（ｔ）：ｔ＝１，２，
…，Ｌ｝．从式（１１９）可得

Ｙ＝θＴＨ＋Ｖ． （１２０）
定义二次准则函数（ｑｕａｄｒａｔｉｃｃｒｉｔｅｒｉｏｎｆｕｎｃ

ｔｉｏｎ）：
Ｊ３（θ）：＝‖Ｙ－θ

ＴＨ‖２．
因为Ｖ是一个零均值白噪声矩阵．令 Ｊ３（θ）对 θ的
偏导数为零，得到

Ｊ３（θ）
θ

＝－２［Ｙ－θＴＨ］ＨＴ＝０．

假设信息向量φ（ｔ）是持续激励的，即［ＨＨＴ］是
可逆矩阵，从上式求得 θ的最小二乘估计（Ｌｅａｓｔ
ＳｑｕａｒｅｓＥｓｔｉｍａｔｅ，ＬＳＥ）：

θ^＝［ＨＨＴ］－１ＨＹＴ （１２１）

＝ ∑
Ｌ

ｔ＝１
φ（ｔ）φＴ（ｔ[ ]） －１∑

Ｌ

ｔ＝１
φ（ｔ）ｙＴ（ｔ）． （１２２）

用式 Ｈ^ｋ代替式（１２１）中Ｈ，用 θ^ｋ表示θ的第ｋ
次迭代估计，可以得到式（１２０）参数矩阵 θ的最小
二乘迭代算法（ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｂａｓｅｄｉｔｅｒａｔｉｖｅａｌｇｏ
ｒｉｔｈｍ）［３４］：

θ^ｋ＝［^ＨｋＨ^
Ｔ
ｋ］

－１Ｈ^ｋＹ
Ｔ，　ｋ＝１，２，３，…， （１２３）

Ｙ＝［ｙ（１），ｙ（２），…，ｙ（Ｌ）］， （１２４）
Ｈ^ｋ＝［^φｋ（１），^φｋ（２），…，^φｋ（Ｌ）］， （１２５）
φ^ｋ（ｔ）＝［

Ｔ（ｔ），^ψＴｋ（ｔ）］
Ｔ，ｔ＝１，２，…，Ｌ，］ （１２６）

（ｔ）＝［－ｙＴ（ｔ－１），－ｙＴ（ｔ－２），…，－ｙＴ（ｔ－ｎａ），
ｕＴ（ｔ－１），ｕＴ（ｔ－２），…，ｕＴ（ｔ－ｎｂ）］

Ｔ， （１２７）
ψ^ｋ（ｔ）＝［^ｖ

Ｔ
ｋ－１（ｔ－１），^ｖ

Ｔ
ｋ－１（ｔ－２），…，

ｖ^Ｔｋ－１（ｔ－ｎｄ）］
Ｔ， （１２８）

ｖ^ｋ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－^θ
Ｔ
ｋ^ｋ（ｔ）． （１２９）

２）基于块矩阵求逆的最小二乘迭代算法
估计式（１２０）参数矩阵 θ的基于块矩阵求逆的

最小二乘迭代算法如下：

θ^ｋ＝
α＋Ｒ^ΨＴｋＱ

－１
ｋ Ψ^ｋ（β－Ｙ

Ｔ）

－Ｑ－１ｋ Ψ^ｋ（β－Ｙ
Ｔ[ ]）

，　ｋ＝１，２，３，…，（１３０）

Ψ^ｋ＝［^ψｋ（１），^ψｋ（２），…，^ψｋ（Ｌ）］， （１３１）
Ｑｋ＝Ψ^ｋＭΨ^

Ｔ
ｋ， （１３２）

φ^ｋ（ｔ）＝［
Ｔ（ｔ），^ψＴｋ（ｔ）］

Ｔ，ｔ＝１，２，…，Ｌ， （１３３）
ψ^ｋ（ｔ）＝［^ｖ

Ｔ
ｋ－１（ｔ－１），^ｖ

Ｔ
ｋ－１（ｔ－２），…，

ｖ^Ｔｋ－１（ｔ－ｎｄ）］
Ｔ， （１３４）

ｖ^ｋ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－^θ
Ｔ
ｋ^ｋ（ｔ）， （１３５）

（ｔ）＝［－ｙＴ（ｔ－１），－ｙＴ（ｔ－２），…，－ｙＴ（ｔ－ｎａ），
ｕＴ（ｔ－１），ｕＴ（ｔ－２），…，ｕＴ（ｔ－ｎｂ）］

Ｔ， （１３６）
Ｙ＝［ｙ（１），ｙ（２），…，ｙ（Ｌ）］， （１３７）
Φ＝［（１），（２），…，（Ｌ）］， （１３８）
Ｓ＝ΦΦＴ，　Ｒ＝Ｓ－１Φ，　Ｍ＝Ｉ－ΦＴＳ－１Φ，

α＝ＲＹＴ，　β＝ΦＴα． （１３９）

４３　多变量伪线性自回归滑动平均系统
考虑下列多变量受控自回归 ＡＲＭＡ系统（ｃｏｎ

ｔｒｏｌｌｅｄａｕｔｏｒｅｇｒｅｓｓｉｖｅＡＲＭＡｓｙｓｔｅｍ，ＣＡＲＡＲＭＡ）［３５３６］：
Ａ（ｚ）ｙ（ｔ）＝Ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＋Ｃ－１（ｚ）Ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）．（１４０）

令

ｗ（ｔ）：＝Ｃ－１（ｚ）Ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）∈Ｒｍ． （１４１）
定义参数矩阵和信息向量φ（ｔ）如下：

Ｔ：＝［θＴ，θＴ２］∈Ｒ
ｍ×ｎ，ｎ：＝ｍｎａ＋ｒｎｂ＋ｍｎｃ＋ｍｎｄ，

θＴ：＝［Ａ１，Ａ２，…，Ａｎａ，Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｎｂ］∈Ｒ
ｍ×（ｍｎａ＋ｒｎｂ），

θＴ２：＝［Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｎｃ，Ｄ１，Ｄ２，…，Ｄｎｄ］∈Ｒ
ｍ×（ｍｎｃ＋ｍｎｄ），

φ（ｔ）：＝
（ｔ）
ψ（ｔ[ ]）∈Ｒｎ，

（ｔ）：＝［－ｙＴ（ｔ－１），－ｙＴ（ｔ－２），…，－ｙＴ（ｔ－ｎａ），
ｕＴ（ｔ－１），ｕＴ（ｔ－２），…，ｕＴ（ｔ－ｎｂ）］

Ｔ∈Ｒｍｎａ＋ｒｎｂ，

ψ（ｔ）：＝［－ｗＴ（ｔ－１），－ｗＴ（ｔ－２），…，－ｗＴ（ｔ－ｎｄ），

７９３
学报：自然科学版，２０１２，４（５）：３８５４０１
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ｖＴ（ｔ－１），ｖＴ（ｔ－２），…，ｖＴ（ｔ－ｎｄ）］
Ｔ∈Ｒｍｎｃ＋ｍｎｄ．

式（１４１）和（１４０）可以写成下列形式：
ｗ（ｔ）＝［Ｉ－Ｃ（ｚ）］ｗ（ｔ）＋Ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）

＝θＴ２ψ（ｔ）＋ｖ（ｔ）， （１４２）
ｙ（ｔ）＝［Ｉ－Ａ（ｚ）］ｙ（ｔ）＋Ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＋ｗ（ｔ）

＝θＴ（ｔ）＋ｗ（ｔ） （１４３）
＝θＴ（ｔ）＋θＴ２ψ（ｔ）＋ｖ（ｔ）
＝Ｔφ（ｔ）＋ｖ（ｔ）． （１４４）

１）最小二乘迭代算法
定义二次准则函数（ｑｕａｄｒａｔｉｃｃｒｉｔｅｒｉｏｎｆｕｎｃ

ｔｉｏｎ）：

Ｊ４（）：＝∑
Ｌ

ｔ＝１
［ｙ（ｔ）－Ｔφ（ｔ）］Ｔ［ｙ（ｔ）－Ｔφ（ｔ）］．

极小化Ｊ４（），信息向量中有关不可测变量用其估
计值代替，可以得到估计式（１４４）参数向量 的最
小二乘迭代辨识方法［３６］：

^ｋ ＝［^ＨｋＨ^
Ｔ
ｋ］
－１Ｈ^ｋＹ

Ｔ ＝ （１４５）

∑
Ｌ

ｔ＝１
φ^ｋ（ｔ）^

Ｔ
ｋ（ｔ[ ]）－１∑

Ｌ

ｔ＝１
φ^ｋ（ｔ）ｙ

Ｔ（ｔ），　ｋ＝１，２，３，…，

Ｙ＝［ｙ（１），ｙ（２），…，ｙ（Ｌ）］， （１４６）
Ｈ^ｋ＝［^φｋ（１），^φｋ（２），…，^φｋ（Ｌ）］， （１４７）

φ^ｋ（ｔ）＝［
Ｔ（ｔ），^ψＴｋ（ｔ）］

Ｔ，　ｔ＝１，２，…，Ｌ， （１４８）

（ｔ）＝［－ｙＴ（ｔ－１），－ｙＴ（ｔ－２），…，－ｙＴ（ｔ－ｎａ），
ｕＴ（ｔ－１），ｕＴ（ｔ－２），…，ｕＴ（ｔ－ｎｂ）］

Ｔ， （１４９）

ψ^ｋ（ｔ）＝［－^ｗ
Ｔ
ｋ－１（ｔ－１），－^ｗ

Ｔ
ｋ－１（ｔ－２），…，－^ｗ

Ｔ
ｋ－１（ｔ－ｎｃ），

ｖ^Ｔｋ－１（ｔ－１），^ｖ
Ｔ
ｋ－１（ｔ－２），…，^ｖ

Ｔ
ｋ－１（ｔ－ｎｄ）］Ｔ， （１５０）

^Ｔｋ＝［^θ
Ｔ
ｋ，^θ

Ｔ
２，ｋ］， （１５１）

ｗ^ｋ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－^θ
Ｔ
ｋ（ｔ）， （１５２）

ｖ^ｋ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－^
Ｔ
ｋφ^ｋ（ｔ）． （１５３）

２）基于块矩阵求逆的最小二乘迭代算法
估计式（１４４）参数矩阵 θ的基于块矩阵求逆的

最小二乘迭代算法如下：

^ｋ＝
α＋Ｒ^ΨＴｋＱ

－１
ｋ Ψ^ｋ（β－Ｙ

Ｔ）

－Ｑ－１ｋ Ψ^ｋ（β－Ｙ
Ｔ[ ]）

，　ｋ＝１，２，３，…，（１５４）

Ψ^ｋ＝［^ψｋ（１），^ψｋ（２），…，^ψｋ（Ｌ）］， （１５５）
Ｑｋ＝Ψ^ｋＭΨ^

Ｔ
ｋ， （１５６）

φ^ｋ（ｔ）＝［
Ｔ（ｔ），^ψＴｋ（ｔ）］

Ｔ，　ｔ＝１，２，…，Ｌ， （１５７）

ψ^ｋ（ｔ）＝［－^ｗ
Ｔ
ｋ－１（ｔ－１），－^ｗ

Ｔ
ｋ－１（ｔ－２），…，－^ｗ

Ｔ
ｋ－１（ｔ－ｎｃ），

ｖ^Ｔｋ－１（ｔ－１），^ｖ
Ｔ
ｋ－１（ｔ－２），…，^ｖ

Ｔ
ｋ－１（ｔ－ｎｄ）］

Ｔ，（１５８）

^Ｔｋ＝［^θ
Ｔ
ｋ，^θ

Ｔ
２，ｋ］， （１５９）

ｗ^ｋ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－^θ
Ｔ
ｋ（ｔ）， （１６０）

ｖ^ｋ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－^
Ｔ
ｋφ^ｋ（ｔ）， （１６１）

（ｔ）＝［－ｙＴ（ｔ－１），－ｙＴ（ｔ－２），…，－ｙＴ（ｔ－ｎａ），
ｕＴ（ｔ－１），ｕＴ（ｔ－２），…，ｕＴ（ｔ－ｎｂ）］

Ｔ， （１６２）
Ｙ＝［ｙ（１），ｙ（２），…，ｙ（Ｌ）］， （１６３）
Φ＝［（１），（２），…，（Ｌ）］， （１６４）
Ｓ＝ΦΦＴ，　Ｒ＝Ｓ－１Φ，　Ｍ＝Ｉ－ΦＴＳ－１Φ，

α＝ＲＹＴ，　β＝ΦＴα． （１６５）
基于块矩阵求逆的最小二乘迭代算法（１５４）—

（１６５）计算参数估计向量 ^ｋ的步骤如下．
１）采集输入输出数据｛ｕ（ｔ），ｙ（ｔ）：ｔ＝１，２，３，

…，Ｌ｝．
２）初始化：令ｋ＝１，^ｗ０（ｔ）是随机向量，^ｖ０（ｔ）是

随机向量，给定小正数ε．
３）用式（１６３）构成Ｙ，用式（１６２）和（１６４）构成

（ｔ）和Φ．
４）用式（１６５）计算Ｓ，Ｒ，Ｍ，α和β．
５）用式（１５８）构成 ψ^ｋ（ｔ），用式（１５７）构成

φ^ｋ（ｔ），用式（１５５）构成 Ψ^ｋ，用式（１５６）计算Ｑｋ．
６）用式（１５４）刷新参数估计向量 ^ｋ，用式

（１６０）计算 ｗ^ｋ（ｔ），用式（１６１）计算 ｖ^ｋ（ｔ）．
７）如果‖^ｋ－^ｋ－１‖≤ε，那么中断迭代循环，

获得迭代次数ｋ和参数估计向量 ^ｋ；否则ｋ增１，返
回到第５步．

基于块矩阵求逆的最小二乘迭代算法（１５４）—
（１６５）计算参数估计向量 ^ｋ的流程如图２所示．

读者可以研究下列有色噪声干扰的多变量方

程误差类系统和多变量输出误差类系统的最小二

乘迭代辨识方法：

Ａ（ｚ）ｙ（ｔ）＝Ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＋ １ｃ（ｚ）ｖ（ｔ）， （１６６）

Ａ（ｚ）ｙ（ｔ）＝Ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＋Ｃ－１（ｚ）ｖ（ｔ）， （１６７）
Ａ（ｚ）ｙ（ｔ）＝Ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＋Ｃ－１（ｚ）ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）， （１６８）

Ａ（ｚ）ｙ（ｔ）＝Ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＋Ｄ（ｚ）ｃ（ｚ）ｖ（ｔ）， （１６９）

Ａ（ｚ）ｙ（ｔ）＝Ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＋Ｃ－１（ｚ）ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）， （１７０）
或

ｙ（ｔ）＝Ｂ（ｚ）ａ（ｚ）ｕ（ｔ）＋ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）， （１７１）

ｙ（ｔ）＝Ｂ（ｚ）ａ（ｚ）ｕ（ｔ）＋Ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）， （１７２）

ｙ（ｔ）＝Ａ－１（ｚ）Ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＋ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）， （１７３）
ｙ（ｔ）＝Ａ－１（ｚ）Ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＋Ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）， （１７４）

ｙ（ｔ）＝Ｂ（ｚ）ａ（ｚ）ｕ（ｔ）＋
１
ｃ（ｚ）ｖ（ｔ）， （１７５）

ｙ（ｔ）＝Ａ－１（ｚ）Ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＋ １ｃ（ｚ）ｖ（ｔ）， （１７６）

８９３
丁锋．辨识方法的计算效率（２）：迭代算法．

ＤＩＮＧＦｅｎｇ．Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ．ＰａｒｔＢ：Ｉｔｅｒａｔｉｖｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．



图２　计算参数估计向量 ^ｋ的流程

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｃｏｍｐｕｔｉｎｇｔｈｅ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｖｅｃｔｏｒ^ｋ

ｙ（ｔ）＝Ａ－１（ｚ）Ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＋Ｃ－１（ｚ）ｖ（ｔ）， （１７７）
ｙ（ｔ）＝Ａ－１（ｚ）Ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＋Ｃ－１（ｚ）ｄ（ｚ）ｖ（ｔ），（１７８）

ｙ（ｔ）＝Ａ－１（ｚ）Ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＋Ｄ（ｚ）ｃ（ｚ）ｖ（ｔ）， （１７９）

Ｆ（ｚ）ｙ（ｔ）＝Ａ－１（ｚ）Ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＋Ｃ－１（ｚ）ｄ（ｚ）ｖ（ｔ）．（１８０）

５　结语

迭代算法可以解决信息向量中包含不可测变

量的系统辨识问题．本文主要从辨识算法的实现方
式上，研究了伪线性回归系统、多元伪线性回归系

统、多变量伪线性回归系统的最小二乘迭代辨识算

法、基于块矩阵求逆的最小二乘迭代辨识算法．基
于块矩阵求逆的最小二乘迭代算法只是最小二乘

迭代算法的一种实现方式，不是一种新算法，二者

产生的参数估计是相同的，但前者的计算量小．虽
然基于辨识模型分解的递阶辨识方法［１９２４，３７］、两阶

段辨识方法［３８４０］等都是计算量小的辨识方法，但是

本文方法不同之处在于从算法的实现角度来减小

计算量．
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