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一种基于数值逼近的 ＫＰＣＡ改进算法

赵英男１，２　王水平１，２　郑玉１，２

摘要

核方法广泛应用于模式识别等领

域，但其存在着特征抽取效率和样本集

的大小成反比的瓶颈问题．因此提出一
种基于数值逼近的方法确定虚拟样本矢

量，以此代替训练样本，提高 ＫＰＣＡ（Ｋｅｒ
ｎｅｌＰｒｉｎｃｉｐｌｅＣｏｍｐｏｎｅｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ）特征抽
取效率．在确定虚拟样本矢量时，只需将
样本矢量的初值设定为随机变量，算法

实现简单、高效．在基准数据集上的实验
结果显示该算法优于同类算法．
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０　引言

　　核方法广泛应用于模式识别、机器学习等领域．该类方法在理论
上能够将原始数据映射到一个新空间，这个新空间可以增加数据的

线性可分性，而且这种映射不需要显式实现，因此核方法可以处理一

些较为复杂的非线性模式识别问题，如人脸识别等［１３］．然而，核方法
的特征抽取效率和训练样本集的大小成反比，这是阻碍核方法应用

的一个瓶颈问题［４６］．在实际应用中，常常需要较大的训练样本集来
保证训练模型的推广能力［７９］，在这种情形下，核方法是低效甚至是

不实用的．为了提高核方法的特征抽取效率，目前出现了一系列的改
进算法，大致可分为数据集减少和数值逼近２种方法．

对于第１类方法，主要依据一定的原则，从中选择部分重要的训
练样本矢量代替原训练样本集，从而提高核方法的特征抽取效率．如
Ｘｕ等［１０１１］主要依据主成分分析（ＰＣＡ）的物理模型，进行显著节点的
选取．Ｔｉｐｐｉｎｇ［１２］利用 ＰＣＡ的性质提出了一种稀疏 ＫＰＣＡ（ＳｐａｒｓｅＫＰ
ＣＡ）方法．拓扑削减方案（ＰｒｏｔｏｔｙｐｅＲｅｄｕｃｔｉｏｎＳｃｈｅｍｅｓ）［１３］和建立在均
方误差最小化原则上的算法［１４］也可认为是该类方法．第２类方法中
比较典型的如Ｓｃｈｏｌｋｏｐｆ等［１５］提出的数值逼近方法．该方法基于特征
空间的几何特征，根据特征空间和输入空间的联系，对输入空间进行

近似，从而降低计算量，但是该算法复杂度较高．
上述的改进算法和原始 ＫＰＣＡ方法相比，虽然可以提高效率，但

是它们的训练过程计算代价很高，这个性质依然会削弱这些改进算

法的实际应用．本文认为在特征空间中的鉴别矢量能够被一组构造
的虚拟样本矢量近似表示，据此应用一种简单、高效的数值逼近迭代

算法逐个进行虚拟样本的确定，并以此来代替原训练样本．该算法不
仅可以提高ＫＰＣＡ的特征抽取效率，而且在训练阶段的花费时间也比
同类算法要少．

１　核方法的重建

在表示特征空间的鉴别矢量时，一些虚拟样本的线性组合可以

很好地近似表示特征矢量．虚拟样本越少，特征抽取过程越高效．
在特征空间，２个样本 φ（ｘｉ），φ（ｘｊ）之间的距离的平方可以表

示为

‖φ（ｘｉ）－φ（ｘｊ）‖
２ ＝（φ（ｘｉ）－φ（ｘｊ））

Ｔ（φ（ｘｉ）－φ（ｘｊ））． （１）



应用核函数的定义，可以将式（１）转换为
‖φ（ｘｉ）－φ（ｘｊ）‖

２ ＝
　　ｋ（ｘｉ，ｘｉ）＋ｋ（ｘｊ，ｘｊ）－２ｋ（ｘｉ，ｘｊ）． （２）
特征空间中的鉴别矢量和第１个节点之间的距

离为

ｄφ１ ＝‖φ（ｘ
０
１）－∑

Ｎ

ｉ＝１
αｉφ（ｘｉ）‖

２． （３）

其中φ（ｘ０１）和∑
Ｎ

ｉ＝１
αｉφ（ｘｉ）分别表示第１个节点和特

征空间中的鉴别矢量．显然，ｄφ１越小，φ（ｘ
０
１）越接近

特征空间中的鉴别矢量．根据核函数的定义，有

‖φ（ｘ０１）－∑
Ｎ

ｉ＝１
αｉφ（ｘｉ）‖

２ ＝
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显然，假定最优的ｘ０１应使 ｄφ１具有最小值是合理
的．因此可以利用梯度下降法迭代计算ｘ０１．迭代计算
ｘ０１的公式如下：

ｘ０１（ｔ＋１）＝ｘ
０
１（ｔ）－μ１

ｄφ１
ｘ０１ ｘ０１＝ｘ０１（ｔ）

． （５）

其中μ１是学习比率．易得如下公式：

ｄφ１
ｘ０１
＝
ｋ（ｘ０１，ｘ

０
１）

ｘ０１
－２∑

Ｎ

ｉ＝１
αｉ
ｋ（ｘ０１，ｘｉ）
ｘ０１

． （６）

一旦对 ｘ０１设定了一个初值，就可以利用式（５）
和（６）迭代计算ｘ０１的最优值．

当确定第２个虚拟样本矢量时，需要它和第１个
虚拟样本尽量不相似．用内积ｇ０＝φ（ｘ

０
１）·φ（ｘ

０
２）＝

ｋ（ｘ０１，ｘ
０
２）来衡量差异性，其中 ｘ

０
２代表第２个虚拟样

本矢量．认为最优的 ｘ０２应该具有最小的内积 ｋ（ｘ
０
１，

ｘ０２）．类似地，假定前ｒ－１个虚拟已经确定，那么第ｒ
个虚拟矢量ｘ０ｒ应该和前ｒ－１个虚拟样本矢量尽可能

不相似．因此，让ｇ＝∑
ｒ－１

ｉ＝１
φ（ｘ０ｉ）·φ（ｘ

０
ｒ）＝∑

ｒ－１

ｉ＝１
ｋ（ｘ０ｉ，

ｘ０ｒ）尽可能地小．
利用梯度下降的思想，可以设计如下公式进行

ｘ０ｒ的迭代计算：

ｘ０ｒ（ｔ＋１）＝ｘ
０
ｒ（ｔ）－μ２

ｇ
ｘ０ｒ ｘ０ｒ＝ｘ０ｒ（ｔ）
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其中μ２是学习比率．

２　算法概述

提出下列算法来确定虚拟样本矢量．
第１步．确定第１个虚拟样本矢量．
将一个随机矢量赋给第１个虚拟样本矢量，每

一个元素的取值范围从０到１．然后用式（５）和（６）
计算ｘ０１．

第２步．确定第２个虚拟样本矢量．
设第 ２个虚拟样本的初值为一个随机样本矢

量．然后利用式（７）和ｇ
ｘ０２
＝
ｋ（ｘ０１，ｘ

０
２）

ｘ０２
迭代计算第

２个虚拟样本矢量．
第ｒ步．确定第ｒ个虚拟样本矢量．
假设前ｒ－１个虚拟样本矢量ｘ０１，ｘ

０
２，…，ｘ

０
ｒ－１经过

步骤１，２，…，ｒ－１已经被确定，对第ｒ个虚拟样本矢
量设定一个随机变量初值．然后利用式（７）和（８）来
迭代计算ｘ０ｒ．

需要指出的是：也可以用距离衡量 ２个矢量
φ（ｘ０ｒ）、φ（ｘ

０
ｉ）之间的差异性．即
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分别代替．如果采纳的核函数是高斯函数

ｋ（ｘｉ，ｘｊ）＝ｅｘｐ－
‖ｘｉ－ｘｊ‖

２( )η
，

那么式（４）等价于
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Ｎ
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而且，式（７）等价于
ｇ
ｘ０ｒ
＝－２
η∑
ｒ－１

ｉ＝１
ｋ（ｘ０ｉ，ｘ
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上述迭代过程的终止条件是虚拟样本的数量已

经达到预定数目或者是满足了其他条件．

３　实验与数据分析

在２个基准数据集［１１］上测试了本文的算法．每
个数据集包含１００个子集．每个子集包含一个训练
集和一个测试集．采用的高斯核函数 ｋ（ｘｉ，ｘｊ）＝

ｅｘｐ－
‖ｘｉ－ｘｊ‖

２

２( )η
．参数 η设为第１个训练集的
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协相关矩阵的Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ模的平方．抽取特征的维数
和构造的虚拟样本的维数相同．应用最近邻分类器
进行测试样本的分类．当对每一个数据集进行实验
的时候，第１个训练子集来确定虚拟样本，并重新计
算ＫＰＣＡ并测试所有的测试子集．由于虚拟样本具
有随机性质，每一个数据集上的实验运行１０遍．对
每一个测试子集，１０次识别错误率的均值为最后的
平均识别错误率．由于每一个测试子集有一个平均
识别错误率，故给出所有测试子集的平均识别错误

率，如表１和２所示．这里，为了观察所提算法的性
能，本文给出了不同虚拟样本数量带来的识别错误

率的变化．可以看出，本文的方法在识别率方面要高
于文献［１３］所提算法．

表１　基于ＣＡＮＣＥＲ数据集的ＫＰＣＡ平均识别错误率
Ｔａｂｌｅ１　Ａｖｅｒａｇｅｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎｅｒｒｏｒ
ｒａｔｅｏｆＫＰＣＡｏｎＣＡＮＣＥＲｄａｔａｓｅｔ

构造的虚拟样本数
平均识别错误率

本文方法 文献［１３］的ＩＫＰＣＡ方法

６ ００９５４ ０１０３４

７ ０１００１ ０１２４２

８ ００９３０ ０１０８３

９ ００９０８ ０１１８３

１０ ００８８７ ０１２１４

１５ ００９１１ ０１０１８

２０ ００９１３ ０１０４２

２５ ００８９１ ００９３１

３０ ００９０１ ０１００９

３５ ００８９７ ０１０２６

４０ ００８６０ ００９３５

表２　基于ＨＥＡＲＴ数据集的ＫＰＣＡ平均识别错误率
Ｔａｂｌｅ２　Ａｖｅｒａｇｅｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎｅｒｒｏｒ
ｒａｔｅｏｆＫＰＣＡｏｎＨＥＡＲＴｄａｔａｓｅｔ

构造的虚拟样本数
平均识别错误率

本文方法 文献［１３］的ＩＫＰＣＡ方法

３ ０１１５１ ０１１９０

４ ０１１５５ ０１１９１

５ ０１０２０ ０１０９９

６ ００９８０ ０１０９３

７ ００９８１ ０１０８１

８ ００９９２ ０１０６３

９ ０１０４２ ０１１０７

１０ ０１０１２ ０１０５１

１５ ００９１８ ００９５６

２０ ００９４３ ０１００９

４　结语

目前核方法在模式识别、机器学习等领域应用

较为广泛，但是核方法在应用中存在一个瓶颈问题，

即特征抽取效率和训练样本集的大小成反比，因为

在实际应用中需要较大的训练样本集来保证训练模

型的推广能力，在这种情形下，核方法是低效甚至是

不实用的．不同于以前方法从核模式上进行特征抽
取过程的计算量削减，本文从一个崭新的角度来解

决类似问题．提出的算法具有下列优点：首先，利用
虚拟样本的构建来近似特征空间中的真正的鉴别矢

量，不仅符合核方法近似的本质，而且具有一个封闭

解；其次，所提算法的训练过程具有很低的计算复杂

度；最后，相比同类算法，当虚拟样本矢量较少时，本

文方法能够产生一个较高的识别率．
本文的方法也显示了提出的准则，即虚拟样本

矢量差异度应尽可能较大的准则是合理的．当我们
看待一个近似真正鉴别矢量问题为一个问题，即寻

找一个特征矢量集来正确替代整个训练集合的作

用，容易看出它的合理性．显然，如果矢量集合中的
元素非常不相似，那么这个集合在矢量空间可以提

供更多的信息．事实上，当构造的虚拟样本空间相互
之间差异性很大的话，这个虚拟样本矢量集合可以

替代原始训练样本集合．
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