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辨识方法的计算效率（１）：递推算法

丁锋１，２，３

摘要

算法的计算量可用其乘法运算次数

和加法运算次数表示（除法作为乘法对

待，减法作为加法对待）．一次乘法运算
或一次加法运算称为一个ｆｌｏｐ，即一次浮
点运算．作为“辨识方法的计算效率”系
列３篇连载论文的第１篇，主要了讨论
递推辨识算法的计算量，包括向量和矩

阵基本运算的 ｆｌｏｐ数，以及线性回归系
统、多元线性回归系统、多变量系统的随

机梯度辨识算法、最小二乘辨识算法、递

推最小二乘辨识算法的最经济计算量，

即实现算法的最少ｆｌｏｐ数．
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０　引言

　　数学模型是研究、分析、认识事物本质特征的工具，是求解优化
问题、减小代价，进行设计、实行有效控制的基础．系统辨识给系统建
模提供了有效的方法和理论指导［１］．数十年来，系统辨识得到了长足
发展，从辨识的定义与辨识的基本步骤［２］，系统描述的基本模型［３］，

辨识的基本问题［４］，到辨识方法及其性能分析等，都进行了许多深入

的研究，新的辨识方法不断问世，如辅助模型辨识方法［５］、迭代辨识

方法［６］、多新息辨识方法［７］、递阶辨识方法［８］、耦合辨识方法［９］等．因
此，如何评价辨识算法的收敛性能，包括评价辨识算法的计算效率，

估算辨识算法的计算量，分析参数估计的性质（收敛性、收敛速率）等

都是辨识要解决的首要课题．
然而，随着科学技术的发展和电子设备计算能力的提高以及生

产规模的扩大、控制和管理能力的增强，人们处理复杂、庞大对象的

欲望越来越强烈．对于控制系统而言，大系统或复杂系统的主要特征
是输入输出变量多、强耦合、非线性、维数高、参数数目多，导致控制

算法、参数辨识算法的复杂性和计算量增加，使算法的实现成为极为

突出的问题．这就需要分析辨识方法的计算效率，估算辨识算法的计
算量，研制计算量小的辨识方法．

评价算法的计算量有很多方法．例如，根据执行一个任务计算机
运行时间的长短来评价．因为问题的规模不同，使用的计算机也可能
不同，不可能每次都用计算机来验证．况且，有的算法需要计算机计
算１年，有的需要计算２年，这就需要等上很长时间才能判断算法的
计算量大小，显然这种方法不可取．实际上，我们更期望不通过计算
机运算就能估算和比较不同算法的计算量．

评价辨识算法计算量大小的一个实用方法是：用算法的乘法次数

（除法作为乘法对待）和加法次数（减法作为加法对待）来衡量．一次加
法运算称为一个ｆｌｏｐ，即一次浮点运算（ｆｌｏａｔｐｏｉｎｔｏｐｅｒａｔｉｏｎ），一次乘法
运算也称为一个ｆｌｏｐ［１０］．乘法运算次数和加法运算次数之和的ｆｌｏｐ数
就是算法的计算量．尽管数字大小的浮点运算不一样，但是用ｆｌｏｐ来刻
画算法的计算量也不失为一种好方法．如果同为递推算法（迭代算法），
可以比较每一步递推计算（迭代计算）的ｆｌｏｐ数，来衡量算法的计算量．

值得注意的是，即使对于同一个算法，由于计算方式的不同，其

计算量可能相差很大．例如，多项式　　　　



　　ｆ（ｘ）＝ｘ３＋２ｘ２＋３ｘ＋４＝
　　ｘ·ｘ·ｘ＋２×ｘ·ｘ＋３×ｘ＋４

需要５次乘法运算和３次加法运算，如果将表达式
修改为

ｆ（ｘ）＝ｘ（ｘ（ｘ＋２）＋３）＋４，
就只需要３次乘法运算和３次加法运算．因此，估算
辨识方法的计算量，评价辨识方法的计算效率，需要

找到能实现辨识算法的最经济计算方式，即实现辨

识算法的最小 ｆｌｏｐ数的计算方式，从而提高辨识算
法的计算效率．

本文是“辨识方法的计算效率”系列３篇连载论
文的第１篇———递推算法（另２篇是迭代算法和耦
合算法），主要讨论向量和矩阵基本运算的 ｆｌｏｐ数，
以及线性回归系统、多元线性回归系统、多变量系统

的随机梯度辨识算法、最小二乘辨识算法、递推最小

二乘辨识算法实现的最经济计算量，即实现算法的

最少ｆｌｏｐ数．

１　基本计算

首先定义一些符号．“Ａ＝∶Ｘ”或“Ｘ∶＝Ａ”表示
“Ａ记作（定义为）Ｘ”之意；Ｉ为适当维数的单位阵；
Ｉｎ为 ｎ阶单位阵；范数定义为‖Ｘ‖

２∶＝ｔｒ［ＸＸＴ］；
１ｍ×ｎ是其元均为１的ｍ×ｎ矩阵，即

１ｍ×ｎ＝
１ １ … １
  

１ １ …









１
∈Ｒｍ×ｎ；

１ｎ∶＝１ｎ×１是元均为１的 ｎ维列向量；^θ（ｔ）为参数向
量θ在时刻ｔ的估计．

下面假设α和β是标量，即 α∈Ｒ，β∈Ｒ，ｘ和 ｙ
是实向量，Ａ和Ｂ是实矩阵．
１）标量数加和乘
标量数α∈Ｒ与β∈Ｒ之和α＋β有一次加法运

算，其计算量为１ｆｌｏｐ．标量数 σ∈Ｒ与 β∈Ｒ之积
αβ有一次乘法运算，其计算量为１ｆｌｏｐ．
２）标量与向量之积、标量与矩阵之积
标量α∈Ｒ与向量 ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］

Ｔ∈Ｒｎ之
积，即向量数乘（ｓｃａｌａｒｖｅｃｔｏｒｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｒｖｅｃｔｏｒ
ｓｃａｌｅ）

αｘ＝α

ｘ１
ｘ２


ｘ













ｎ

＝

αｘ１
αｘ２


αｘ












ｎ

∈Ｒｎ

有ｎ次乘法运算，因此其计算量为ｎｆｌｏｐｓ．

标量β∈Ｒ与矩阵 Ａ＝［ａｉｊ］∈Ｒ
ｍ×ｎ之积，即标

量矩阵乘法（ｓｃａｌａｒｍａｔｒｉｘｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ）

βＡ＝β

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｍ１ ａｍ２ … ａ













ｍｎ

＝

　　

βａ１１ βａ１２ … βａ１ｎ
βａ２１ βａ２２ … βａ２ｎ
  

βａｍ１ βａｍ２ … βａ













ｍｎ

∈Ｒｍ×ｎ

有ｍｎ次乘法运算，其计算量为ｍｎｆｌｏｐｓ．
表达式αｘβ＝（αｘ）β＝α（ｘβ）有 ２ｎ次乘法运

算，而αｘβ＝（αβ）ｘ＝ｘ（αβ）只有ｎ＋１次乘法运算．
表达式αＡβ＝（αＡ）β＝α（Ａβ）有２ｍｎ次乘法运

算，而 αＡβ＝（αβ）Ａ＝Ａ（αβ）只有 ｍｎ＋１次乘法
运算．

由此可以看出，对于数学上等价的表达式，其先

后计算方式不同，导致计算量有很大的差异．
３）向量之和、矩阵之和
向量ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］

Ｔ∈Ｒｎ与ｙ＝［ｙ１，ｙ２，…，
ｙｎ］

Ｔ∈Ｒｎ之和，即向量加法（ｖｅｃｔｏｒａｄｄｉｔｉｏｎ）

ｘ＋ｙ＝

ｘ１
ｘ２


ｘ













ｎ

＋

ｙ１
ｙ２


ｙ













ｎ

＝

ｘ１＋ｙ１
ｘ２＋ｙ２


ｘｎ＋ｙ













ｎ

∈Ｒｎ

有ｎ次加法运算，即浮点运算次数（ｆｌｏｐ数）为 ｎ，所
以计算量为ｎｆｌｏｐｓ．

矩阵Ａ＝［ａｉｊ］∈Ｒ
ｍ×ｎ与矩阵Ｂ＝［ｂｉｊ］∈Ｒ

ｍ×ｎ之

和，即矩阵加法（ｍａｔｒｉｘａｄｄｉｔｉｏｎ）

Ａ＋Ｂ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｍ１ ａｍ２ … ａ













ｍｎ

＋

ｂ１１ ｂ１２ … ｂ１ｎ
ｂ２１ ｂ２２ … ｂ２ｎ
  

ｂｍ１ ｂｍ２ … ｂ













ｍｎ

＝

ａ１１＋ｂ１１ ａ１２＋ｂ１２ … ａ１ｎ＋ｂ１ｎ
ａ２１＋ｂ２１ ａ２２＋ｂ２２ … ａ２ｎ＋ｂ２ｎ
  

ａｍ１＋ｂｍ１ ａｍ２＋ｂｍ２ … ａｍｎ＋ｂ













ｍｎ

∈Ｒｍ×ｎ

有ｍｎ次加法运算，所以计算量为ｍｎｆｌｏｐｓ．
表达式αＡ＋αＢ有ｍｎ次加法运算和２ｍｎ次乘

法运算，其计算量为３ｍｎｆｌｏｐｓ，但α（Ａ＋Ｂ）有ｍｎ次
加法运算和ｍｎ次乘法运算，其计算量为２ｍｎｆｌｏｐｓ，
比αＡ＋αＢ的计算量小ｍｎｆｌｏｐｓ．

０９２
丁锋．辨识方法的计算效率（１）：递推算法．

ＤＩＮＧＦｅｎｇ．Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ．ＰａｒｔＡ：Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．



由此可见，一个算法尽管其数学表达式是等价

的，但由于计算方式的不同，其计算量也是不同的．
因此，研究辨识算法的计算效率，需要研究辨识算法

的计算方式，以及计算程序软件实现问题．
４）向量点积或向量内积
向量ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］

Ｔ∈Ｒｎ与ｙ＝［ｙ１，ｙ２，…，
ｙｎ］

Ｔ∈Ｒｎ的点积（ｄｏｔｐｒｏｄｕｃｔ）或内积（ｉｎｎｅｒｐｒｏｄｕｃｔ）

ｘ·ｙ＝ｘＴｙ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］

ｙ１
ｙ２


ｙ












ｎ

＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉｙｉ∈Ｒ

有ｎ次乘法运算和 ｎ－１次加法运算，ｆｌｏｐ数分别为
ｎ和ｎ－１，其计算量为（２ｎ－１）ｆｌｏｐｓ．表达式（αｘＴ）ｙ
和ｘＴ（αｙ）的计算量为（３ｎ－１）ｆｌｏｐｓ，αｘＴｙ＝α（ｘＴｙ）
的计算量为２ｎｆｌｏｐｓ．
５）向量外积
向量ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ］

Ｔ∈Ｒｍ与 ｙ＝［ｙ１，ｙ２，
…，ｙｎ］

Ｔ∈Ｒｎ的外积（ｏｕｔｅｒｐｒｏｄｃｕｔ）

ｘ×ｙ＝ｘｙＴ＝

ｘ１
ｘ２


ｘ













ｍ

［ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ］＝

　　

ｘ１ｙ１ ｘ１ｙ２ … ｘ１ｙｎ
ｘ２ｙ１ ｘ２ｙ２ … ｘ２ｙｎ
  

ｘｍｙ１ ｘｍｙ２ … ｘｍｙ













ｎ

∈Ｒｍ×ｎ

有ｍｎ次乘法运算，计算量为ｍｎｆｌｏｐｓ．表达式αｘｙＴ＝
α（ｘｙＴ）的计算量为２ｍｎｆｌｏｐｓ，（αｘ）ｙＴ的计算量为
（ｍｎ＋ｍ）ｆｌｏｐｓ，ｘ（ｙＴα）的计算量为（ｍｎ＋ｎ）ｆｌｏｐｓ．
６）矩阵与向量之积
设ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］

Ｔ∈Ｒｎ，ｙ＝［ｙ１，ｙ２，…，
ｙｍ］

Ｔ∈Ｒｍ，Ａ＝［ａｉｊ］∈Ｒ
ｍ×ｎ．矩阵与向量乘法（ｍａ

ｔｒｉｘｖｅｃｔｏｒｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ），即表达式

Ａｘ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｍ１ ａｍ２ … ａ













ｍｎ

＝

　　

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ
ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ



ａｍ１ｘ１＋ａｍ２ｘ２＋…＋ａｍｎｘ













ｎ

∈Ｒｍ

有ｍｎ次乘法运算和 ｍ（ｎ－１）次加法运算，其计算

量为（２ｍｎ－ｍ）ｆｌｏｐｓ．Ａｘ＋ｙ的计算量为２ｍｎｆｌｏｐｓ．
表达式（αＡ）ｘ的计算量为（３ｍｎ－ｍ）ｆｌｏｐｓ，但
Ａ（ｘα）的计算量为（２ｍｎ－ｍ＋ｎ）ｆｌｏｐｓ．表达式
ｙＴ（Ａｘ）有ｍｎ＋ｍ次乘法运算和ｍ（ｎ－１）＋ｍ－１＝
ｍｎ－１次加法运算，其计算量为（２ｍｎ＋ｍ－１）
ｆｌｏｐｓ，（ｙＴＡ）ｘ的计算量为（２ｍｎ＋ｎ－１）ｆｌｏｐｓ．
７）矩阵与矩阵之积
设ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］

Ｔ∈Ｒｎ，ｙ＝［ｙ１，ｙ２，…，
ｙｍ］

Ｔ∈Ｒｍ，Ａ＝［ａｉｊ］∈Ｒ
ｍ×ｎ，Ｂ＝［ｂｉｊ］∈Ｒ

ｎ×ｐ．矩阵
与矩阵乘法（ｍａｔｒｉｘｍａｔｒｉｘｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ），即矩阵乘
积表达式

ＡＢ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｍ１ ａｍ２ … ａ













ｍｎ

ｂ１１ ｂ１２ … ｂ１ｐ
ｂ２１ ｂ２２ … ｂ２ｐ
  

ｂｎ１ ｂｎ２ … ｂ













ｎｐ

＝

ａ１１ｂ１１＋…＋ａ１ｎｂｎ１…ａ１１ｂ１ｐ＋…＋ａ１ｎｂｎｐ
ａ２１ｂ１１＋…＋ａ２ｎｂｎ１…ａ２１ｂ１ｐ＋…＋ａ２ｎｂｎｐ

 

ａｍ１ｂ１１＋…＋ａｍｎｂｎ１…ａｍ１ｂ１ｐ＋…＋ａｍｎｂ













ｎｐ

∈Ｒｍ×ｐ

有ｍｎｐ次乘法运算和 ｍ（ｎ－１）ｐ次加法运算，其计
算量为（２ｍｎｐ－ｍｐ）ｆｌｏｐｓ．也就是说，矩阵乘法的计
算量数量级为Ｏ（ｍｎｐ）．

对于同维数矩阵Ａ＝［ａｉｊ］∈Ｒ
ｍ×ｎ和Ｂ＝［ｂｉｊ］∈

Ｒｍ×ｎ，ＡＢ和Ａ２均有 ｎ３次乘法运算和 ｎ３－ｎ２次加
法运算，其计算量为（２ｎ３－ｎ２）ｆｌｏｐｓ，计算量数量级
为Ｏ（ｎ３）．尽管矩阵乘法计算大，但是矩阵的行列
式、矩阵的特征值、矩阵逆的计算量更大．

下面引入一个新的运算符———冒号运算符（ｃｏ
ｌｏｎｎｏｔａｔｉｏｎ）．它能极为方便地表示矩阵的一列或一
行和子矩阵．

设Ａ＝［ａｉｊ］∈Ｒ
ｍ×ｎ，（Ａ）ｉｊ表示 Ａ的第（ｉ，ｊ）元，

即 （Ａ）ｉｊ＝ａｉｊ．Ａ（ｉ，：）表示 Ａ的第 ｉ行（这里冒号可
以理解为“所有”或“任意”），即

Ａ（ｉ，：）∶＝［ａｉ１，ａｉ２，…，ａｉｎ］∈Ｒ
１×ｎ．

Ａ（：，ｊ）表示Ａ的第ｊ列，即

Ａ（：，ｊ）∶＝

ａ１ｊ
ａ２ｊ


ａ













ｍｊ

∈Ｒｍ．

用Ａ（ｉ：ｊ，ｐ：ｑ）表示表示从第ｉ到第ｊ行，第ｐ到
ｑ列的子矩阵（ｓｕｂｍａｔｒｉｘ）（这里冒号可以理解为
“到”），即

１９２
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Ａ（ｉ：ｊ，ｐ：ｑ）∶＝
ａｉ，ｐ ａｉ，ｐ＋１ ａｉ，ｐ＋２ … ａｉ，ｑ
ａｉ＋１，ｐａｉ＋１，ｐ＋１ａｉ＋１，ｐ＋２…ａｉ＋１，ｑ
ａｉ＋２，ｐａｉ＋２，ｐ＋１ａｉ＋２，ｐ＋２…ａｉ＋２，ｑ
   

ａｊ，ｐ ａｊ，ｐ＋１ ａｊ，ｐ＋２ … ａｊ，















ｑ

∈Ｒ（ｊ－ｉ＋１）×（ｑ－ｐ＋１）．

类似地，有

Ａ（：，ｐ：ｑ）∶＝
ａ１，ｐ ａ１，ｐ＋１ ａ１，ｐ＋２ … ａ１，ｑ
ａ２，ｐ ａ２，ｐ＋１ ａ２，ｐ＋２ … ａ２，ｑ
ａ３，ｐ ａ３，ｐ＋１ ａ３，ｐ＋２ … ａ３，ｑ
   

ａｍ，ｐ ａｍ，ｐ＋１ ａｍ，ｐ＋２ … ａｍ，















ｑ

∈Ｒｍ×（ｑ－ｐ＋１），

Ａ（ｉ：ｊ，：）∶＝
ａｉ，１ ａｉ，２ ａｉ，３ … ａｉ，ｎ
ａｉ＋１，１ ａｉ＋１，２ ａｉ＋１，３ … ａｉ＋１，ｎ
ａｉ＋２，１ ａｉ＋２，２ ａｉ＋２，３ … ａｉ＋２，ｎ
   

ａｊ，１ ａｊ，２ ａｊ，３ … ａｊ，















ｎ

∈Ｒ（ｊ－ｉ＋１）×ｎ．

例如

Ｂ∶＝Ａ（２：４，３：６）＝

ａ２３ ａ２４ ａ２５ ａ２６
ａ３３ ａ３４ ａ３５ ａ３６
ａ４３ ａ４４ ａ４５ ａ









４６

∈Ｒ３×４，

那么

Ｂ（：，１：２）＝＝

ｂ１１ ｂ１２
ｂ２１ ｂ２２
ｂ３１ ｂ









３２

＝

ａ２３ ａ２４
ａ３３ ａ３４
ａ４３ ａ









４４

∈Ｒ３×２．

２　线性回归系统（ＬＲ）

２．１　随机梯度算法（ＳＧ）
考虑线性回归模型（ｌｉｎｅａｒｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎｍｏｄｅｌ）
ｙ（ｔ）＝φＴ（ｔ）θ＋ｖ（ｔ）， （１）

其中｛ｙ（ｔ）｝是观测输出序列，｛ｖ（ｔ）｝是零均值不相

关随机噪声序列，φ（ｔ）∈Ｒｎ是观测数据构成的可测
信息向量，θ∈Ｒｎ是要估计的参数向量．假设 ｔ≤０
时，ｙ（ｔ）＝０，φ（ｔ）＝０和ｖ（ｔ）＝０．

估计系统（１）中参数向量 θ的随机梯度算法
（ＳｔｏｃｈａｓｔｉｃＧｒａｄｉｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＳＧ算法）如下：

θ^（ｔ）＝^θ（ｔ－１）＋φ（ｔ）ｒ（ｔ）［ｙ（ｔ）－φ
Ｔ（ｔ）^θ（ｔ－１）］，

　　θ^（０）＝１ｎ／ｐ０＞０， （２）
ｒ（ｔ）＝ｒ（ｔ－１）＋‖φ（ｔ）‖２，　ｒ（０）＝１． （３）

式（２）有下列２种计算方式（式中多余的括号表示
计算顺序）：

θ^（ｔ）＝^θ（ｔ－１）＋ φ（ｔ）ｒ（ｔ{ }）ｅ（ｔ）， （４）

ｅ（ｔ）∶＝ｙ（ｔ）－φＴ（ｔ）^θ（ｔ－１）， （５）
和

θ^（ｔ）＝^θ（ｔ－１）＋φ（ｔ）ｅ（ｔ）ｒ（ｔ{ }）． （６）

对于递推算法（迭代算法），只需列出每一步递

推计算（迭代计算）的计算量．式（４）的乘法次数为
２ｎ，加法次数为ｎ；式（６）的乘法次数为ｎ＋１，加法次
数为ｎ．故式（６）比式（４）的计算量小．因此，存在一
种计算方式，使得算法的计算量达到最小．式（５）新
息ｅ（ｔ）的乘法次数为ｎ，加法次数为ｎ；式（３）的乘法
次数为ｎ，加法次数也为 ｎ．因此，算法（３）—（５）的
乘法次数为 ４ｎ，加法次数也为 ３ｎ，计算量为 ７ｎ
ｆｌｏｐｓ；算法（３）和（５）—（６）的乘法次数为３ｎ＋１，加
法次数也为３ｎ，计算量为（６ｎ＋１）ｆｌｏｐｓ．因此，随机
梯度算法的最小计算量为（６ｎ＋１）ｆｌｏｐｓ．表１列出
了ＳＧ算法（２）—（３）每一步递推计算中的乘法次
数、加法次数和ｆｌｏｐ数．

２．２　最小二乘算法（ＬＳ）
考虑式（１）的线性回归模型（ｌｉｎｅａｒｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ

ｍｏｄｅｌ），重写如下：
ｙ（ｔ）＝φＴ（ｔ）θ＋ｖ（ｔ）． （７）

定义二次准则函数（ｑｕａｄｒａｔｉｃｃｒｉｔｅｒｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎ）

表１　随机梯度算法的计算量
Ｔａｂｌｅ１　ＴｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅＳＧａｌｇｏｒｉｔｈｍ

变量 计算次序 乘法次数 加法次数

θ^（ｔ）
ｅ（ｔ）∶＝ｙ（ｔ）－φＴ（ｔ）^θ（ｔ－１）∈Ｒ

θ^（ｔ）＝^θ（ｔ－１）＋φ（ｔ）［ｅ（ｔ）／ｒ（ｔ）］∈Ｒｎ
ｎ

ｎ＋１

ｎ

ｎ

ｒ（ｔ） ｒ（ｔ）＝ｒ（ｔ－１）＋‖φ（ｔ）‖２∈Ｒ ｎ ｎ

总数 ３ｎ＋１ ３ｎ

总ｆｌｏｐ数 ６ｎ＋１

２９２
丁锋．辨识方法的计算效率（１）：递推算法．
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　　Ｊ１（θ）∶＝∑
ｔ

ｊ＝１
［ｙ（ｊ）－φＴ（ｊ）θ］２．

参考文献［４］，令 Ｊ１（θ）对 θ的偏导数为零，得到参
数向量θ的最小二乘估计（ＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓＥｓｔｉｍａｔｅ，
ＬＳＥ估计）：

θ^（ｔ） [＝ ∑
ｔ

ｊ＝１
φ（ｊ）φＴ（ｊ]） － [１ ∑

ｔ

ｊ＝１
φ（ｊ）ｙ（ｊ]） ．（８）

这是最小二乘估计一次完成算法（ｄｉｒｅｃｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ）．
对于每一个ｔ，式（８）都要计算矩阵逆，计算量很大．
下面用递推方式来实现（计算）这个最小二乘估计．
值得指出的是，与递推最小二乘算法的不同，这里的

递推不是参数估计计算式的递推，而是一些中间变

量的递推计算．
定义协方差阵Ｐ（ｔ）和向量ξ（ｔ）如下：

Ｐ－１（ｔ）∶＝∑
ｔ

ｊ＝１
φ（ｊ）φＴ（ｊ）＝Ｐ－１（ｔ－１）＋φ（ｊ）φＴ（ｊ），

　　Ｐ（０）＝ｐ０Ｉｎ ＞０， （９）

ξ（ｔ）∶＝∑
ｔ

ｊ＝１
φ（ｊ）ｙ（ｊ）＝ξ（ｔ－１）＋φ（ｔ）ｙ（ｔ），

　　ξ（０）＝０． （１０）
式（８）的最小二乘估计可以表示为

θ^（ｔ）＝Ｐ（ｔ）ξ（ｔ）． （１１）
将矩阵求逆引理（ｍａｔｒｉｘｉｎｖｅｒｓｉｏｎｌｅｍｍａ）

（Ａ＋ＢＣ）－１＝Ａ－１－Ａ－１Ｂ（Ｉ＋ＣＡ－１Ｂ）－１ＣＡ－１ （１２）
应用到式（９），可得

Ｐ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）－Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）φ
Ｔ（ｔ）Ｐ（ｔ－１）

１＋φＴ（ｔ）Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）
．（１３）

式（１１），（１３）和（１０）构成了最小二乘算法（Ｌｅａｓｔ
Ｓｑｕａｒｅｓａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＬＳ算法）：

θ^（ｔ）＝Ｐ（ｔ）ξ（ｔ）， （１４）

Ｐ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）－Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）φ
Ｔ（ｔ）Ｐ（ｔ－１）

１＋φＴ（ｔ）Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）
，

　　Ｐ（０）＝ｐ０Ｉｎ， （１５）
ξ（ｔ）＝ξ（ｔ－１）＋φ（ｔ）ｙ（ｔ），　ξ（０）＝０．（１６）

令ζ（ｔ）∶＝Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）∈Ｒｎ．注意到Ｐ（ｔ）是对称阵
（ｓｙｍｍｅｔｒｉｃｍａｔｒｉｘ），上式可以表示为

Ｐ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）－ ζ（ｔ）ζＴ（ｔ）
１＋φＴ（ｔ）ζ（ｔ）

＝

　　Ｐ（ｔ－１）－ ζ（ｔ）
１＋φＴ（ｔ）ζ（ｔ{ }）ζＴ（ｔ）． （１７）

表２为最小二乘算法的计算量．

２．３　递推最小二乘算法（ＲＬＳ）
参考文献［４］，式（７）参数向量θ的递推最小二乘

算法（ＲｅｃｕｒｓｉｖｅＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＲＬＳ算法）为
θ^（ｔ）＝^θ（ｔ－１）＋Ｐ（ｔ）φ（ｔ）［ｙ（ｔ）－
　　φＴ（ｔ）^θ（ｔ－１）］， （１８）
Ｐ－１（ｔ）＝Ｐ－１（ｔ－１）＋φ（ｔ）φＴ（ｔ），
　　Ｐ（０）＝ｐ０Ｉ＞０． （１９）

定义增益向量Ｌ（ｔ）∶＝Ｐ（ｔ）φ（ｔ）∈Ｒｎ．式（１３）两边
右乘向量φ（ｔ）可得

Ｌ（ｔ）＝Ｐ（ｔ）φ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）
１＋φＴ（ｔ）Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）

＝

　　 ζ（ｔ）
１＋φＴ（ｔ）ζ（ｔ）

． （２０）

借助于增益向量 Ｌ（ｔ），式（１３）中 Ｐ（ｔ）有下列几种
形式：

Ｐ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）－Ｌ（ｔ）［１＋φＴ（ｔ）Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）］ＬＴ（ｔ）
＝［Ｉ－Ｌ（ｔ）φＴ（ｔ）］Ｐ（ｔ－１） （２１）
＝Ｐ（ｔ－１）［Ｉ－φ（ｔ）ＬＴ（ｔ）］ （２２）
＝Ｐ（ｔ－１）－Ｌ（ｔ）［Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）］Ｔ． （２３）

式（２１）或（２２）的计算量为（２ｎ３＋ｎ）ｆｌｏｐｓ，其中乘法
运算次数为 ｎ３＋ｎ２和加法运算次数为 ｎ３－ｎ２＋ｎ．
计算量是ｎ的立方，即Ｏ（ｎ３），这种计算方法计算量
太大，不可取．计算量最小的ＲＬＳ算法表达如下：

θ^（ｔ）＝^θ（ｔ－１）＋Ｌ（ｔ）［ｙ（ｔ）－φＴ（ｔ）^θ（ｔ－１）］，
　　θ^（０）＝１ｎ／ｐ０， （２４）

表２　最小二乘算法的计算量
Ｔａｂｌｅ２　Ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓａｌｇｏｒｉｔｈｍ

变量 计算次序 乘法次数 加法次数

θ^（ｔ） θ^（ｔ）＝Ｐ（ｔ）ξ（ｔ）∈Ｒｎ ｎ２ ｎ２－ｎ

Ｐ（ｔ）

ζ（ｔ）∶＝Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）∈Ｒｎ

Ｌ（ｔ）∶＝ζ（ｔ）／［１＋φＴ（ｔ）ζ（ｔ）］∈Ｒｎ

Ｐ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）－Ｌ（ｔ）ζＴ（ｔ）∈Ｒｎ×ｎ

ｎ２

２ｎ

ｎ２

ｎ２－ｎ

ｎ

ｎ２

ξ（ｔ） ξ（ｔ）＝ξ（ｔ－１）＋φ（ｔ）ｙ（ｔ）∈Ｒｎ ｎ ｎ

总数 ３ｎ２＋３ｎ ３ｎ２

总ｆｌｏｐ数 ６ｎ２＋３ｎ

３９２
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　　Ｌ（ｔ）＝ ［Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）］
１＋φＴ（ｔ）［Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）］

， （２５）

Ｐ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）－Ｌ（ｔ）［Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）］Ｔ，
　　Ｐ（０）＝ｐ０Ｉｎ． （２６）
ＲＬＳ算法（２４）—（２６）的计算量为（４ｎ２＋６ｎ）

ｆｌｏｐｓ，如表３所示［４］．ＲＬＳ算法的计算量比表２中最
小二乘估计的计算量小（６ｎ２＋３ｎ）－（４ｎ２＋６ｎ）＝
２ｎ２－３ｎ次，所以递推最小二乘算法的计算量比一次
完成最小二乘算法计算量小．

３　多元线性回归系统（ＭＬＲ）

考虑下列多元线性回归系统（ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅｌｉｎｅａｒ
ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎｓｙｓｔｅｍ）

ｙ（ｔ）＝Φ（ｔ）θ＋ｖ（ｔ）， （２７）
其中ｙ（ｔ）＝［ｙ１（ｔ），ｙ２（ｔ），…，ｙｍ（ｔ）］

Ｔ∈Ｒｍ为ｍ维
系统输出向量，Φ（ｔ）∈Ｒｍ×ｎ是由系统输入输出数据
构成的回归信息矩阵（通常ｎ＞ｍ），θ∈Ｒｎ是待辨识
的系统参数向量，ｖ（ｔ）＝［ｖ１（ｔ），ｖ２（ｔ），…，ｖｍ（ｔ）］

Ｔ∈
Ｒｍ是零均值白噪声向量．假设 ｔ≤０时，ｙ（ｔ）＝０，
Φ（ｔ）＝０和ｖ（ｔ）＝０．

３．１　多元随机梯度算法（ＭＳＧ）
定义和极小化梯度准则函数（ｇｒａｄｉｅｎｔｃｒｉｔｅｒｉｏｎ

ｆｕｎｃｔｉｏｎ）
Ｊ２（θ）∶＝‖ｙ（ｔ）－Φ（ｔ）θ‖

２，

可得估计参数向量θ的多元随机梯度算法（Ｍｕｌｔｉｖａ
ｒｉａｔｅＳｔｏｃｈａｓｔｉｃＧｒａｄｉｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＭＳＧ算法）［９，１１］：

θ^（ｔ）＝^θ（ｔ－１）＋Φ
Ｔ（ｔ）
Ｒ（ｔ）［ｙ（ｔ）－Φ（ｔ）^θ（ｔ－１）］，

　　θ^（０）＝１ｎ／ｐ０， （２８）
Ｒ（ｔ）＝Ｒ（ｔ－１）＋‖Φ（ｔ）‖２，　 Ｒ（０）＝１．（２９）

多元随机梯度估计算法（２８）—（２９）的计算量为
（６ｍｎ＋ｍ）ｆｌｏｐｓ，如表４所示．

３．２　多元最小二乘算法（ＭＬＳ）
定义和极小化最小二乘准则函数（ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ

ｃｒｉｔｅｒｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎ）

Ｊ３（θ）∶＝∑
ｔ

ｊ＝１
‖ｙ（ｊ）－Φ（ｊ）θ‖２．

令Ｊ３（θ）对θ的偏导数为零，得到参数向量θ的多元
最小二乘估计：

θ^（ｔ） [＝ ∑
ｔ

ｊ＝１
ΦＴ（ｊ）Φ（ｊ]） － [１ ∑

ｔ

ｊ＝１
ΦＴ（ｊ）ｙ（ｊ]） ． （３０）

定义协方差阵Ｐ（ｔ）和向量ξ（ｔ）如下：

Ｐ－１（ｔ）∶＝∑
ｔ

ｊ＝１
ΦＴ（ｊ）Φ（ｊ）＝Ｐ－１（ｔ－１）＋ΦＴ（ｊ）Φ（ｊ）∈Ｒｎ×ｎ，

Ｐ（０）＝ｐ０Ｉｎ， （３１）

ξ（ｔ）∶＝∑
ｔ

ｊ＝１
ΦＴ（ｊ）ｙ（ｊ）＝ξ（ｔ－１）＋ΦＴ（ｔ）ｙ（ｔ）∈Ｒｎ，

ξ（０）＝０． （３２）
计算式（３０）最小二乘估计 θ^（ｔ）的多元最小二乘算法

表３　ＲＬＳ算法每步的计算量
Ｔａｂｌｅ３　ＴｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅＲＬＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ

变量 计算次序 乘法次数 加法次数

θ^（ｔ）
ｅ（ｔ）∶＝ｙ（ｔ）－φＴ（ｔ）^θ（ｔ－１）∈Ｒ

θ^（ｔ）＝^θ（ｔ－１）＋Ｌ（ｔ）ｅ（ｔ）∈Ｒｎ
ｎ

ｎ

ｎ

ｎ

Ｌ（ｔ）
ζ（ｔ）∶＝Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）∈Ｒｎ

Ｌ（ｔ）＝ζ（ｔ）／［１＋φＴ（ｔ）ζ（ｔ）］∈Ｒｎ
ｎ２

２ｎ

（ｎ－１）ｎ

ｎ

Ｐ（ｔ） Ｐ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）－Ｌ（ｔ）ζＴ（ｔ）∈Ｒｎ×ｎ ｎ２ ｎ２

总　数 ２ｎ２＋４ｎ ２ｎ２＋２ｎ

总ｆｌｏｐ数 ４ｎ２＋６ｎ

表４　多元随机梯度算法的计算量
Ｔａｂｌｅ４　Ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｇｒａｄｉｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ

变量 计算次序 乘法次数 加法次数

θ^（ｔ）
ｅ（ｔ）∶＝ｙ（ｔ）－Φ（ｔ）^θ（ｔ－１）∈Ｒｍ

θ^（ｔ）＝^θ（ｔ－１）＋ΦＴ（ｔ）［ｅ（ｔ）Ｒ（ｔ）］∈Ｒｎ
ｍｎ

ｍｎ＋ｍ

ｍｎ

ｍｎ

Ｒ（ｔ） Ｒ（ｔ）＝Ｒ（ｔ－１）＋‖Φ（ｔ）‖２∈Ｒ ｍｎ ｍｎ

总　数 ３ｍｎ＋ｍ ３ｍｎ

总ｆｌｏｐ数 ６ｍｎ＋ｍ

４９２
丁锋．辨识方法的计算效率（１）：递推算法．

ＤＩＮＧＦｅｎｇ．Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ．ＰａｒｔＡ：Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．



（ＭｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＭＬＳ算法）如下：
θ^（ｔ）＝Ｐ（ｔ）ξ（ｔ）， （３３）
Ｐ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）－Ｐ（ｔ－１）ΦＴ（ｔ）［Ｉｍ＋
　　Φ（ｔ）Ｐ（ｔ－１）ΦＴ（ｔ）］－１Φ（ｔ）Ｐ（ｔ－１），
　　Ｐ（０）＝ｐ０Ｉｎ， （３４）
ξ（ｔ）＝ξ（ｔ－１）＋ΦＴ（ｔ）ｙ（ｔ），　 ξ（０）＝０．（３５）

多元最小二乘估计算法（３３）—（３５）的计算量为
［（４ｍ＋２）ｎ２＋４ｍ２ｎ－ｍ２－ｎ＋ｍ＋ｘ＋ｙ］ｆｌｏｐｓ，如表
５所示，其中ｘ和ｙ表示对矩阵 Λ（ｔ）求逆的乘法运
算次数与加法运算次数．

３．３　多元递推最小二乘算法（ＭＲＬＳ）
参考文献［４，９］，可以得到计算式（３０）参数估

计 θ^（ｔ）的递推最小二乘算法：
θ^（ｔ）＝^θ（ｔ－１）＋Ｐ（ｔ）ΦＴ（ｔ）［ｙ（ｔ）－
　　Φ（ｔ）^θ（ｔ－１）］，　θ^（０）＝１ｎ／ｐ０， （３６）
Ｐ－１（ｔ）＝Ｐ－１（ｔ－１）＋ΦＴ（ｔ）Φ（ｔ），
　　Ｐ（０）＝ｐ０Ｉｎ． （３７）

为避免计算式（３７）大矩阵Ｐ（ｔ）∈Ｒｎ×ｎ的逆（一
般ｎ＞ｍ），应用矩阵求逆引理于式（３７），能够得到等
价的估计多元线性回归系统（２７）参数向量θ的多元
递推最小二乘算法（ＭｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅＲｅｃｕｒｓｉｖｅＬｅａｓｔ
Ｓｑｕａｒｅｓａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＭＲＬＳ算法）：

θ^（ｔ）＝^θ（ｔ－１）＋Ｌ（ｔ）［ｙ（ｔ）－Φ（ｔ）^θ（ｔ－１）］，
　　θ^（０）＝１ｎ／ｐ０， （３８）
Ｌ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）ΦＴ（ｔ）［Ｉｍ＋
　　Φ（ｔ）Ｐ（ｔ－１）ΦＴ（ｔ）］－１， （３９）
Ｐ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）－Ｌ（ｔ）Φ（ｔ）Ｐ（ｔ－１），
　　Ｐ（０）＝ｐ０Ｉｎ． （４０）

多元递推最小二乘估计算法（３８）—（４０）的计算量
为（４ｍｎ２＋４ｍ２ｎ＋２ｍｎ－ｍ２＋ｍ＋ｘ＋ｙ）ｆｌｏｐｓ，如表６
所示．多元递推最小二乘算法的计算量比多元最小二
乘估计的计算量小［（４ｍ＋２）ｎ２＋４ｍ２ｎ－ｍ２－ｎ＋
ｍ＋ｘ＋ｙ］－［４ｍｎ２＋４ｍ２ｎ＋２ｍｎ－ｍ２＋ｍ＋ｘ＋ｙ］＝
（２ｎ２－２ｍｎ－ｎ）ｆｌｏｐｓ．

表５　多元最小二乘估计算法的计算量
Ｔａｂｌｅ５　Ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓａｌｇｏｒｉｔｈｍ

变量 计算次序 乘法次数 加法次数

θ^（ｔ） θ^（ｔ）＝Ｐ（ｔ）ξ（ｔ）∈Ｒｎ ｎ２ ｎ２－ｎ

Ｐ（ｔ）

Ｑ（ｔ）∶＝Ｐ（ｔ－１）ΦＴ（ｔ）∈Ｒｍ×ｍ

Λ（ｔ）∶＝Ｉ－ｍ＋Φ（ｔ）Ｑ（ｔ）∈Ｒｍ×ｍ

Λ′（ｔ）∶＝Λ－１（ｔ）∈Ｒｍ×ｍ

Ｌ（ｔ）∶＝Ｑ（ｔ）Λ′（ｔ）∈Ｒｎ×ｍ

Ｐ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）－Ｌ（ｔ）ＱＴ（ｔ）∈Ｒｎ×ｎ

ｍｎ２

ｍ２ｎ

ｘ

ｍ２ｎ

ｍｎ２

ｍｎ２－ｍｎ

ｍ２ｎ－ｍ２＋ｍ

ｙ

ｍ２ｎ－ｍｎ

ｍｎ２

ξ（ｔ） ξ（ｔ）＝ξ（ｔ－１）＋ΦＴ（ｔ）ｙ（ｔ）∈Ｒｎ ｍｎ ｍｎ

总　数 （２ｍ＋１）ｎ２＋２ｍ２ｎ＋ｍｎ＋ｘ （２ｍ＋１）ｎ２＋２ｍ２ｎ－ｍｎ－ｍ２－ｎ＋ｍ＋ｙ

总ｆｌｏｐ数 （４ｍ＋２）ｎ２＋４ｍ２ｎ－ｍ２－ｎ＋ｍ＋ｘ＋ｙ

表６　多元递推最小二乘算法的计算量
Ｔａｂｌｅ６　Ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅｒｅｃｕｒｓｉｖｅｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓａｌｇｏｒｉｔｈｍ

变量 计算次序 乘法次数 加法次数

θ^（ｔ）
ｅ（ｔ）∶＝ｙ（ｔ）－Φ（ｔ）^θ（ｔ－１）∈Ｒｍ

θ^（ｔ）＝^θ（ｔ－１）＋Ｌ（ｔ）ｅ（ｔ）∈Ｒｎ
ｍｎ

ｍｎ

ｍｎ

ｍｎ

Ｌ（ｔ）

Ｑ（ｔ）∶＝Ｐ（ｔ－１）ΦＴ（ｔ）∈Ｒｎ×ｍ

Λ（ｔ）∶＝Ｉｍ＋Φ（ｔ）Ｑ（ｔ）∈Ｒｍ×ｍ

Λ′（ｔ）∶＝Λ－１（ｔ）∈Ｒｍ×ｍ

Ｌ（ｔ）∶＝Ｑ（ｔ）Λ′（ｔ）∈Ｒｎ×ｍ

ｍｎ２

ｍ２ｎ

ｘ

ｍ２ｎ

ｍｎ２－ｍｎ

ｍ２ｎ－ｍ２＋ｍ

ｙ

ｍ２ｎ－ｍｎ

Ｐ（ｔ） Ｐ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）－Ｌ（ｔ）ＱＴ（ｔ）∈Ｒｎ×ｎ ｍｎ２ ｍｎ２

总　数 ２ｍｎ２＋２ｍ２ｎ＋２ｍｎ＋ｘ ２ｍｎ２＋２ｍ２ｎ－ｍ２＋ｍ＋ｙ

总ｆｌｏｐ数 ４ｍｎ２＋４ｍ２ｎ＋２ｍｎ－ｍ２＋ｍ＋ｘ＋ｙ

５９２
学报：自然科学版，２０１２，４（４）：２８９３００

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ，２０１２，４（４）：２８９３００



４　多输入多输出系统（ＭＩＭＯ）

考虑下列多输入多输出系统（ＭｕｌｔｉＩｎｐｕｔＭｕｌｔｉ
Ｏｕｔｐｕｔｓｙｓｔｅｍ，ＭＩＭＯ系统），即多变量系统（ｍｕｌｔｉｖａ
ｒｉａｂｌｅｓｙｓｔｅｍ）［１２１３］

Ａ（ｚ）ｙ（ｔ）＝Ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＋ｖ（ｔ），
其中ｕ（ｔ）∈Ｒｒ为系统输入向量，ｙ（ｔ）∈Ｒｍ为系统
输出向量，ｖ（ｔ）∈Ｒｍ为零均值随机噪声向量，Ａ（ｚ）
和Ｂ（ｚ）均为单位后移算子 ｚ－１的多项式矩阵
［ｚ－１ｙ（ｔ）＝ｙ（ｔ－１）］，且

Ａ（ｚ）∶＝Ｉ＋Ａ１ｚ
－１＋Ａ２ｚ

－２＋…＋Ａｎａｚ
－ｎａ，

Ｂ（ｚ）∶＝Ｂ１ｚ
－１＋Ｂ２ｚ

－２＋…＋Ｂｎｂｚ
－ｎｂ．

假设阶次ｎａ和ｎｂ已知，｛ｕ（ｔ），ｙ（ｔ）｝是观测输入输
出数据，Ａｉ∈Ｒ

ｍ×ｍ和Ｂｉ∈Ｒ
ｍ×ｒ是待辨识的系统参数

矩阵．
定义参数矩阵θ和信息向量φ（ｔ）如下：
θＴ∶＝［Ａ１，Ａ２，…，Ａｎａ，Ｂ１，…，Ｂｎｂ］∈Ｒ

ｍ×ｎ，

　　 ｎ∶＝ｍｎａ＋ｒｎｂ，

φ（ｔ）∶＝［－ｙＴ（ｔ－１），－ｙＴ（ｔ－２），…，
　　－ｙＴ（ｔ－ｎａ），ｕ

Ｔ（ｔ－１），ｕＴ（ｔ－２），…，
　　ｕＴ（ｔ－ｎｂ）］

Ｔ∈Ｒｎ．
则式（４１）可等价写为

ｙ（ｔ）＝θＴφ（ｔ）＋ｖ（ｔ）． （４２）
式（４２）称为多变量系统的辨识模型或辨识表达式．

４．１　多变量随机梯度算法（ＭＳＧ）
定义和极小化梯度准则函数（ｇｒａｄｉｅｎｔｃｒｉｔｅｒｉｏｎ

ｆｕｎｃｔｉｏｎ）
Ｊ４（θ）∶＝‖ｙ（ｔ）－θ

Ｔφ（ｔ）‖２，

可得估计系统（４２）参数矩阵θ的多变量随机梯度算
法（ＭｕｌｔｉｖａｒｉａｂｌｅＳｔｏｃｈａｓｔｉｃＧｒａｄｉｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＭＳＧ）
算法：

θ^（ｔ）＝^θ（ｔ－１）＋φ（ｔ）ｒ（ｔ）ｅ
Ｔ（ｔ），

　　θ^（０）＝１ｎ×ｍ／ｐ０， （４３）
ｅ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－^θＴ（ｔ－１）φ（ｔ）， （４４）

ｒ（ｔ）＝ｒ（ｔ－１）＋‖φ（ｔ）‖２，　 ｒ（０）＝１．（４５）
多变量随机梯度辨识算法（４３）—（４５）的计算量为
（４ｍｎ＋ｍ＋２ｎ）ｆｌｏｐｓ，如表７所示．

４．２　多变量最小二乘算法（ＭＬＳ）
令Ｊ４（θ）对θ的偏导数为零，得到参数向量θ的

多变量最小二乘估计：

θ^（ｔ） [＝∑
ｔ

ｊ＝１
φ（ｊ）φＴ（ｊ]） － [１ ∑

ｔ

ｊ＝１
φ（ｊ）ｙＴ（ｊ]） ．（４６）

定义协方差阵Ｐ（ｔ）和矩阵Ξ（ｔ）如下：

Ｐ－１（ｔ）∶＝∑
ｔ

ｊ＝１
φ（ｊ）φＴ（ｊ）＝Ｐ－１（ｔ－１）＋

　　φ（ｊ）φＴ（ｊ）∈Ｒｍ×ｎ，　Ｐ（０）＝ｐ０Ｉｎ，（４７）

Ξ（ｔ）∶＝∑
ｔ

ｊ＝１
φ（ｊ）ｙＴ（ｊ）＝Ξ（ｔ－１）＋

　　φ（ｔ）ｙＴ（ｔ）∈Ｒｎ×ｍ，　 Ξ（０）＝０． （４８）
计算式（４６）最小二乘估计 θ^（ｔ）的多变量最小

二乘算法（ＭｕｌｔｉｖａｒｉａｂｌｅＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＭＬＳ
算法）如下：

θ^（ｔ）＝Ｐ（ｔ）Ξ（ｔ）， （４９）

Ｐ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）－Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）φ
Ｔ（ｔ）Ｐ（ｔ－１）

１＋φＴ（ｔ）Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）
，

　　Ｐ（０）＝ｐ０Ｉｎ， （５０）
Ξ（ｔ）＝Ξ（ｔ－１）＋φ（ｔ）ｙＴ（ｔ），　Ξ（０）＝０．（５１）

多变量最小二乘辨识算法（４９）—（５１）的计算量为
（ｍ＋２）ｎ（２ｎ＋１）ｆｌｏｐｓ，如表８所示．

４．３　多变量递推最小二乘算法（ＭＲＬＳ）
参考文献［４，９］，可以得到计算式（４６）参数估

计 θ^（ｔ）的递推最小二乘算法：
θ^（ｔ）＝^θ（ｔ－１）＋Ｐ（ｔ）φ（ｔ）［ｙ（ｔ）－
　　θ^Ｔ（ｔ－１）φ（ｔ）］Ｔ， （５２）
Ｐ－１（ｔ）＝Ｐ－１（ｔ－１）＋φ（ｔ）φＴ（ｔ），
　　Ｐ（０）＝ｐ０Ｉｎ． （５３）
为避免计算式（５３）矩阵Ｐ（ｔ）∈Ｒｎ×ｎ的逆，应用

矩阵求逆引理于式（５３），能够得到等价的估计多变
量线性回归系统（４２）参数向量θ的多变量递推最小

表７　多变量随机梯度算法的计算量
Ｔａｂｌｅ７　Ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｍｕｌｔｉｖａｒｉａｂｌｅｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｇｒａｄｉｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ

变量 计算次序 乘法次数 加法次数

θ^（ｔ） θ^（ｔ）＝^θ（ｔ－１）＋φ（ｔ）［ｅＴ（ｔ）／ｒ（ｔ）］∈Ｒｎ×ｍ ｍｎ＋ｍ ｍｎ

ｅ（ｔ） ｅ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－^θＴ（ｔ－１）φ（ｔ）∈Ｒｍ ｍｎ ｍｎ

ｒ（ｔ） ｒ（ｔ）＝ｒ（ｔ－１）＋‖φ（ｔ）‖２∈Ｒ ｎ ｎ

总　数 ２ｍｎ＋ｍ＋ｎ ２ｍｎ＋ｎ

总ｆｌｏｐ数 ４ｍｎ＋ｍ＋２ｎ

６９２
丁锋．辨识方法的计算效率（１）：递推算法．

ＤＩＮＧＦｅｎｇ．Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ．ＰａｒｔＡ：Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．



二乘算法（ＭｕｌｔｉｖａｒｉａｂｌｅＲｅｃｕｒｓｉｖｅＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓａｌｇｏ
ｒｉｔｈｍ，ＭＲＬＳ算法）：

θ^（ｔ）＝^θ（ｔ－１）＋Ｌ（ｔ）［ｙ（ｔ）－^θＴ（ｔ－１）φ（ｔ）］Ｔ，
　　θ^（０）＝１ｎ×ｍ／ｐ０， （５４）
Ｌ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）［１＋
　　φＴ（ｔ）Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）］－１， （５５）
Ｐ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）－Ｌ（ｔ）φＴ（ｔ）Ｐ（ｔ－１），
　　Ｐ（０）＝ｐ０Ｉｎ． （５６）

多变量递推最小二乘辨识算法（５４）—（５６）的计算
量为（４ｎ２＋４ｍｎ＋２ｎ）ｆｌｏｐｓ，如表９所示．多变量递
推最小二乘算法的计算量比多变量最小二乘估计的

计算量小［（ｍ＋２）ｎ（２ｎ＋１）］－［４ｎ２＋４ｍｎ＋２ｎ］＝

（２ｎ－３）ｍｎｆｌｏｐｓ．

５　结语

与辨识算法的收敛速率、参数估计精度一样，辨

识算法的计算效率与计算量也是评价辨识算法性能

的重要指标．本文主要讨论了线性回归系统、多元线
性回归系统、多变量系统的随机梯度辨识算法、最小

二乘辨识算法、递推最小二乘辨识算法的计算量．进
一步可以研究辅助模型辨识算法［１４２０］、多新息辨识

方法［２１３５］、递阶辨识方法［３６５０］、耦合辨识方法［９，５１］等

的计算效率．

表８　多变量最小二乘估计算法的计算量
Ｔａｂｌｅ８　Ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｍｕｌｔｉｖａｒｉａｂｌｅｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓａｌｇｏｒｉｔｈｍ

变量 计算次序 乘法次数 加法次数

θ^（ｔ） θ^（ｔ）＝Ｐ（ｔ）Ξ（ｔ）∈Ｒｎ×ｍ ｍｎ２ ｍｎ２－ｍｎ

Ｐ（ｔ）

ζ（ｔ）∶＝Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）∈Ｒｎ

Ｌ（ｔ）∶＝ζ（ｔ）／［１＋φＴ（ｔ）ζ（ｔ）］）∈Ｒｎ

Ｐ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）－Ｌ（ｔ）ζＴ（ｔ）∈Ｒｎ×ｎ

ｎ２

２ｎ

ｎ２

ｎ２－ｎ

ｎ

ｎ２

Ξ（ｔ） Ξ（ｔ）＝Ξ（ｔ－１）＋φ（ｔ）ｙＴ（ｔ）∈Ｒｎ×ｍ ｍｎ ｍｎ

总　数 （ｍ＋２）ｎ（ｎ＋１） （ｍ＋２）ｎ２

总ｆｌｏｐ数 （ｍ＋２）ｎ（２ｎ＋１）

表９　多变量递推最小二乘算法的计算量
Ｔａｂｌｅ９　Ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｍｕｌｔｉｖａｒｉａｂｌｅｒｅｃｕｒｓｉｖｅｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓａｌｇｏｒｉｔｈｍ

变量 计算次序 乘法次数 加法次数

θ^（ｔ）
ｅ（ｔ）∶＝ｙ（ｔ）－^θＴ（ｔ－１）φ（ｔ）∈Ｒｍ

θ^（ｔ）＝^θ（ｔ－１）＋Ｌ（ｔ）ｅＴ（ｔ）∈Ｒｎ×ｍ
ｍｎ

ｍｎ

ｍｎ

ｍｎ

Ｌ（ｔ）
ζ（ｔ）∶＝Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）∈Ｒｎ

Ｌ（ｔ）∶＝ζ（ｔ）／［１＋φＴ（ｔ）ζ（ｔ）］）∈Ｒｎ
ｎ２

２ｎ

ｎ２－ｎ

ｎ

Ｐ（ｔ） Ｐ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）－Ｌ（ｔ）ζＴ（ｔ）∈Ｒｎ×ｎ ｎ２ ｎ２

总　数 ２ｎ２＋２ｍｎ＋２ｎ ２ｎ２＋２ｍｎ

总ｆｌｏｐ数 ４ｎ２＋４ｍｎ＋２ｎ
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