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系统辨识( 8 ) : 耦合辨识概念与方法
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摘要

耦合辨识是系统辨识的一个重要分支，是

新近发展和提炼形成的一种辨识概念，主要用

于研究结构复杂的参数耦合线性和非线性多

变量系统的辨识问题． 辅助模型辨识思想、多

新息辨识理论、递阶辨识原理、耦合辨识概念

是本文作者提出的一些新的辨识研究思路、理
念和方法，分别能够用于研究存在未知过程变

量的不可测系统的辨识，能够提高辨识方法的

收敛速度和参数估计精度，能够解决结构复

杂、大规模多变量系统及参数耦合多变量系统

的辨识问题、减小辨识算法的计算量．
首先介绍多变量系统耦合辨识概念，在此

基础上讨论多变量系统的几种( 全) 耦合最小

二乘辨识方法、( 全) 耦合随机梯度辨识方法、
部分耦合随机梯度辨识方法、部分耦合最小二

乘辨识方法等，最后说明耦合辨识方法可推广

用于有色噪声干扰多变量系统的辨识，并列出

了一些多变量系统模型结构，阐述了耦合辨识

概念可以结合辅助模型辨识思想、多新息辨识

理论、递阶辨识原理、迭代搜索原理 ( 梯度迭

代、最小二乘迭代、牛顿迭代) 等来研究线性

或非线性多变量系统的辨识问题．
关键词

迭代辨识; 递推辨识; 参数估计; FIR
模型; 方程误差模型; CAR 模型; CARMA
模型; CARAR 模型; CARARMA 模型; 输

出误差模型; OEMA 模型; OEAR 模型; 辅

助模型辨识; 多新息辨识; 递阶辨识; 耦

合辨识

中图分类号 TP273
文献标志码 A

收稿日期 2012-06-04
资助项目 国家自然科学基金( 60973043)

作者简介

丁锋，男，博士，教授，博士生导师，主要从

事系统辨识、过程建模、自适应控制方面的研

究． fding@ jiangnan． edu． cn

1 江南大学 物联网工程学院，无锡，214122
2 江南大学 控制科学与工程研究中心，无锡，

214122
3 江南大学 教育部轻工过程先进控制重点

实验室，无锡，214122

0 引言

科学的发展是多层次的、多方位的，大到宏观宇宙太空的探索，

小到微观粒子的划分． 科学创新需要与众不同的思想，科学发现可能

源于大胆的假说、推断、猜测，甚至是一般人认为不可能的假设． 例

如，牛顿的万有引理定律; 笔者提出的辅助模型辨识思想、多新息辨

识理论、递阶辨识原理，以及本文的耦合辨识概念等． 再如，在经典运

动物理学中，对于不同惯性参照系，荷兰物理学家亨德里克·洛伦兹

( 1853—1928 年) 推导出不同惯性参照系之间物理量的转换关系，在

数学上表现为几个简单的方程式( 类似于高中数学中的坐标平移或

坐标变换方程) ． 这些简单的坐标变换方程后被称为著名的洛伦兹变

换( Lorentz transformation) ． 洛伦兹变换也成为狭义相对论( special rel-
ativity) 中的基本方程组．

在一个相对的空间里，阿尔伯特·爱因斯坦( 1879—1955 年) 作了

一个大胆的“绝对的”假设: 不同参照系中光速是不变的，即光速是绝

对的，或光速不变原理假设，从而导致相对论的诞生． 众所周知，坐在

火车上的人与火车相对速度为零，不可解释骑在光速上的人与光线

的速度仍然是光速，即光速没有相对性，相对论的解释是光速太高

( 这不需要解释，因为本身就是一种假设，这个绝对的假设作为唯一

绝对的参照系) ． 光速不变就把不同参照系中的洛伦兹方程链接起

来，进行简单的求解，就得出时间、长度、质量等在不同参照系中都是

变化的． 这改变了人们的时空观． 所以说“洛伦兹变换公式”是爱因斯

坦狭义相对论的数学基础． 爱因斯坦对相对论的主要贡献就是基于

洛伦兹变换，假设光速是不变的． 这也是为什么有的学者评论: “爱因

斯坦是否偷了洛伦兹的思想?”
科学发现需要敏锐的洞察力、大胆的假说和假设，还需要坚忍的

毅力． 20 世纪 70 年代初，物理学家们普遍认为，世界上只有 3 种夸

克，用 3 种夸克的理论就能够解释世界上所有的现象． 1974 年，丁肇

中教授提出了“寻找新粒子与新物质”的实验方案，可惜未能被多数

物理学家们重视，但他执著地求索，最终在实验中发现了新粒子———J
粒子，这一实验结果证明了当时 3 种夸克的理论是错误的． 这个发现，

被国际高能物理学界誉为物理发展史上的一个重要里程碑． 丁肇中

教授在回忆这段实验经历时说: “做基础研究要有信心，做你认为正

确的事，就要坚持去做，不要畏惧困难，不要因为多数人的反对而改



变，也不要去管其他人怎么看，换句话说，要原谅大

多数人的错误． 科学是少数人推翻多数人的观念，科

学是多数服从少数，只有少数人把多数人的观念推

翻以后，科学才能向前发展，才能引领社会前进．”
记得 20 年前，笔者在清华大学攻读博士学位时，

选择了“时变系统辨识”作为博士论文研究课题，得到

笔者导师方崇智教授等老一辈过程辨识专家的反对，

他们以及领域同行都认为系统辨识发展得很成熟，要

想作出成绩极其困难，建议选择一个容易取得成果的

课题． 但笔者坚持了自己的选择，完全是出于对系统

辨识的爱，这种爱使笔者能不断克服研究工作中的重

重困难，并有坚强的毅力去面对和攻克一个个科学难

题，取得一个个新的突破． 尽管这种毅力使笔者失去

早在 1997 年评上清华大学教授的机会，但令人愉悦

的是对科学的贡献，得到的是对系统辨识的贡献—辅

助模型辨识思想的创立、多新息辨识理论的提出、递
阶辨识原理的诞生、耦合辨识概念的形成，以及用于

随机时变系统参数估计算法和自适应控制算法收敛

性研究的鞅超收敛定理的问世
［1-3］．

笔者认为: 科学发现、科学创新的方式是多样

的，探索未知是一种创新，从小到大是一种创新( 如

发现遥远的巨大天体) ，从大到小也是一种创新( 如

发现构成物质的基本粒子、微粒子、微微粒子等) ． 对

研究建立系统数学模型的系统辨识学科来说，对于

存在未知过程变量的系统来说，用系统的可测信息

建立一个辅助模型，用辅助模型的输出代替系统的

不可测未知变量，从而解决存在未知内部变量的系

统辨识问题，这种新的研究思路就是辅助模型辨识

思想． 回顾标量代数到线性代数，再到矩阵代数、矩

阵理论的发展历程，就是从小到大的过程． 多新息辨

识理论就是从小到大的例子: 将系统的标量辨识新

息扩展为新息向量，将向量新息扩展为新息矩阵，从

而诞生了多新息辨识理论与多新息辨识方法． 递阶

辨识原理就是从大到小的例子: 采用分解技术，将维

数高、结构复杂的大规模系统的辨识问题化为维数

低、相对容易的辨识问题进行求解，导致了递阶辨识

方法，这就是递阶辨识原理产生的基础． 耦合辨识概

念就是基于一个合理假设，新的数据可以改进参数

估计精度，将共有的子系统辨识算法中的参数估计

连接起来，提出了耦合辨识方法，这就是耦合辨识概

念的形成过程．
新思想、新理论、新原理、新概念的诞生都是科

学史上的重要里程碑． 就研究建立系统数学模型的

理论与方法的系统辨识而言，辅助模型辨识思想、多
新息辨识理论、递阶辨识原理、耦合辨识概念的诞

生，有助于推动系统辨识学科的研究进程
［4-11］． 笔者

认为: 新的方法，可以根据某种准则或原理推导出

来，也可以采用某种近似，或类比，或某种合理的假

设直接给出． 这些新方法可能目前无法用严密的数

学语言进行推导，倘若能证明这些方法的有效性，或

仿真实验结果可行，或实际应用成功，那么不管在什

么假 设 下、不 管 用 什 么 途 径 提 出 的 方 法 都 是 有

效的
［12］．
本文介绍一类新型的辨识方法: 耦合辨识方法．

它是基于本文作者提出的耦合辨识概念而建立的一

些辨识方法． 耦合辨识的第 1 篇重要研究论文发表

在国 际 著 名 期 刊《IEEE Transactions on Automatic
Control》［13］

上． 基于耦合辨识概念的耦合辨识方法

可望发展为一个崭新的辨识领域，耦合辨识概念可

以用于研究各种结构复杂的线性或非线性多变量系

统的辨识问题． 本文应用耦合辨识概念，讨论一些原

创性耦合辨识方法，在本刊首次公开发表． 本文较

长，为便于阅读，特将本文框架结构列示如下．
0 引言

1 耦合辨识概念

2 全耦合辨识方法( C-LS)

2. 1 子系统最小二乘估计算法( SLS)

2. 2 耦合最小二乘估计算法( C-LS)

2. 3 耦合随机梯度估计算法( C-SG)

3 部分耦合随机梯度辨识方法( PC-SG)

3. 1 随机梯度辨识算法( SG)

3. 2 子系统随机梯度辨识算法( SSG)

3. 3 部分耦合随机梯度辨识算法( PC-SG)

4 部分耦合最小二乘辨识方法( PC-LS)

4. 1 最小二乘辨识算法( LS)

4. 2 子系统最小二乘辨识算法( SLS)

4. 3 部分耦合子系统最小二乘辨识算法

( PC-SLS)

4. 4 部分耦合最小二乘辨识算法( PC-LS)

5 有色噪色干扰的多变量系统耦合辨识方法

5. 1 多变量伪线性回归系统的全耦合辨识

方法

5. 2 类多变量方程误差类系统的部分耦合

辨识方法

5. 3 类多变量输出识差类系统的部分耦合

辨识方法
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5. 4 多变量方程误差类系统的耦合辨识方法

5. 5 多变量输出误差类系统的耦合辨识

方法

6 结语

1 耦合辨识概念

耦合辨识概念( coupled identification concept) 主

要用于研究结构复杂、子系统间存在参数耦合的线

性或非线性多变量系统辨识问题． 简单地说，耦合辨

识概念是研究参数耦合多变量系统辨识的理论与方

法． 这里的耦合是指多变量系统的一些子系统辨识

模型间的参数耦合关系，说明多变量子系统辨识算

法参数估计间的耦合关系，并非指多变量系统不同

通道输入和输出变量间的耦合关系．
对于标量线性系统，或标量线性参数系统( 一类

特殊的非线性系统) ［5］，通常可以把系统的参数分离

出来，构 成 一 个 参 数 向 量 θ∈Rn，把 系 统 的 输 入

u( t) 、输出 y ( t) 等变量构成一个信息向量 φ( t) ∈
Rn，系统方程就可等价转换为下列单一的辨识模型:

y( t) = φT ( t) θ + v( t) ， ( 1)

或

y( t) = θTφ( t) + v( t) ．
其中 v( t) 为零均值随机干扰噪声．

对于标量系统，辨识模型只有一个，不存在子系

统间参数耦合关系． 对于多变量系统( 即多输入多输

出系统) ，系统的输出有多个，可以按照输出的数目分

解为多个子系统，每个子系统是一个多输入单输出系

统． 假设有 m 个输出 yi ( t) ，i = 1，2，…，m，有 r 个输入

uj ( t) ，j =1，2，…，r，就输出 yi ( t) 构成的子系统而言，

同样可把子系统 i 的参数收集起来构成一个参数向量

θi∈Rni，把系统的 r 个输入 uj ( t) 和输出 yi ( t) 等变量

构成子系统 i 的信息向量 φi ( t) ∈Rni，子系统 i 也可

等价转换为下列形式的一个辨识模型:

yi ( t) = φT
i ( t) θi + vi ( t) ． ( 2)

其中 vi ( t) 为第 i 个子系统的干扰噪声．
当 i = 1，2，…，m 时，从式( 2 ) 就得到 m 个辨识

模型． 这 m 个子系统辨识模型之间的关系可能有下

列几种情况．
1) 对于 m 个辨识模型( 2) ，子系统 i 的参数向

量 θi 与子系统 j 的参数向量 θj ( i≠j) 是独立的，子系

统 i 的信息向量 φi ( t) 与子系统 j 的信息向量 φj ( t)
( i≠j) 也是独立的，那么所有标量系统的辨识方法

都可应用于子系统( 2) 的辨识．

2) 对于 m 个辨识模型( 2) ，子系统 i 的参数向量

θi 与子系统 j 的参数向量 θj ( i≠j) 是独立的，子系统 i
与子系统 j 拥有部分相同的信息向量，记作为 ( t)
( i≠j) ，不同部分的信息向量记作为 i ( t) 和 j ( t) ，

这时子系统 i 和子系统 j 辨识模型有下列形式:

yi ( t) =［T ( t) ，T
i ( t) ］θi + vi ( t) ， ( 3)

yj ( t) =［T ( t) ，T
j ( t) ］θj + vj ( t) ． ( 4)

它们可以等价写为

yi ( t) =［T( t) ，T
i ( t) ］θi + vi ( t) ， i =1，2，…，m． ( 5)

对于这种子系统拥有部分相同的子信息向量 ( t)
的多变量系统，需要研究新的辨识方法( 包括递推方

法、迭代方法、牛顿方法等) ，以减少子系统参数辨识

方法的计算量．
3) 对于 m 个辨识模型( 2) ，子系统 i 与子系统 j

有部分相同的参数向量 ( i≠j) ，这时子系统 i 和子

系统 j 辨识模型有下列形式，

yi ( t) = φT
i ( t)


[ ]

i

+ vi ( t) ， ( 6)

yj ( t) = φT
j ( t)


[ ]

j

+ vj ( t) ． ( 7)

它们可以等价写为

yi ( t) = φT
i ( t)


[ ]

i

+ vi ( t) ， i = 1，2，…，m． ( 8)

这个模型包含了下列特殊情况:

yi ( t) =［φT( t) ，φT
i ( t) ］


[ ]

i

+ vi ( t) ， i =1，2，…，m． ( 9)

4) 对于 m 个辨识模型( 2 ) ，最特殊的情况是所

有子系统拥有一个共同的参数向量 θ，这时辨识模

型( 2) 可以写为

yi ( t) = φT
i ( t) θ + vi ( t) ， i = 1，2，…，m． ( 10)

如果进一步令

y( t) : =

y1 ( t)

y2 ( t)


ym ( t













)

∈Rm， Φ( t) : =

φT
1 ( t)

φT
2 ( t)


φT

m ( t













)

∈Rm × n，

v( t) : =

v1 ( t)

v2 ( t)


vm ( t













)

∈Rm． ( 11)

那么式( 10) 可以等价写为

y( t) =Φ( t) θ + v( t) ． ( 12)

这是 一 个 多 变 量 线 性 回 归 模 型 ( multivariable
linear regression model) 或多元线性回归模型( multi-
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variate linear regression model) ［5］． 这个模型很有用

途，特别有意义． 周期时变系统可采用这个辨识模

型，批过程( batch process) 重复控制系统也可采用这

个辨识模型． 因为对于同一个时不变参数系统( 可以

是标量系统) ，使用不同的输入信号序列多次激励这

个系统，也就是说，进行重复实验，得到输入输出数

据，就可用这个多元辨识模型．
这个模型还可以用于迭代学习控制系统( itera-

tive learning control system) 的辨识
［14］． 迭代学习控制

是一种重复控制，且第 k + 1 批次时刻 t 的控制信号

uk + 1 ( t) 是在前一次 uk ( t) 基础上用输出跟踪误差

ek ( t + 1 ) 加以修正，控制的目标是设计一个输入信

号，使系统的输出跟踪期望的输出． 迭代重复学习控

制一般采用离散时间模型( 因为需要记录先前的输

入信号) ，如

A( z) yk ( t) = B( z) uk ( t) + vk ( t) ． ( 13)

这里 vk ( t ) 为 噪 声，系 统 迟 延 为 d，{ uk ( t ) } 和

{ yk ( t) } 分别是系统的输入和输出序列，z － 1
为单位

后移算子［z － 1 y ( t) = y ( t － 1 ) ，zy ( t) = y ( t + 1 ) ］，

A( z) 和 B( z) 是单位后移算子 z － 1
的常系数时不变多

项式:

A( z) : = 1 + a1 z
－ 1 + a2 z

－ 2 +… + anaz
－ na，

B( z) : = b1 z
－ 1 + b2 z

－ 2 +… + bnbz
－ nb ．

假设 A( z) 稳定，否则先使用反馈使系统稳定，

然后将迭代学习控制用于闭环系统． 假设采样周期

为 T，考虑 L 个输入、输出样本:

uk ( t) ，t = lT，l∈{ 0，1，…，L － 1} ，

yk ( t) ，t = lT，l∈{ d，d + 1，…，d + L － 1} ．
期望输出为

yd ( t) ，t = lT，l∈{ d，d + 1，…，d + L － 1} ．
系统的跟踪性能是以误差信号 ek ( t) : = yd ( t ) －
yk ( t) 的大小来评价的． 实际中，系统的运行时间长

度 L 总是有限的，尽管有时为了分析和设计总是假

设 L 是无穷大． 迭代次数 k 可以是无限的，k∈{ 0，1，

2，…} ，但更希望学习很有限的次数，系统的跟踪误差

令人满意． d 是严格真传递函数 G( z) : = B( z) A( z)

的分母分子相对阶次，在这里假设相对阶次为 1，即

d = 1． 广泛使用的迭代学习算法为

uk + 1 ( t) = Q( z) ［uk ( t) + R( z) ek ( t + 1) ］，

其中 Q( z) 和 R( z) 是 z － 1
的常系数时不变多项式，分

别定义为 Q-滤波器和学习函数
［14］． 当 k = 1，2，…，m

时，参数化系统( 13 ) ，像式( 11 ) 那样定义相关向量

和矩阵，就可得到式( 12) 的辨识模型．

这里笔者要强调一下，迭代学习控制中，有一点

在很多文献上没有论述清楚: 式( 13) 表达不清晰． 大

家注意，由于有 k = 1，2，…的存在，式( 13 ) 中的 t 是

不同参照系的时间． 比如时间以“d”为单位 ( 即 24
h) ，系统每天模仿同一个动作的控制，k = 1 代表今

天( 第 1 天) ，那么 t = 0 代表今天凌晨零点开始; k =
2 代表明天( 第 2 天) ，那么对应的 t = 0 代表明天凌

晨零点开始，依次类推，在这种情况下，迭代学习控

制系统模型( 13) 应该修正为

A( z) y( 24k + t) = B( z) u( 24k + t) + v( 24k + t) ，

k = 0，1，2，… ( 14)

且 t = lT 只能是有限的，期望输出 yd ( t) 中的 t 是每

一个 参 照 系 的 时 间，精 确 表 述 就 应 该 修 改 为

yd ( 24k + t) ，由于是每天模仿同一个动作，因而是一

个周期函数 yd ( 24 + t) = yd ( t) ，而 t 的取值只能是有

限的，0≤t ＜ 24． 这相当于期望输出 yd ( t) 是一个周

期函数． 因此，迭代学习控制的期望输出可认为是一

周期函数．
5) 对于 m 个辨识模型( 2) ，子系统 i 与子系统 j

有部分相同的参数向量，记作 α( i≠j) ，不同部分的

参数向量记为 θi，子系统 i 与子系统 j 拥有部分相同

的信息向量，记作 φ( t) ( i≠j) ，不同部分的信息向量

记为 －ψi ( t) ，这时子系统 i 和子系统 j 辨识模型有

下列形式:

yi ( t) =［－ψi ( t) ，φT ( t) ］
α
θ[ ]
i

+ vi ( t) ， ( 15)

yj ( t) =［－ψj ( t) ，φT ( t) ］
α
θ[ ]
j

+ vj ( t) ， ( 16)

或等价写为

yi ( t) =［－ψi ( t) ，φT ( t) ］
α
θ[ ]
i

+ vi ( t) =

－ψi ( t) α + φT ( t) θi + vi ( t) =
－ψi ( t) α +θTi φ( t) + vi ( t) ， i =1，2，…，m． ( 17)

令

ψ( t) : =

ψ1( t)

ψ2( t)


ψm( t













)

∈Rm ×n， θ: =［θ1，θ2，…，θm］∈R
n ×m．

则式( 17) 可以等价写为

y1 ( t)

y2 ( t)


ym ( t













)

=

－ψ1 ( t) α
－ψ2 ( t) α


－ψm ( t)













α

+

θT1 φ( t)

θT2 φ( t)


θTm φ( t













)

+

v1 ( t)

v2 ( t)


vm ( t













)

，
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即

y( t) = －ψ( t) α + θTφ( t) + v( t) ，

或

y( t) +ψ( t) α = θTφ( t) + v( t) ．
这就是拥有一个公分母作为特征多项式的多变

量系统输入输出表达( input-output representation) 的

辨识模型或传递函数阵主模型的多变量系统辨识模

型
［15-21］，其特征是系统包含了一个参数向量 α 和一

个参数矩阵 θ． 后面还要讨论这类多变量系统的耦

合辨识问题．
对于第 2 种情形，即子系统部分信息向量相同

的辨识模型( 5) ，可以研究部分信息向量耦合的辨识

方法; 对于后 3 种情形，即子系统部分参数耦合辨识

模型( 8) ，子系统参数全耦合辨识模型( 10) ，以及子

系统部分参数耦合与部分信息向量耦合辨识模型

( 17) ，由于子系统间存在参数耦合关系，独立的子系

统辨识方法计算量大，所以必须借助于耦合辨识概

念，研究新的耦合辨识方法，以解决子系统辨识方法

计算量大的问题．
耦合辨识概念是继笔者提出和建立辅助模型辨

识思想、多新息辨识理论、递阶辨识原理后，新近提

炼形成的一种辨识理念和方法． 它可以用于参数耦

合多变量系统的辨识，可以结合现存的辨识方法( 如

递推最小二乘辨识方法
［6］、辅助模型辨识方法

［7］、多
新息辨识方法

［9］、递阶辨识方法( 两阶段或多阶段辨

识方法) ［5］、迭代辨识方法
［8］、基于滤波的辨识方

法
［22］、牛顿方法

［23］
等，研究各种干扰噪声模型的多

变量系统辨识问题，提出相应的耦合辨识方法．
耦合辨识概念是笔者 1988 年在清华大学学习

《过程辨识》［24］
中多变量线性过程的参数估计方法

时，受到具有公分母特征值多项式传递函数阵的多

变量系统递推最小二乘估计方法，以及子系统辨识

方法的启发( 后来建立了递阶辨识原理，并提出了一

系列递阶辨识方法
［15-16，25-26］) ，经过多年的思考提炼

出的． 第 1 篇耦合辨识重要研究论文“Partially cou-
pled stochastic gradient identification methods for non-
uniformly sampled systems”见文献［13］．

文献［24］的方法实际上是本文的全耦合递推最

小二乘辨识方法，已经证明全耦合递推最小二乘辨

识方法只是多变量系统递推最小二乘算法的不同表

现形式，只是避免矩阵求逆． 本文发展和研究了多变

量全耦合随机梯度辨识方法、部分耦合最小二乘方

法、部分耦合随机梯度辨识方法等一些原创性辨识

方法，首次在本刊“系统辨识”连载最后一期发表． 后

继将出版“辨识方法的计算效率”连载论文．

2 全耦合辨识方法( C-LS)

首先定义一些符号． 1n 是元均为 1 的 n 维列向

量; I 为适当维数的单位阵; In 为 n 阶单位阵; 范数定

义为‖X‖2 : = tr［XXT］．
耦合辨识方法分为部分耦合辨识方法与全耦合

辨识方法． 全耦合辨识方法简称为耦合辨识方法． 本

节讨论全耦合辨识方法． 耦合辨识方法就是各子系统

拥有一个共同的参数向量，这个参数向量的估计在每

个子系统辨识方法间形成耦合关系，这样的辨识方法

称为耦合辨识方法． 如果子系统辨识方法间的所有参

数估计都耦合起来，就称为( 全) 耦合辨识方法( cou-
pled identification method) ; 如果子系统辨识方法间只

有部分参数估计耦合起来，就称为部分耦合辨识方法

( partially coupled identification method) ．
考虑下列多变量线性回归系统

y( t) =Φ( t) θ + v( t) ， ( 19)

其中 y( t) =［y1 ( t) ，y2 ( t) ，…，ym ( t) ］T∈Rm
为 m 维

系统输出向量，Φ( t) ∈Rm × n
是由系统输入输出数据

构成的回归信息矩阵，θ∈Rn
是待辨识的系统参数

向量，v( t) =［v1 ( t) ，v2 ( t) ，…，vm ( t) ］T∈Rm
是零均

值白噪声向量． 假设 t≤0 时，y( t) = 0，Φ( t) = 0 和

v( t) = 0．
令 θ̂( t) 为参数向量 θ 在时刻 t 的估计． 定义和

极小化梯度准则函数

J( θ) =‖y( j) －Φ( j) θ‖2

或最小二乘准则函数

J( θ) = ∑
t

j = 1
‖y( j) － Φ( j) θ‖2，

可以得到下列递推辨识算法

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + L( t) ［y( t) －Φ( t) θ̂( t － 1) ］，

其中 L( t) ∈Rn × m
为增益矩阵．

当取增益向量为

L( t) : =Φ
T( t)

R( t) ，R( t) = R( t －1) +‖Φ( t) ‖2，

R( 0) = 1，

就得到了估计参数向量 θ的随机梯度( SG) 算法，

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + L( t) ［y( t) －Φ( t) θ̂( t － 1) ］，

θ̂( 0) = 1n / p0， ( 20)

L( t) =Φ
T ( t)

R( t) ， ( 21)

R( t) = R( t －1) +‖Φ( t) ‖2， R( 0) =1． ( 22)
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当取增益向量为 L( t) : = P( t) ΦT ( t) ，就得到了估计

参数向量 θ的递推最小二乘( RLS) 算法

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + L( t) ［y( t) －Φ( t) θ̂( t － 1) ］，

θ̂( 0) = 1n / p0， ( 23)

L( t) = P( t) ΦT ( t) ， ( 24)

P －1( t) =P －1( t －1) +ΦT( t)Φ( t) ， P(0) =p0In． ( 25)

为避免求式( 25) 大矩阵 P( t) ∈Rn × n
的逆 ( 一般 n ＞

m) ，应用矩阵求逆引理

( A +BC) －1 =A －1 －A －1B( I +CA －1B) －1CA －1 ( 26)

于式( 25) ，得到等价递推最小二乘算法

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + L( t) ［y( t) －Φ( t) θ̂( t － 1) ］，

θ̂( 0) = 1n / p0， ( 27)

L( t) = P( t － 1) ΦT ( t) ［Im +
Φ( t) P( t － 1) ΦT ( t) ］－ 1， ( 28)

P( t) =［In －L( t)Φ( t) ］P( t －1) ， P( 0) =p0In． ( 29)

递推算法中，参数估计向量初值一般取为零或

很小实向量，如 θ̂( 0 ) = 1n / p0，p0 = 10
6 ． 多变量 RLS

算法( 27) —( 29) 中各变量的维数如表 1 所示．
在每一步递推过程中，多变量 RLS 算法都需要

计算矩阵逆［Im + Φ( t) P ( t － 1 ) ΦT ( t) ］－ 1∈Rm × m，

使得计算复杂性增加． 特别对于大 m( m 为输出的维

数) ，计算量就很大． 这是多变量 RLS 算法 ( 27 ) —
( 29) 的缺点，也激发人们研究新的耦合参数估计

算法．

表 1 多变量 RLS 算法中各变量维数

Table 1 The dimensions of the variables in the RLS algorithm

变量名称 维数

输出向量 y( t) ∈Rm

参数向量 θ∈Rn

参数估计向量 θ̂( t) ∈Rn

信息矩阵 Φ( t) ∈Rm × n

增益矩阵 L( t) ∈Rn × m

协方差阵 P( t) ∈Rn × n

2. 1 子系统最小二乘估计算法( SLS)

下面基于最小二乘辨识原理推导耦合最小二乘

辨识方法．
令 T

i ( t) ∈R1 × n
是 Φ( t) 的第 i 行，即

Φ( t) : =

T
1 ( t)

T
2 ( t)


T

m ( t













)

∈Rm × n ．

式( 19) 可以分解为 m 个辨识模型( 子系统) :

yi ( t) =T
i ( t) θ + vi ( t) ，i = 1，2，…，m． ( 30)

它们的每一个都包含了一个共同的参数向量 θ∈
Rn ． 很明显，只需其中一个子系统就可以辨识出参数

向量 θ． 然而，必须利用所有子系统 ( 即所有采集到

的观测数据) 来辨识 θ以提高参数估计精度．
根据最小二乘原理，从式 ( 30 ) 可以获得 m 个

RLS 算法，即子系统最小二乘( SLS) 算法:

θ̂( t) = θ̂( t －1) +Pi( t)i( t) ［yi( t) －T
i ( t) θ̂( t －1) ］，

θ̂( 0) = 1n / p0， ( 31)

P － 1
i ( t) = P － 1

i ( t － 1) +i ( t) 
T
i ( t) ，

P i ( 0) = p0In， i = 1，2，…，m． ( 32)

其中 P i ( t) ∈Rn × n
是第 i 个子系统的协方差阵．

注意到每个子系统最小二乘算法 ( 31 ) —( 32 )

用了一个共同的参数估计向量 θ̂( t) ，但是每个子系

统的参数估计 θ̂( t) 是独立的，即子系统 i 的参数估

计与子系统 j 的参数估计 θ̂( t) 无关( i≠j) ． 为清晰起

见，将( 31 ) 中第 i 个子系统的参数向量 θ̂ ( t) 记作

θ̂i ( t) ，所以第 i 子系统 SLS 算法( 31) —( 32) 可以等

价写为

θ̂i ( t) = θ̂i ( t － 1) + P i ( t) i ( t) ［yi ( t) －

T
i ( t) θ̂i ( t － 1) ］， θ̂i ( 0) = 1n / p0， ( 33)

P － 1
i ( t) = P － 1

i ( t － 1) +i ( t) 
T
i ( t) ，

P i ( 0) = p0In， i = 1，2，…，m． ( 34)

应用矩阵求逆引理，可以得到等 价 的 子 系 统 SLS
算法:

θ̂i ( t) = θ̂i ( t －1) +Li ( t) ［yi ( t) －T
i ( t) θ̂i ( t －1) ］，

θ̂i ( 0) = 1n / p0， ( 35)

L i ( t) = P i ( t) i ( t) = P i ( t － 1) i ( t) ［1 +

T
i ( t) P i ( t － 1) i ( t) ］－ 1， ( 36)

P i ( t) =［In － L i ( t) 
T
i ( t) ］P i ( t － 1) ，

P i ( 0) = p0In， i = 1，2，…，m． ( 37)

这意味着子系统参数估计算法 θ̂i ( t) 间没有任何耦

合，参见 SLS 算法( 33) —( 34) 的方块图( 图 1) ．

图 1 子系统最小二乘算法示意

Fig． 1 The schenatic diagram of the
subsystem least squares algorithm
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注 1 对于 i = 1，2，…，m，从 ( 33 ) —( 34 ) 获得

m 个参数估计向量 θ̂i ( t) ，它们都是共同参数向量 θ
的估计． 这导致参数向量 θ的大量冗余估计，因为每

个 SLS 算法都对 θ 进行了估计． 一种办法是采用其

平均作为 θ的估计:

θ̂( t) : =
θ̂1 ( t) + θ̂2 ( t) +… + θ̂m ( t)

m ∈Rn ． ( 38)

如果把式( 38) 的参数估计 θ̂( t) 仅仅作为参数

向量 θ的输出，那么各子系统辨识算法仍是独立的，

其参数估计性能( θ̂i ( t) 的收敛性) 与多变量系统递

推最小二乘算法性能类似，因为各子系统参数估计

互不相关． 一般认为平均值估计 θ̂( t) 是“最好”的估

计，所以可以用 θ̂( t － 1 ) 代替 SLS 算法( 33 ) —( 34 )

或( 35) —( 37) 中的 θ̂i ( t － 1) ，就得到一个简单的耦

合子系统最小二乘( C-SLS) 算法:

θ̂i ( t) = θ̂( t － 1) + P i ( t) i ( t) ［yi ( t) －
T

i ( t) θ̂( t － 1) ］， θ̂( 0) = 1n / p0， ( 39)

P － 1
i ( t) = P － 1

i ( t － 1) +i ( t) 
T
i ( t) ，

P i ( 0) = p0In， i = 1，2，…，m， ( 40)

θ̂( t) =
θ̂1 ( t) + θ̂2 ( t) +… + θ̂m ( t)

m ． ( 41)

或

θ̂i ( t) = θ̂( t －1) +Li ( t) ［yi ( t) －T
i ( t) θ̂( t －1) ］，

θ̂( 0) = 1n / p0， ( 42)

L i ( t) = P i ( t) i ( t) = P i ( t － 1) i ( t) ［1 +
T

i ( t) P i ( t － 1) i ( t) ］－ 1， ( 43)

P i ( t) =［In － L i ( t) 
T
i ( t) ］P i ( t － 1) ，

P i ( 0) = p0In， i = 1，2，…，m， ( 44)

θ̂( t) =
θ̂1 ( t) + θ̂2 ( t) +… + θ̂m ( t)

m ． ( 45)

这个耦合子系统递推最小二乘算法的收敛性有

待进一步研究． 下面推导耦合最小二乘算法来避免

冗余估计．

2. 2 耦合最小二乘估计算法( C-LS)

对于递推参数估计算法，期望其是收敛的，即假

设参数估计随着数据长度的增大而收敛于真参数．
也就是说，可以认为第 i － 1 个子系统在时刻 t 的参

数估计 θ̂i － 1 ( t) 比第 i 个子系统在时刻 t － 1 的参数

估计 θ̂i ( t － 1) 更接近真参数 θ［10，27-31］．
参考文献［13］中的部分耦合随机梯度辨识方

法，并借助于 Jacobi 和 Gauss-Seidel 迭代思想
［32］，用

θ̂i － 1 ( t) 代替式( 33) 右边的 θ̂i ( t － 1) ，i = 2，3，…，m，

用 θ̂m ( t － 1) 代替式( 33) i = 1 时右边的 θ̂1 ( t － 1) ，则

得到下列参数估计与协方差阵耦合最小二乘辨识算

法 ( Coupled Least Squares identification algorithm，

C-LS) ［24，33］:

θ̂i ( t) = θ̂i －1( t) +Li ( t) ［yi ( t) －T
i ( t) θ̂i －1( t) ］，( 46)

L i ( t) = P i ( t) i ( t) ， ( 47)

P － 1
i ( t) = P － 1

i － 1 ( t) +i ( t) 
T
i ( t) ，

i = 2，3，…，m， ( 48)

θ̂1( t) = θ̂m( t －1) +L1( t) ［y1( t) －T
1 ( t) θ̂m( t －1) ］，

θ̂m ( 0) = 1n / p0， ( 49)

L1 ( t) = P1 ( t) 1 ( t) ， ( 50)

P － 1
1 ( t) = P － 1

m ( t － 1) +1 ( t) T
1 ( t) ，

Pm ( 0) = p0In ． ( 51)

应用矩阵求逆引理 ( 26 ) 于式 ( 48 ) 和 ( 51 ) ，则 C-LS
算法可以等价表达为

θ̂i ( t) = θ̂i －1( t) +Li ( t) ［yi ( t) －T
i ( t) θ̂i －1( t) ］，( 52)

Li( t) =Pi －1( t)i( t) /［1 +
T
i ( t) Pi －1( t)i( t) ］，( 53)

P i ( t) =［I － L i ( t) 
T
i ( t) ］P i － 1 ( t) ，

i = 2，3，…，m， ( 54)

θ̂1( t) = θ̂m( t －1) +L1( t) ［y1( t) －T
1 ( t) θ̂m( t －1) ］，

θ̂m ( 0) = 1n / p0， ( 55)

L1 ( t) = Pm ( t － 1) 1 ( t) /［1 +
T

1 ( t) Pm ( t － 1) 1 ( t) ］， ( 56)

P1 ( t) =［I － L1 ( t) T
1 ( t) ］Pm ( t － 1) ，

Pm ( 0) = p0In ． ( 57)

上述算法中，子系统辨识算法间参数估计 θ̂i ( t)
和协方差阵 P i ( t) 都是耦合的，̂θi ( t) ∈Rn，L i ( t) ∈
Rn

和 P i ( t) ∈Rn × n
分别为第 i 个子系统时刻 t 的参

数估计向量、增益向量和协方差阵．
C-LS 算法( 52) —( 57 ) ( 图 2 ) 计算参数估计向

量 θ̂m ( t) 的步骤如下．
1) 置初值． 令 t = 1，̂θm ( 0 ) = 1n / p0，Pm ( 0 ) =

p0In，p0 = 10
6 ．

2) 收集观测数据 y ( t) 和 Φ( t) ，设 T
i ( t) ∈

R1 × n
为 Φ( t) 的第 i 行．
3) 用式( 56) 计算增益向量 L1 ( t) ，用式( 57) 计

算协方差阵 P1 ( t) ，用式 ( 55 ) 刷新参数估计向量

θ̂1 ( t) ．
4) 对于每一个 i( i = 2，3，…，m) ，用式 ( 53 ) 计

算增益向量 L i ( t) ，用式( 54 ) 计算协方差阵 P i ( t) ，

用式( 52) 刷新参数估计向量 θ̂i ( t) ．
5) t 增 1，转到第 2 步．
注 2 多变量 RLS 算法( 27) —( 29) 要求计算矩

阵逆［Im +Φ( t) P( t － 1) ΦT ( t) ］－ 1，但是 C-LS 算法
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( 52) —( 57) 不涉及计算矩阵逆． 因此，C-LS 算法优

于多变量 RLS 算法( 27) —( 29) ．
笔者已经证明: 耦合最小二乘辨识算法( 52 ) —

( 57) 等价于多变量 RLS 算法( 27) —( 29) ，且两个算

法中的参数估计和协方差阵有关系: θ̂( t) = θ̂m ( t) ，

P( t) = Pm ( t ) ［24，33］． 也 就 是 说，多 变 量 RLS 算 法

( 27) —( 29) 与耦合最小二乘辨识算法( 52 ) —( 57 )

产生的参数估计是一样的，只是形式上的差别．
正如笔者在引言中指出的: 科学创新需要与众

不同的思想，科学发现可能源于大胆的、甚至是不可

能的假设，或一些改变． 在此，对与多变量 RLS 算法

等价的耦合最小二乘辨识算法进行改造，提出新的

耦合 辨 识 方 法． 注 意 到 耦 合 最 小 二 乘 辨 识 算 法

( 52) —( 57) 中，子系统辨识算法间参数估计 θ̂i ( t)
和协方差阵 P i ( t) 都是耦合的，去掉子系统辨识算法

( 52) —( 57) 间协方差阵的耦合，便得到一个新的参

数估计全耦合辨识算法:

θ̂1( t) = θ̂m( t －1) +L1( t) ［y1( t) －T
1 ( t) θ̂m( t －1) ］，

θ̂m ( 0) = 1n / p0， ( 58)

L1 ( t) = P1 ( t － 1) 1 ( t) /［1 +
T

1 ( t) P1 ( t － 1) 1 ( t) ］， ( 59)

P1 ( t) =［I － L1 ( t) T
1 ( t) ］P1 ( t － 1) ，

P1 ( 0) = p0In， ( 60)

θ̂i ( t) = θ̂i － 1 ( t) +
L i ( t) ［yi ( t) －T

i ( t) θ̂i － 1 ( t) ］， ( 61)

L i ( t) = P i ( t － 1) i ( t) /［1 +
T

i ( t) P i ( t － 1) i ( t) ］， ( 62)

P i ( t) =［I － L i ( t) 
T
i ( t) ］P i ( t － 1) ，

P i ( 0) = p0In， i = 2，3，…，m． ( 63)

参数估计与协方差阵耦合最小二乘辨识算法

( 52 ) —( 57 ) 只 需 设 置 两 个 初 值 θ̂ ( 0 ) = 1n / p0 和

Pm ( 0) = p0In，而参数估计耦合最小二乘辨识算法

( 58) —( 63) 需设置( m + 1) 个初值 θ̂m ( 0) = 1n / p0 和

P i ( 0) = p0In，i = 1，2，…，m．
参数估计( 全) 耦合最小二乘辨识算法 ( 58 ) —

( 63) ( 图 3) 输出的参数估计为θ̂( t) = θ̂m ( t) ． 这个耦

合最小二乘辨识算法的收敛性有待进一步研究．
下面通过某种“推理”( 类比或假设) 给出耦合

随机梯度辨识方法．

2. 3 耦合随机梯度估计算法( C-SG)

梯度算法中没有协方差矩阵，比较随机梯度辨

识算法与递推最小二乘辨识算法的结构形式，从耦

合子系统最小二乘( C-SLS) 算法( 39) —( 41) 可以得

到简单的耦合子系统随机梯度( C-SSG) 算法:

θ̂i ( t) = θ̂( t －1) +
i ( t)
ri ( t)

［yi ( t) －T
i ( t) θ̂( t －1) ］，

θ̂( 0) = 1n / p0， ( 64)

ri ( t) = ri ( t － 1) +‖i ( t) ‖
2， ri ( 0) = 1，

i = 1，2，…，m， ( 65)

图 2 耦合最小二乘算法示意

Fig． 2 The schematic diagram of the coupled least squares algorithm

图 3 参数估计耦合最小二乘辨识算法示意

Fig． 3 The schematic diagram of the parameter estimation coupled least squares algorithm
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θ̂( t) =
θ̂1 ( t) + θ̂2 ( t) +… + θ̂m ( t)

m ． ( 66)

引入遗忘因子 0≤λ≤1，可以得到遗忘因子 C-SSG
算法

［15，27，34］:

θ̂i ( t) = θ̂( t －1) +
i ( t)
ri ( t)

［yi ( t) －T
i ( t) θ̂( t －1) ］，

θ̂( 0) = 1n / p0， ( 67)

ri ( t) = λri ( t － 1) +‖i ( t) ‖
2， ri ( 0) = 1，

0≤λ≤1， i = 1，2，…，m， ( 68)

θ̂( t) =
θ̂1 ( t) + θ̂2 ( t) +… + θ̂m ( t)

m ． ( 69)

引入收敛指数 ( convergence index) ，可以得到修正

C-SSG 算法
［35-36］:

θ̂i ( t) = θ̂( t －1) +
i ( t)
ri ( t)

［yi ( t) －T
i ( t) θ̂( t －1) ］，

θ̂( 0) = 1n / p0，
1
2 ＜ ≤1， ( 70)

ri ( t) = ri ( t － 1) +‖i ( t) ‖
2， ri ( 0) = 1，

i = 1，2，…，m， ( 71)

θ̂( t) =
θ̂1 ( t) + θ̂2 ( t) +… + θ̂m ( t)

m ． ( 72)

值得注意的是: 在递阶随机梯度辨识算法
［10，15］

中，

也可引入遗忘因子或收敛指数，或同时引入遗忘因

子和收敛指数．
定义 ri ( t) : = tr［P － 1

i ( t) ］． 从耦合最小二乘算法

( 46) —( 51) 可以得到耦合随机梯度( C-SG) 算法:

θ̂i ( t) = θ̂i － 1 ( t) +
i ( t)
ri ( t)

［yi ( t) －T
i ( t) θ̂i － 1 ( t) ］，

θ̂m ( 0) = 1n / p0， ( 73)

ri ( t) = ri － 1 ( t) +‖i ( t) ‖
2， i = 2，3，…，m， ( 74)

θ̂1( t) = θ̂m( t －1) +
1( t)
r1( t)

［y1( t) －T
1 ( t) θ̂m( t －1) ］， ( 75)

r1 ( t) = rm( t －1) +‖1 ( t) ‖
2， rm( 0) =1． ( 76)

也可在上述耦合随机梯度算法中引入遗忘因子或收

敛指 数，得 到 相 应 的 遗 忘 因 子 C-SG 算 法 或 修 正

C-SG 算法．
耦合随机梯度算法 ( 73 ) —( 76 ) 的子系统辨识

算法间除参数估计 θ̂i ( t) 耦合外，ri ( t) 也是耦合的．
如果去掉 ri ( t) 的耦合，再引入遗忘因子 λ，就得到简

单的遗忘因子耦合随机梯度( C-SG) 算法:

θ̂1( t) = θ̂m( t －1) +
1( t)
r1( t)

［y1( t) －T
1 ( t) θ̂m( t －1) ］，

θ̂m ( 0) = 1n / p0， ( 77)

r1 ( t) = λr1 ( t － 1) +‖1 ( t) ‖2， 0≤λ≤1，

r1 ( 0) = 1， ( 78)

θ̂i ( t) = θ̂i －1( t) +
i ( t)
ri ( t)

［yi ( t) －T
i ( t) θ̂i －1( t) ］， ( 79)

ri ( t) = λri ( t － 1) +‖i ( t) ‖
2， ri ( 0) = 1，

i = 2，3，…，m． ( 80)

当然，也可以引入多新息辨识理论，进一步推导

出多变量系统的耦合多新息随机梯度辨识算法，耦

合多新息最小二乘辨识方法． 这些辨识算法的收敛

性有待进一步研究．

3 部分耦合随机梯度辨识方法( PC-SG)

考虑状态空间模型描述的线性多变量系统:

x( t + 1) = Ax( t) + Bu( t) ，

y( t) = Cx( t){ ．
( 81)

其中 x( t) ∈Rn
为状态向量，u( t) =［u1 ( t) ，u2 ( t) ，

…，ur ( t) ］T∈Rr
为系统输入向量，y ( t) =［y1 ( t) ，

y2 ( t) ，…，ym ( t) ］T∈Rm
为系统输出向量，A，B，C 为

适当维数的系统矩阵．
状态空间模型( 81) 的输入输出与其传递函数矩

阵 G( z) ∈Rm × r
有下列关系:

y( t) =G( z) u( t) ， ( 82)

G( z) = C( zI － A) － 1B = C adj［zI － A］B
det［zI － A］

=

z － nC adj［zI － A］B
z － n det［zI － A］

= :
Q( z)
α( z) ．

其中 α( z) 是系统的 n 次特征多项式，定义为传递矩

阵的各元最小公分母首一多项式，即 G( z) 的最小公

分母，Q( z) 是 z － 1
的矩阵多项式，它们可以表达为

α( z) : = z － ndet［zI － A］=
1 + α1 z

－ 1 + α2 z
－ 2 +… + αnz

－ n， αi∈R，

Q( z) : = z － nC adj［zI － A］B =
Q1 z

－ 1 +Q2 z
－ 2 +… +Qnz

－ n， Qi∈Rm × r ．
特征多项式 α( z) 的辨识，对于控制系统极点配置、
观测器设计、稳定性分析十分重要．

式( 82) 可以写作 y( t) = Q( z)
α( z) u( t) ，将之称为多

变量系统传递函数阵主模型 ( main model) ，其特征

是传递函数阵 G( z) = Q( z)
α( z) 有一个系统特征多项式

作为公分母，分子为一个矩阵多项式． 主模型是相对

于分子系统的子模型 ( submodel) 而言的． 上式又可

写为 α( z) y( t) = Q( z) u( t) ． 基于这个模型，引入一

个随机干扰项 v ( t) ∈Rm，可得类多变量 CAR 系统

( 类多变量 ARX 系统) ，简称多变量 CAR-like 系统
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( 多变量 ARX-like 系统) ［15-16，37］:

α( z) y( t) =Q( z) u( t) + v( t) ．
其中 v( t) =［v1 ( t) ，v2 ( t) ，…，vm ( t) ］T∈Rm

是一个

零均值随机噪声向量． 将移位算子 z － 1
的多项式α( z)

和多项式矩阵 Q( z) 代入上式得到

y( t) + α1y( t － 1) + α2y( t － 2) +… + αny( t － n) =
Q1u( t －1) +Q2u( t －2) +… +Qnu( t －n) +v( t) ．

进一步可以写为

y( t) +［y( t － 1) ，y( t － 2) ，…，y( t － n) ］

α1

α2


α













n

=

［Q1，Q2，…，Qn］

u( t － 1)

u( t － 2)


u( t － n











)

+ v( t) ． ( 83)

定义参数矩阵 θ、参数向量 α、输入信息向量

φ( t) 和输出信息矩阵 ψ( t) 如下:

θT : =［Q1，Q2，…，Qn］∈Rm × ( nr) ，

α: =

α1

α2


α













n

∈Rn， φ( t) : =

u( t － 1)

u( t － 2)


u( t － n











)

∈Rnr，

ψ( t) : =［y( t － 1) ，y( t － 2) ，…，y( t － n) ］∈Rm × n ．
于是，从式( 83) 可以得到多变量 ARX-like 系统的递

阶辨识模型
［15-16］:

y( t) +ψ( t) α = θTφ( t) + v( t) ． ( 84)

3. 1 随机梯度辨识算法( SG)

辨识模型( 84 ) 包含一个参数向量 α∈Rn
和一

个参数矩阵 θ∈R( nr) × m． 为了辨识 α 和 θ，一种方法

是将模型( 84) 转换为一种新的形式． 令 θi∈Rnr
为 θ

的第 i 列，置

: =
α

col［θ[ ]］
=

α
θ1
θ2

θ















m

∈Rn + mnr，

Φ( t) : =［－ψ( t) ，Imφ
T( t) ］∈Rm × ( n +mnr) ． ( 85)

式( 84) 可以写为

y( t) =Φ( t)  + v( t) ． ( 86)

这里参数向量 包含了系统的所有参数．
令 α̂( t) ，̂θ( t) 和 ̂( t) 分别代表 α，θ 和 在时

刻 t 的估计． 使用负梯度搜索，极小化准则函数

J3 ( ) : =‖y( t) －Φ( t) ‖2，

可以得到估计参数向量 的随机梯度算法:

̂( t) = ̂( t －1) +Φ
T( t)

R( t) ［y( t) －Φ( t) ̂( t －1) ］， ( 87)

R( t) = R( t － 1) +‖Φ( t) ‖2， R( 0) = 1． ( 88)

尽管这个随机梯度算法 ( 87 ) —( 88 ) 能够估计

参数向量 ，但计算量大，原因在于辨识模型( 86) 中

信息矩阵 Φ( t) 包含了太多的零元，导致参数向量维

数太大． 令 ψi ( t) ∈Rn
为 ψ( t) 的第 i 行，即

ψ( t) : =

ψ1 ( t)

ψ2 ( t)


ψm ( t













)

∈Rm × n，

那么矩阵 Φ( t) 可以展开为

Φ( t) =［－ψ( t) ，Imφ
T ( t) ］=

－ψ1( t) φT( t) 0 … 0

－ψ2( t) 0 φT( t) … 0

   
－ψ1( t) 0 0 … φT( t













)

∈Rm × ( n +mnr) ．

( 89)

从这里可以看出: 矩阵 Φ( t) 包含了 mn( mr + 1 ) 元，

其中有 ( m － 1 ) mnr 个零元． 同样，基 于 辨 识 模 型

( 86) 的最小二乘辨识方法计算量也很大．
下面推导计算量小的子系统随机梯度算法和部

分耦合随机梯度算法．

3. 2 子系统随机梯度辨识算法( SSG)

定义子系统信息向量

i ( t) : =
－ψT

i ( t)

φ( t[ ])
∈Rn + nr ． ( 90)

根据式( 89) 中 Φ( t) 的结构，式( 86) 可以写为

y1 ( t)

y2 ( t)


ym ( t













)

=

－ψ1 ( t) φT( t) 0 … 0

－ψ2 ( t) 0 φT( t) … 0

   
－ψ1 ( t) 0 0 … φT( t













)

α
θ1
θ2

θ















m

+

v1 ( t)

v2 ( t)


vm( t













)

．

其第 i 个子系统为( 可以分解为下列 m 个子系统)

yi ( t) =［－ψi ( t) ，φT ( t) ］
α
θ[ ]
i
+ vi ( t) ，
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=T
i ( t)

α
θ[ ]
i
+ vi ( t) ， i =1，2，…，m． ( 91)

使用负梯度搜索，极小化准则函数

J4 ( α，θi ) = yi ( t) －T
i ( t)

α
θ[ ]{ }
i

2

， i = 1，2，…，m．

可以得到估计参数向量 α 和 θi 的子系统随机梯度

( SSG) 算法:

α̂( t)
θ̂i ( t[ ])

=
α̂( t － 1)

θ̂i ( t － 1[ ])
+

i ( t)
Ri ( t)

yi ( t － 1) －T
i ( t － 1)

α̂( t － 1)

θ̂i ( t － 1[ ]{ })
，( 92)

Ri ( t) = Ri ( t － 1) +‖i ( t) ‖
2， Ri ( 0) = 1，

i = 1，2，…，m． ( 93)

SSG 算法( 92 ) —( 93 ) 可以给出参数向量 α 和

θi 的估计，i = 1，2，…，m，但是对于每个 i，α 都估计

了一次，为区分每个子系统中 α的估计，加下标 i，记

作 α̂i ( t) ，便得到下列 SSG 辨识算法:

α̂( t)
θ̂i ( t[ ])

=
α̂( t － 1)

θ̂i ( t － 1[ ])
+

i ( t)
Ri ( t)

yi ( t － 1) －T
i ( t － 1)

α̂( t － 1)

θ̂i ( t － 1[ ]{ })
，

α̂i ( 0) = 1n / p0， θ̂i ( 0) = 1nr / p0， ( 94)

Ri ( t) = Ri ( t － 1) +‖i ( t) ‖
2， Ri ( 0) = 1，

i = 1，2，…，m． ( 95)

子系统随机梯度辨识算法 ( 94 ) —( 95 ) 方框如

图 4 所示．
注 3 式 ( 94 ) 中 θ̂i ( t) 是参数向量 θi 的估计，

α̂i ( t) 是子系统间共同参数向量 α 的估计． 同理，将

每个子系统的估计 α̂i ( t) 的平均值作为参数向量 α
的估计，即

α̂( t) =
α̂1 ( t) + α̂2 ( t) +… + α̂m ( t)

m ∈Rn ． ( 96)

用平均值 α̂( t － 1 ) 代替 SSG 算法 ( 94 ) —( 95 )

中的 α̂i ( t － 1 ) ，就得到一个简单的部分耦合子系统

随机梯度( PC-SSG) 算法:

α̂( t)
θ̂i ( t[ ])

=
α̂( t － 1)

θ̂i ( t － 1[ ])
+

i ( t)
Ri ( t)

yi ( t － 1) －T
i ( t － 1)

α̂( t － 1)

θ̂i ( t － 1[ ]{ })
，

α̂( 0) = 1n / p0， θ̂i ( 0) = 1nr / p0， ( 97)

Ri ( t) = Ri ( t － 1) +‖i ( t) ‖
2， Ri ( 0) = 1，

i = 1，2，…，m， ( 98)

α̂( t) =
α̂1 ( t) + α̂2 ( t) +… + α̂m ( t)

m ． ( 99)

下面讨论部分耦合随机梯度辨识算法，以避免

参数向量 α的冗余估计．

3. 3 部分耦合随机梯度辨识算法( PC-SG)

在子系统辨识模型( 91 ) 中，只有参数向量 α∈
Rn

是耦合的，即各子系统有一个共同的参数向量 α，

借助于前面讨论的全耦合最小二乘辨识方法( 即耦

合最小二乘算法) 的推导思路，不难得到部分耦合随

机梯度辨识算法 ( Partially Coupled Stochastic Gradi-
ent，PC-SG) ［13］:

α̂( t)
θ̂i ( t[ ])

=
α̂( t － 1)

θ̂i ( t － 1[ ])
+

i ( t)
Ri ( t)

yi ( t － 1) －T
i ( t － 1)

α̂( t － 1)

θ̂i ( t － 1[ ]{ })
，

θ̂i ( 0) = 1nr / p0， ( 100)

Ri ( t) = Ri ( t － 1) +‖i ( t) ‖
2， Ri ( 0) = 1，

i = 2，3，…，m， ( 101)

α̂( t)
θ̂i ( t[ ])

=
α̂m ( t － 1)

θ̂i ( t － 1[ ])
+

i ( t)
Ri ( t)

yi ( t － 1) －T
i ( t － 1)

α̂m ( t － 1)

θ̂i ( t － 1[ ]{ })
，

α̂m ( 0) = 1n / p0， θ̂1 ( 0) = 1nr / p0， ( 102)

R1 ( t) = R1 ( t －1) +‖1 ( t) ‖
2， R1 ( 0) =1，( 103)

φ( t) =［uT( t －1) ，uT( t －2) ，…，uT( t － n) ］T，( 104)

ψ( t) =［y( t － 1) ，y( t － 2) ，…，y( t － n) ］， ( 105)

ψ( t) =

ψ1 ( t)

ψ2 ( t)


ψm ( t













)

， i ( t) =
－ψT

i ( t)

φ( t[ ])
． ( 106)

部分耦合随机梯度辨识方法 ( 100 ) —( 106 ) 的

方框如图 5 所示，其中只有参数估计向量 α̂i ( t) 是耦

合在各子系统辨识算法之间，参数向量 θ̂i ( t) 是没有

耦合的，它是各子系统的参数估计． 这就是部分耦合

名称的来历．
参数向量 α，θ1，θ2，…，θm 的估计分别是

α̂( t) : = α̂m ( t) ，̂θ1 ( t) ，̂θ2 ( t) ，…，̂θm ( t) ．
注 4 与 SG 算法 ( 87 ) —( 88 ) 和 PC-SSG 算法

( 97) —( 99) 比，PC-SG 算法( 100) —( 106) 由于避免

了参数向量 α的冗余估计，具有高的计算效率． 它们

每一步的计算量比较如表 2 所示． 当 n = 5 时，一个 5

302
学报: 自然科学版，2012，4( 3) : 193-212

Journal of Nanjing University of Information Science and Technology: Natural Science Edition，2012，4( 3) : 193-212



图 4 子系统随机梯度算法示意

Fig． 4 The schematic diagram of the subsystem stochastic gradient algorithm

图 5 分耦合随机梯度算法示意

Fig． 5 The schematic diagram of the partially coupled stochastic gradient algorithm

个输入，5 个输出的 5 阶系统，其每一步的乘法次数

和加法次数参见表 2 中数据． 可见，PC-SG 算法计算

量最小．

表 2 辨识算法计算量比较

Table 2 The comparison of computational efficiency

算法 乘法次数 加法次数

SG 3m( n + mnr) + m = 1 955 3m( n + mnr) = 1 950

PC-SSG 3m( n + nr) + m + n = 460 m( n + nr) + ( m － 1) n = 470

PC-SG 3m( n + nr) + m = 455 3m( n + nr) = 450

一般来说，一个递推算法的计算量可以用其每

一步的乘法次数和加法次数来衡量． 有的文献上把

一次乘法次数或一次加法次数称为一个 flop［32］． 因

此，每递推计算一步，SG 算法需要 1 955 + 1 950 =
3 905 flop; PC-SSG 算法需要 460 + 470 = 930 flop;

PC-SSG 算法需要 455 + 450 = 905 flop．
利用 PC-SG 算法 ( 100 ) —( 106 ) 计算参数估计

α̂m ( t) 和 θ̂i ( t) ( i = 1，2，…，m) 的步骤如下．
1) 设置初值． t = 1，̂αm ( 0 ) = 1n / p0，̂θi ( 0 ) =

1n0 / p0，Ri ( 0) = 1，i = 1，2，…，m，p0 = 10
6 ．

2) 收集输入输出数据 u( t) 和 y( t) ，由式( 104)

构成输入信息向量 φ( t) ，由式( 105) 构成输出信息

矩阵 ψ( t) ，由式( 106 ) 抽出 ψi ( t) ( i = 1，2，…，m) ，

并构成 i ( t) ．
3) 由式( 103) 计算 R1 ( t) ，由式( 102) 刷新参数

估计 α̂1 ( t) 和 θ̂1 ( t) ．
4) 对于每一个 i( i = 2，3，…，m) ，由式( 101 ) 计

算 Ri ( t) ，由式( 100) 刷新参数估计 α̂i ( t) 和 θ̂i ( t) ．
5) t 增 1，转到第 2 步．
利用 PC-SG 算法 ( 100 ) —( 106 ) 计算参数估计

α̂m ( t) 和 θ̂i ( t) ( i = 1，2，…，m) 的流程如图 6 所示．
为了提高参数估计收敛速度，可以在随机梯度

算法中引入遗忘因子 λ，即式( 88 ) ，( 101 ) 和 ( 103 )

中引入 λ，得到

R( t) = λR( t － 1) +‖Φ( t) ‖2， R( 0) = 1，

0≤λ≤1， ( 107)

Ri ( t) = λRi ( t － 1) +‖φi ( t) ‖
2， Ri ( 0) = 1，

i = 1，2，…，m， 0≤λ≤1， ( 108)

就获得带遗忘因子 λ 的 SG 算法( 87) 和( 107) ，以及

带遗忘因子 λ 的 PC-SG 算法( 100 ) ，( 102 ) ，( 108 ) ，

( 104) —( 106) ． 当然，也可以引入收敛指数来提高

随机梯度算法的收敛速度．

4 部分耦合最小二乘辨识方法( PC-LS)

本节介绍几个部分耦合最小二乘辨识方法，部

分内容引自笔者指导的博士生刘艳君发表在 2012
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图 6 计算参数估计参数估计 α̂m ( t) 和

θ̂i ( t) 流程( i = 1，2，…，m)

Fig． 6 The flowchart of computing the parameter
estimates α̂m ( t) and θ̂i ( t) ( i = 1，2，…，m)

年中国控制与决策会议的论文
［38］．

4. 1 最小二乘辨识算法( LS)

对于辨识模型( 86) ，极小化准则函数

J( ) : = ∑
t

j = 1
‖y( j) － Φ( j) ‖2

得到下列多变量递推最小二乘辨识算法:

̂( t) = ̂( t －1) +L( t) ［y( t) －Φ( t) ̂( t －1) ］， ( 109)

L( t) =P( t －1)ΦT( t) ［Im +Φ( t) P( t －1)ΦT( t) ］－1，( 110)

P( t) =［In + mnr － L( t) Φ( t) ］P( t － 1) ，

P( 0) = p0 In + mnr ． ( 111)

这里 ̂( t) 是时刻 t 参数向量 的估计，P( t) 是( n +
mnr) × ( n +mnr) 维协方差阵．

注 5 多变量 RLS 算法( 109) —( 111) 在每一步

递推计算中都要计算大维数协方差阵 P( t) ，导致算

法的计算量很大．

4. 2 子系统最小二乘辨识算法( SLS)

对于辨识模型( 86) ，极小化准则函数

J( α，θi ) = ∑
t

j = 1
yi ( j) － T

i ( j) α
θ[ ]{ }
i

2

，i = 1，2，…，m．

可以得到估计参数向量 α 和 θi 的子系统最小二乘

( SLS) 算法:

α̂( t)
θ̂i ( t[ ])

=
α̂( t － 1)

θ̂i ( t － 1[ ])
+

P i ( t) φi ( t) yi ( t) －T
i ( t)

α̂( t － 1)

θ̂i ( t － 1[ ]{ })
，( 112)

P －1
i ( t) =P －1

i ( t －1) +i( t)
T
i ( t) ， i =1，2，…，m． ( 113)

出于同样的原因，为了区别每个子系统对共同参数

向量 α的估计，在子系统的参数估计 α̂( t) 上加上下

标 i，得到

α̂i ( t)

θ̂i ( t[ ])
=
α̂i ( t － 1)

θ̂i ( t － 1[ ])
+

P i ( t) i ( t) yi ( t) －T
i ( t)

α̂i ( t － 1)

θ̂i ( t － 1[ ]{ })
． ( 114)

对于 α 的冗余估计，用它们的平均值作为 α 的估

计，即

α̂( t) =
α̂1 ( t) + α̂2 ( t) +… + α̂m ( t)

m ． ( 115)

式( 113) —( 114) 构成了子系统最小二乘( SLS)

辨识算法，总结如下:

α̂i ( t)

θ̂i ( t[ ])
=
α̂i ( t － 1)

θ̂i ( t － 1[ ])
+

P i ( t) φi ( t) yi ( t) －T
i ( t)

α̂i ( t － 1)

θ̂i ( t － 1[ ]{ })
，( 116)

P － 1
i ( t) = P － 1

i ( t － 1) +i ( t) 
T
i ( t) ，

P( 0) = p0In + nr， i = 1，2，…，m， ( 117)

α̂( t) =
α̂1 ( t) + α̂2 ( t) +… + α̂m ( t)

m ，

α̂( 0) = 1n / p0， θ̂i ( 0) = 1nr / p0 ． ( 118)

应用矩阵求逆引理，可以等价写为

α̂i ( t)

θ̂i ( t[ ])
=
α̂i ( t － 1)

θ̂i ( t － 1[ ])
+

L i ( t) yi ( t) －T
i ( t)

α̂i ( t － 1)

θ̂i ( t － 1[ ]{ })
， ( 119)

L i ( t) = P i ( t) i ( t) =
Pi ( t －1) i ( t) ［1 +T

i ( t) Pi ( t －1) i ( t) ］－1，( 120)

P i ( t) =［In + nr － L i ( t) 
T
i ( t) ］P i ( t － 1) ，

P( 0) = p0 In + nr， i = 1，2，…，m， ( 121)

α̂( t) =
α̂1 ( t) + α̂2 ( t) +… + α̂m ( t)

m ，

α̂( 0) = 1n / p0， θ̂i ( 0) = 1nr / p0 ． ( 122)

4. 3 部分耦合子系统最小二乘辨识算法( PC-SLS)

用平均值 α̂( t － 1) 代替 SLS 算法( 116) —( 118)

或( 119) —( 122) 中的 α̂i ( t － 1) ，就得到一个简单的

部分耦合子系统最小二乘( PC-SLS) 算法:
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α̂i ( t)

θ̂i ( t[ ])
=

α̂( t － 1)

θ̂i ( t － 1[ ])
+

P i ( t) i ( t) yi ( t) －T
i ( t)

α̂( t － 1)

θ̂i ( t － 1[ ]{ })
，( 123)

P － 1
i ( t) = P － 1

i ( t － 1) +i ( t) 
T
i ( t) ，

P( 0) = p0In + nr， i = 1，2，…，m， ( 124)

α̂( t) =
α̂1 ( t) + α̂2 ( t) +… + α̂m ( t)

m ，

α̂( 0) = 1n / p0， θ̂i ( 0) = 1nr / p0 ． ( 125)

应用矩阵求逆引理，可以等价写为

α̂i ( t)

θ̂i ( t[ ])
=

α̂( t － 1)

θ̂i ( t － 1[ ])
+

L i ( t) yi ( t) －T
i ( t)

α̂( t － 1)

θ̂i ( t － 1[ ]{ })
， ( 126)

L i ( t) = P i ( t) i ( t) =
Pi ( t －1) i ( t) ［1 +T

i ( t) Pi ( t －1) i ( t) ］－1，( 127)

P i ( t) =［In + nr － L i ( t) 
T
i ( t) ］P i ( t － 1) ，

P( 0) = p0In + nr， i = 1，2，…，m， ( 128)

α̂( t) =
α̂1 ( t) + α̂2 ( t) +… + α̂m ( t)

m ，

α̂( 0) = 1n / p0， θ̂i ( 0) = 1nr / p0 ． ( 129)

这个 PC-SLS 算 法 的 特 点 是: 各 子 系 统 协 方 差 阵

P i ( t) ∈R( nr) × ( nr)
是独立的．

4. 4 部分耦合最小二乘辨识算法( PC-LS)

利用耦合辨识概念，仿照 C-LS 算法的推导，不

难得到下列部分耦合最小二乘辨识算法 ( Partially
Coupled Least Squares identification algorithm，PC-
LS) ［38］:

α̂1 ( t)

θ̂1 ( t[ ])
=
α̂m ( t － 1)

θ̂1 ( t － 1[ ])
+

P1 ( t) 1 ( t) y1 ( t) －T
1 ( t)

α̂m( t －1)

θ̂1 ( t －1[ ]{ })
，( 130)

P － 1
1 ( t) = P － 1

m ( t － 1) +1 ( t) T
1 ( t) ，

Pm ( 0) = p0In + nr， α̂m ( 0) = 1n / p0， ( 131)

α̂i ( t)

θ̂i ( t[ ])
=

α̂i － 1 ( t)

θ̂i ( t － 1[ ])
+

P i ( t) i ( t) yi ( t) －T
i ( t)

α̂i － 1 ( t)

θ̂i ( t － 1[ ]{ })
，( 132)

P － 1
i ( t) = P － 1

i － 1 ( t) +i ( t) 
T
i ( t) ，

θ̂i ( 0) = 1nr / p0， i = 2，3，…，m． ( 133)

应用矩阵求逆引理，PC-LS 算法总结如下:

α̂1 ( t)

θ̂1 ( t[ ])
=
α̂m ( t － 1)

θ̂1 ( t － 1[ ])
+

L1 ( t) y1 ( t) －T
1 ( t)

α̂m ( t － 1)

θ̂1 ( t － 1[ ]{ })
， ( 134)

L1 ( t) =
Pm ( t － 1) 1 ( t)

1 +T
1 ( t) Pm ( t － 1) 1 ( t)

， ( 135)

P1 ( t) =［I － L1 ( t) T
1 ( t) ］Pm ( t － 1) ，

Pm ( 0) = p0In + nr， α̂m ( 0) = 1n / p0， ( 136)

α̂i ( t)

θ̂i ( t[ ])
=

α̂i － 1 ( t)

θ̂i ( t － 1[ ])
+

L i ( t) yi ( t) －T
i ( t)

α̂i － 1 ( t)

θ̂i ( t － 1[ ]{ })
， ( 137)

L i ( t) =
P i － 1 ( t) i ( t)

1 +T
i ( t) P i － 1 ( t － 1) i ( t)

， ( 138)

P i ( t) =［I － L i ( t) 
T
i ( t) ］P i － 1 ( t) ，

θ̂i ( 0) = 1nr / p0， i = 2，3，…，m， ( 139)

( t) =［uT( t －1) ，uT( t －2) ，…，uT( t － n) ］T，( 140)

ψ( t) =［y( t － 1) ，y( t － 2) ，…，y( t － n) ］， ( 141)

ψ( t) =

ψ1 ( t)

ψ2 ( t)


ψm ( t













)

， i ( t) =
－ψT

i ( t)

( t[ ])
． ( 142)

PC-LS 算法的特点是: 各子系统协方差阵 P i ( t) ∈
R( n + nr) × ( n + nr)

是 耦 合 的． α̂ ( t ) : = α̂m ( t ) ，̂θ1 ( t ) ，

θ̂2 ( t) ，…，̂θm ( t) 分别是参数向量 α，θ1，θ2，…，θm 的

估计．
PC-LS 算法实现步骤如下．
1) 初始化． t = 1，̂αm ( 0) = 1n / p0，̂θi ( 0) = 1nr / p0，

Pm ( 0) = p0In + nr，i = 1，2，…，m，p0 = 10
6 ．

2) 收集输入输出数据 u( t) 和 y( t) ，由式( 140)

构成输入信息向量 φ( t) ，由式( 141) 构成输出信息

矩阵 ψ( t) ，从式( 142) ψ( t) 中提取 ψi ( t) ( i = 1，2，

…，m) ，并构成 φi ( t) ．
3) 由式( 135) 计算增益向量 L1 ( t) ，由式( 136)

计算协 方 差 阵 P1 ( t ) ，由 式 ( 134 ) 刷 新 参 数 估 计

α̂1 ( t) 和 θ̂1 ( t) ．
4) 对每一个 i( i = 2，3，…，m) ，由式( 138 ) 计算

增益向量 L i ( t) ，由式( 139) 计算协方差阵 P i ( t) ，由

式( 137) 刷新参数估计 α̂i ( t) 和 θ̂i ( t) ．
5) t 增 1，转到第 2 步．
注 6 PC-LS 算法( 134) —( 142) 不需要计算矩

阵逆，也不需要计算 α̂i ( t) 的平均值，而且 m 个协方
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差阵 P i ( t) 维数( n + nr) × ( n + nr) 要远小于多变量

RLS 算法 ( 109 ) —( 111 ) 的协方差阵 P ( t ) 的维数

( n +mnr) × ( n + mnr) ． m 个协方差阵 P i ( t) 包含了

mn2 ( r + 1 ) 2
个元素，远 远 小 于 协 方 差 阵 P ( t ) 的

n2 ( mr + 1 ) 2
个 元 素． 当 m = n = r = 5 时，前 者 为

mn2 ( r + 1) 2 = 4 500，后者为 n2 ( mr + 1) 2 = 16 900．

5 有色噪声干扰的多变量系统耦合辨识方法

耦合辨识概念能够用于其他多变量系统辨识，

并且可以结合各种辨识方法，如递推最小二乘方法、
随机梯度辨识方法、辅助模型辨识方法、多新息辨识

方法
［9］、递 阶 辨 识 方 法 ( 两 阶 段 或 多 阶 段 辨 识 方

法) ［5］、迭 代 辨 识 方 法
［8，39］、基 于 滤 波 的 辨 识 方

法
［22］、牛顿方法

［23］
等，研究各种干扰噪声模型的多

变量系统辨识问题，提出相应的耦合辨识方法．
对于有色噪声干扰的多变量系统，可以针对系

统模型结构和噪声模型的不同形式，借用“增广”或

“广义”化参数向量的维数的方法，如增广随机梯

度、增广最小二乘、广义随机梯度、广义最小二乘、广
义增广随机梯度、广义增广最小二乘，辅助模型随机

梯度或辅助模型最小二乘等
［7］

方法，来研究相应的

耦合辨识方法． 这里的方法也可换为迭代辨识方法、
多新息辨识方法等．

5. 1 多变量伪线性回归系统的全耦合辨识方法

考虑下列有色噪声干扰的多变量伪线性回归

系统

y( t) =Φ( t) θ + C － 1 ( z) D( z) v( t) ， ( 143)

其中 y( t) =［y1 ( t) ，y2 ( t) ，…，ym( t) ］T∈Rm
为系统输

出向量，Φ( t) ∈Rm × n
是由系统输入输出数据构成的

回归信息矩阵，v( t) =［v1 ( t) ，v2 ( t) ，…，vm ( t) ］T∈Rm

是零均值白噪声向量，θ∈Rn
是系统模型待辨识的

参数向量，C( z) 和 D( z) 为单位阵，或为单位后移算

子 z － 1 ( z － 1x( t) = x( t － 1) ) 的多项式

c( z) : = 1 + c1 z
－ 1 + c2 z

－ 2 +… + cncz
－ nc，ci∈R，

d( z) : = 1 + d1 z
－ 1 + d2 z

－ 2 +… + dndz
－ nd，di∈R

或为多项式矩阵

C( z) = I + C1 z
－ 1 + C2 z

－ 2 +… + Cnc z
－ nc，Ci∈Rm × m，

D( z) = I +D1 z
－ 1 +D2 z

－ 2 +… +Dndz
－ nd，Di∈Rm × m．

ci 和 di 为噪声模型参数，Ci∈Rm × m
和 Di∈Rm × m

为

待辨识噪声模型的参数矩阵． 假设 nc 和 nd 已知，t≤
0 时，y( t) = 0，Φ( t) = 0 和 v( t) = 0．

也可在式 ( 143 ) 输出向量 y ( t) 前引入多项式

α( z) 或矩阵多项式 A( z) ，推广为一般情形

α( z) y( t) =Φ( t) θ + C － 1 ( z) D( z) v( t) ，( 144)

或

A( z) y( t) =Φ( t) θ + C － 1 ( z) D( z) v( t) ，( 145)

其中 α( z) 的定义同上．
A( z) : = I + A1 z

－ 1 + A2 z
－ 2 +… + Anaz

－ na，Ai∈Rm × m．
进一步可推广为

y( t) =Φ( t)
α( z) θ + C

－ 1 ( z) D( z) v( t) ( 146)

或

y( t) = A － 1 ( z) Φ( t) θ + C － 1 ( z) D( z) v( t) ． ( 147)

同样，C( z) 和 D( z) 可为单位阵，或多项式，或多项式

矩阵． 系统( 146) 和( 147 ) 需要借助于辅助模型辨识

思想
［7］

来研究其耦合辨识方法．
针对 C( z) 和 D( z) 的不同取值，可以从式( 143)

得到下列几种特殊形式．
1) 多变量滑动平均伪线性系统 ( multivariable

moving average pseudo-linear system) :

y( t) =Φ( t) θ + d( z) v( t) ( 148)

或

y( t) =Φ( t) θ +D( z) v( t) ． ( 149)

读者可以利用耦合辨识概念，研究系统( 148) 和

( 149) 的全耦合增广随机梯度辨识算法与全耦合增

广最小二乘辨识算法，以及基于滤波的全耦合随机

梯度辨识算法与全耦合最小二乘辨识算法、全耦合

迭代辨识方法等．
2) 多变量自回归伪线性系统( multivariable au-

toregressive pseudo-linear system) :

y( t) =Φ( t) θ + 1
c( z) v( t) ( 150)

或

y( t) =Φ( t) θ + C － 1 ( z) v( t) ． ( 151)

能够推导系统( 150 ) 和( 151 ) 的全耦合广义随机梯

度辨识算法、全耦合广义最小二乘辨识算法、全耦合

多新息辨识算法等，以及基于滤波的全耦合辨识

算法．
3) 多变量自回归滑动平均伪线性系统 ( multi-

variable autoregressive moving average pseudo-linear
system) :

y( t) =Φ( t) θ + d( z)
c( z) v( t) ， ( 152)

或

y( t) =Φ( t) θ + D( z)
c( z) v( t) ， ( 153)

或
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y( t) =Φ( t) θ + C － 1 ( z) d( z) v( t) ， ( 154)

或

y( t) =Φ( t) θ + C － 1 ( z) D( z) v( t) ． ( 155)

能够推导出系统 ( 152 ) —( 155 ) 的全耦合广义增广

随机梯度辨识算法与全耦合广义增广最小二乘辨识

算法，以及基于滤波的全耦合随机梯度辨识算法与

全耦合最小二乘辨识算法等．

5. 2 类多变量方程误差类系统的部分耦合辨识方法

考虑下列类多变量 CARARMA 系统 ( 多 变 量

CARARMA-like 系统) ，又称类多变量 ARARMAX 系

统( 多变量 ARARMAX-like 系统) ［5］

α( z) y( t) =Q( z) u( t) + C － 1 ( z) D( z) v( t) ，( 156)

有关变量定义同上．
针对 C( z) 和 D( z) 的不同取值，可以得到下列

几种特殊形式．
1) 类 多 变 量 受 控 滑 动 平 均 系 统 ( 类 多 变 量

CARMA 系统，简称多变量 CARMA-like 系统，或类

多变量 ARMAX 系统，简称多变量 ARMAX-like 系

统．“类”翻译成“-like”，其他类同) :

α( z) y( t) =Q( z) u( t) + d( z) v( t) ( 157)

或

α( z) y( t) =Q( z) u( t) +D( z) v( t) ． ( 158)

读者可以利用耦合辨识概念，研究系统( 157) 和

( 158) 的部分耦合增广随机梯度辨识算法与部分耦

合增广最小二乘辨识算法，以及基于滤波的部分耦

合随机梯度辨识算法与部分耦合最小二乘辨识算

法等．
2) 类多变量受控自回归系统( 多变量 CARAR-

like 系统或多变量 ARARX-like 系统) :

α( z) y( t) =Q( z) u( t) + 1
c( z) v( t) ( 159)

或

α( z) y( t) =Q( z) u( t) + C － 1 ( z) v( t) ． ( 160)

能够推导系统( 159 ) 和( 160 ) 的部分耦合广义随机

梯度辨识算法与部分耦合广义最小二乘辨识算法，

以及基于滤波的部分耦合随机梯度辨识算法与部分

耦合最小二乘辨识算法、迭代辨识方法等．
3) 类多变量受控自回归自回归滑动平均系统

( 多变量 CARARMA-like 系统或多变量 ARARMAX-
like 系统) :

α( z) y( t) =Q( z) u( t) + d( z)
c( z) v( t) ， ( 161)

或

α( z) y( t) =Q( z) u( t) + D( z)
c( z) v( t) ， ( 162)

或

α( z) y( t) =Q( z) u( t) + C － 1 ( z) d( z) v( t) ，( 163)

或

α( z) y( t) =Q( z) u( t) + C － 1 ( z) D( z) v( t) ． ( 164)

能够推导系统 ( 161 ) —( 164 ) 的部分耦合广义增广

随机梯度辨识算法与部分耦合广义增广最小二乘辨

识算法，以及基于滤波的部分耦合随机梯度辨识算

法与部分耦合最小二乘辨识算法等．

5. 3 类多变量输出误差类系统的部分耦合辨识方法

下面讨论类多变量输出误差类系统的耦合辨识

算法． 考虑下列类多变量 CARARMA 系统 ( 多变量

CARARMA-like 系统) ，又称类多变量 ARARMAX 系

统( 多变量 ARARMAX-like 系统)

y( t) = Q( z)
α( z) u( t) + C － 1 ( z) D( z) v( t) ，( 165)

有关变量定义同上． 这类系统需要借助于辅助模型

辨识思想
［7］

来研究其耦合辨识方法．
针对 C( z) 和 D( z) 的不同取值，从系统( 165) 可

以得到下列几种特殊形式．
1) 类多变量输出误差系统 ( multivariable OE-

like system) :

y( t) = Q( z)
α( z) u( t) + v( t) ． ( 166)

读者可以利用耦合辨识概念和辅助模型辨识思

想，研究系统( 166) 的部分耦合辅助模型随机梯度辨

识算法与部分耦合辅助模型最小二乘辨识算法．
2) 类多变量输出误差滑动平均统( multivariable

OEMA-like system) :

y( t) = Q( z)
α( z) u( t) + d( z) v( t) ( 167)

或

y( t) = Q( z)
α( z) u( t) +D( z) v( t) ． ( 168)

读者可以推导出系统 ( 167 ) 和 ( 168 ) 的部分耦

合辅助模型增广随机梯度辨识算法与部分耦合辅助

模型增广最小二乘辨识算法，以及基于滤波的部分

耦合辅助模型随机梯度辨识算法与部分耦合辅助最

小二乘辨识算法．
3) 类多变量输出误差自回归系统( multivariable

OEAR-like system) :

y( t) = Q( z)
α( z) u( t) + 1

c( z) v( t) ( 169)
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或

y( t) = Q( z)
α( z) u( t) + C － 1 ( z) v( t) ． ( 170)

能够推导出系统( 169 ) 和( 170 ) 的部分耦合辅助模

型广义随机梯度辨识算法与部分耦合辅助广义最小

二乘辨识算法，以及基于滤波的部分耦合辅助模型

随机梯度辨识算法与部分耦合辅助最小二乘辨识

算法．
4) 类多变量输出误 差 自 回 归 滑 动 平 均 系 统

( multivariable OEARMA-like system，i． e． ，mulltivari-
able Box-Jenkins-like system) :

y( t) = Q( z)
α( z) u( t) + d( z)

c( z) v( t) ， ( 171)

或

y( t) = Q( z)
α( z) u( t) + D( z)

c( z) v( t) ， ( 172)

或

y( t) = Q( z)
α( z) u( t) + C － 1 ( z) d( z) v( t) ，( 173)

或

y( t) = Q( z)
α( z) u( t) + C － 1 ( z) D( z) v( t) ． ( 174)

能够推导系统 ( 171 ) —( 174 ) 的部分耦合辅助模型

广义增广随机梯度辨识算法与部分耦合辅助模型广

义增广最小二乘辨识算法，以及基于滤波的部分耦

合辅助模型随机梯度辨识算法与部分耦合辅助模型

最小二乘辨识算法．

5. 4 多变量方程误差类系统的耦合辨识方法

下面简单给出可用耦合辨识概念来研究的多变

量方程误差类系统模型结构．
考虑下列类多变量 CARARMA 系统 ( 多 变 量

CARARMA-like 系统) ，又称类多变量 ARARMAX 系

统( 多变量 ARARMAX-like 系统)

A( z) y( t) = B( z) u( t) + C － 1 ( z) D( z) v( t) ，( 175)

有关变量定义同上，多项式矩阵 B( z) 定义为

B( z) : = B1 z
－ 1 + B2 z

－ 2 +… + Bnb z
－ nb，Bi∈Rm × r ．

针对 C( z) 和 D( z) 的不同取值，可以得到下列

几种特殊形式．
1) 多变量方程误差系统( multivariable equation er-

ror system) ，或多变量 CAR 系统( 多变量 ARX 系统)

A( z) y( t) = B( z) u( t) + v( t) ． ( 176)

2) 多变量方程误差滑动平均系统( multivariable
equation error moving average system，i． e． ，multivari-
able EEMA system) ，或多变量 CARMA 系统( 多变量

ARMAX 系统) :

A( z) y( t) = B( z) u( t) + d( z) v( t) ( 177)

或

A( z) y( t) = B( z) u( t) +D( z) v( t) ． ( 178)

3) 多变量方程误差自回归系统( multivariable e-
quation error autoregressive system，i． e． ，multivariable
EEAR system ) ，或 多 变 量 CARAR 系 统 ( 多 变 量

ARARX 系统) :

A( z) y( t) = B( z) u( t) + 1
c( z) v( t) ( 179)

或

A( z) y( t) =B( z) u( t) +C －1 ( z) v( t) ． ( 180)

4) 多变量受控自 回 归 自 回 归 滑 动 平 均 系 统

( multivariable CARARMA system) :

A( z) y( t) = B( z) u( t) + d( z)
c( z) v( t) ， ( 181)

或

A( z) y( t) = B( z) u( t) + D( z)
c( z) v( t) ， ( 182)

或

A( z) y( t) = B( z) u( t) + C － 1 ( z) d( z) v( t) ，( 183)

或

A( z) y( t) = B( z) u( t) + C － 1 ( z) D( z) v( t) ． ( 184)

5. 5 多变量输出误差类系统的耦合辨识方法

下面简单给出可用耦合辨识概念来研究的多变

量输出误差类系统模型结构．
考虑下列多变量 OEARMA 系统 ( 多变量 Box-

Jenkins 系统)

y( t) = A － 1 ( z) B( z) u( t) + C － 1 ( z) D( z) v( t) ． ( 185)

进一步可广义化为

ζ( z) y( t) =A －1( z) B( z) u( t) +C －1( z) D( z) v( t) ( 186)

或

F( z) y( t) =A －1( z) B( z) u( t) +C －1( z) D( z) v( t) ，( 187)

其中

ζ( z) : = 1 + ζ1 z
－ 1 + ζ2 z

－ 2 +… + ζnz
－ n，ζi∈R，

F( z) : = I + F1 z
－ 1 + F2 z

－ 2 +… + Fnf z
－ nf，Fi∈Rm × m．

针对 C( z) 和 D( z) 的不同取值，从式( 185) 可以

得到下列几种特殊形式．
1) 多变量输出误差 系 统 ( multivariable output

error system) :

y( t) = A － 1 ( z) B( z) u( t) + v( t) ． ( 188)

读者可以利用耦合辨识概念，研究系统( 188) 的

部分耦合辅助模型随机梯度辨识算法与部分耦合辅

助模型最小二乘辨识算法．
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2) 多变量输出误差滑动平均系统( multivariable
OEMA system) :

y( t) = A － 1 ( z) B( z) u( t) + d( z) v( t) ( 189)

或

y( t) = A － 1 ( z) B( z) u( t) +D( z) v( t) ． ( 190)

3) 多变量输出误差自回归系统 ( multivariable
OEAR system) :

y( t) = A － 1 ( z) B( z) u( t) + 1
c( z) v( t) ( 191)

或

y( t) = A － 1 ( z) B( z) u( t) + C － 1 ( z) v( t) ． ( 192)

4) 多变量输出误差自回滑动平均系统 ( multi-
variable OEARMA system ) ，即 多 变 量 Box-Jenkins
系统:

y( t) = A － 1 ( z) B( z) u( t) + d( z)
c( z) v( t) ，( 193)

或

y( t) = A － 1 ( z) B( z) u( t) + D( z)
c( z) v( t) ，( 194)

或

y( t) = A － 1 ( z) B( z) u( t) + C － 1 ( z) d( z) v( t) ，( 195)

或

y( t) = A － 1 ( z) B( z) u( t) + C － 1 ( z) D( z) v( t) ． ( 196)

6 结语

耦合辨识是基于多变量子系统间存在耦合参数

而发展起来的一种新型辨识方法． 耦合辨识概念是

解决结构复杂、参数耦合线性或非线性多变量系统

辨识问题而提出的一种辨识理念与方法． 目的是通

过子系统参数估计的耦合，减少子系统参数向量的

冗余估计，减小辨识算法的计算量、提高辨识算法的

收敛速度．
耦合辨识概念也可以用于研究一般矩阵方程和

耦合矩阵方程的梯度迭代求解方法和最小二乘迭代

求解方法． 本文讨论了多变量线性回归系统的几种

全耦合最小二乘辨识算法、耦合随机梯度辨识算法，

讨论了拥有公分母特征多项式多变量系统的几种部

分耦合最小二乘辨识方法、部分耦合随机梯度辨识

算法． 最后，列出了一些可用耦合辨识概念进行研究

的有色噪声干扰的一些多变量系统模型结构，包括

有色噪声干扰多变量伪线性回归系统、多变量方程

误差系统和多变量输出误差系统、类多变量方程误

差系统和类多变量输出误差系统等．
提出的耦合辨识概念，能够研究和解决国际著

名专家、加拿大的 Sinha 和 Kwong 教授在《Automati-
ca》( 1979 年，第 4 卷，第 471-475 页) 中提出的存在

交互干扰噪声的耦合多变量系统领域 30 多年的辨

识难题．
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System identification． Part H: Coupled
identification concept and methods
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Abstract Coupled identification is an important branch of system identification and is a new identification concept
which is used mainly to study identification problems of linear and nonlinear multivariable systems with complex
structures and parameter coupling． The auxiliary model identification idea，the multi-innovation identification theory，

the hierarchical identification principle，and the coupled identification concept are new identification research ideas，
concepts and methods and can be used to study identification problems of systems with unknown process variables，
to improve the convergence rates and accuracies of identification methods，to solve identification problems of large-
scale multivariable systems with complex structures and of multivariable systems with parameter coupling，reducing
the computational load of the identification algorithms．

This paper introduces the coupled identification concept of multivariable systems，discusses the ( full) coupled
least squares identification methods，the ( full) coupled stochastic gradient identification methods，the partially cou-
pled stochastic gradient identification methods，the partially coupled least squares identification methods etc for mul-
tivariable systems． Finally，we show that the coupled identification methods can be applied to multivariable systems
with colored noises，list some model structures of some multivariable systems，and indicate that the coupled identifi-
cation concept can combine the auxiliary model identification idea，the multi-innovation identification theory，the hi-
erarchical identification principle，the iterative search principle ( the gradient iteration，the least squares iteration，

the Newton iteration) to study identification problems of linear and nonlinear multivariable systems with colored noi-
ses．
Key words iterative identification; recursive identification; parameter estimation; FIR model; equation error mod-
el; CAR model; CARMA model; CARAR model; CARARMA model; output error model; OEMA model; OEAR mod-
el; auxiliary model identification; multi-innovation identification; hierarchical identification; coupled identification
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