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有关 Gorenstein 投射猜想的一个注记

张孝金
1

摘要

证明了对一个 Artinian 代数 A，如果

它的左有限维数或右有限维数有限，则 A
满足 Gorenstein 投 射 猜 想． 由 此 可 知，
Gorenstein 代数和 表 示 维 数 小 于 等 于 3
的代 数 上 的 Gorenstein 投 射 猜 想 是 成

立的．
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0 引言

在同调代数与代数表示论中，许多著名的猜想，如广义 Nakayama
猜想仍然是代数学者们关心的热点问题． 广义 Nakayama 猜想是由

Auslander 等
［1-2］20 世纪 70 年代提出来的，它的内容是一个有限生成

的 A-模 M 是投射的如果 M 满足 ExtiA ( M，AM) = 0，i≥1． Yamaga-
ta［3］

给出了广义 Nakayama 猜想如下的等价刻画: 对任意一个单模 A-
模 S，都有自然数 n 使得 ExtnA ( S，A) ≠0． 到目前为止，这个猜想仍然是

公开的，只有一些特殊的代数的情况得到了解决
［4-6］．

另一方面，结合相对同调代数，黄和罗
［7］

提出了广义 Nakayama
猜想的一种特殊的情况———Gorenstein 投射猜想: 一个有限生成的

Gorenstein 投射 A-模 M 是投射的如果 ExtiA ( M，M) = 0，i≥1． 并且他

们证明了 Gorenstein 投射猜想对于交换 Artinian 环是成立的．
在本文中将推广黄和罗

［7］
的结果并证明如下的定理:

定理 1 设 A 是一个 Artinian 代数，如果 A 的左或右有限维数 ＜
∞，则 A 的反环代数 Ao

满足广义 Nakayama 猜想． 特别地，A 满足

Gorenstein 投射猜想．
定理 2 设 A 是 一 个 Gorenstein 代 数，则 Gorenstin 投 射 猜 想

成立．

1 概念和主要结果

设 A是一个代数且M是一个 A-模． 设正合列…→Pi ( M) →…→
P1 ( M) → P0 ( M) →M→ 0 是 M 的一个极小投射分解． 记 ΩiM 为 M 的

第 i个合冲． 对偶的，可以给出M的一个极小内射分解0→M→ I0 ( M)

→ I1 ( M) →…→ In ( M) →…以及第 i 个余合冲Ω －iM． 记 PdAM、IdAM
为 M 的对应的投射、内射维数． 记代数 A 的左有限维数 lfd( A) =
sup{ PdAM | PdAM ＜ ∞ } ． 对应地，记右有限维数为 rfd( A) ． 一般说来，

左、右有限维数不等． 记 IdAA 和 IdAoA 分别为 A 的作为左、右 A-模的内

射维数． A 称为 Gorenstein 如果 IdAA 和 IdAoA 都有限． 首先有如下关于

lfd( A) 与 IdAA 的关系
［8］．

引理 1 设 A 是一个代数． 则 lfd( A) ≤ IdAA． 对应地，rfd( A) ≤
IdA0A．

下面回顾一下广义 Nakayama 猜想与 Gorenstein 投射猜想并给出

它们之间的联系． 首先需要:



定义 1 一个 A-模 M 称为 Gorenstein 投射的如

果 ExtiA ( M，A) = 0 和ExtiA ( TrM，A) = 0对i≥1成

立，其中 Tr 为 Auslander 转置．
现在给出广义 Nakayama 猜想与 Gorenstein 投射

猜想内容:

定义 2 1) 广义 Nakayama 猜想: 一个 A模M是

投射的如果 ExtiA ( M，A M) = 0，i≥ 1． 等价地，

可写为: 对任意一个单模 A-模 S，都有自然数 n 使得

ExtnA ( S，A) ≠ 0．
2) Gorenstein 投 射 猜 想: 一 个 有 限 生 成 的

Gorenstein 投射 A-模M是投射的如果ExtiA ( M，M) =
0，i≥ 1．

不难看出，A 满足广义 Nakayama 猜想则 A 必满

足 Gorenstein 投射猜想． 下面给出本文的几个主要

结果:

定理 1 设 A 是一个代数． 如果 lfd( A) ＜ ∞ 或

者 rfd( A) ＜ ∞，则其反代数 Ao
满足广义 Nakayama

猜想． 特别地，A 满足 Gorenstein 投射猜想．
由于交换 Artinian 环的 lfd( A) = rfd( A) = 0，定

理 1 推广了罗和黄的结果． 结合引理 1，不难看出一

个Gorenstein代数A满足 lfd( A) ＜ ∞ 并且 rfd( A) ＜
∞ ( 两者相同都等于 IdAA) ． 利用定理 1 可知:

定理 2 设 A 是一个 Gorenstein 代数，则 Goren-
stin 投射猜想成立．

由 于 代 数 A 的 表 示 维 数 Rep( A) =
inf{ gld( EndAM) } ，其中 M 是 A-模的生成子余生成

子，EndAM 为 M 的自同态环，gld( EndAM) 表示 M 的

自同态环EndAM的整体维数． 注意到表示维数是左、

右对称的，即 Rep( A) = Rep( Ao ) ，结合 Igusa 等
［9］

的

结果 Rep( A) ≤ 3 可得 lfd( A) ＜ ∞ 且 rfd( A) ＜ ∞，

再由定理 1 可得:

定理 3 设 A 是一个代数． 若 Rep( A) ≤3，则 A
满足 Gorenstein 投射猜想．

2 定理的证明及应用

定理 1 的证明以及主要定理的一些直接应用．
证明 由于右有限维数有限情况的证明是类似

的，我们只给出左有限维数有限的情况的证明． 假设

存在一个非零单 Ao-模 S 使得 ExtAo
i ( S，A) = 0，i

≥ 0． 且 lfd( A) = m ＜ ∞ ． 取 S 的一个极小投射

分解:

…→ Pi ( S) →…→ P1 ( S) → P0 ( S) → S→ 0 ( 1)

不难证 明 PdAoS = ∞ ( 否 则 若 PdAoS = t 则

ExtAo
t ( S，A) ≠ 0 与 假 设 矛 盾 ) ． 对 ( 1) 应 用 函 子

( － ) * = HomAo ( －，A) 由 ExtAo
i ( S，A) = 0 对i≥

0 成立则有以下 A 模正合列:

0 → ( P0 ( S) ) * → ( P1 ( S) ) * → ( P2 ( S) ) * →
…→ ( Pi ( S) ) * →… ( 2)

记 fm+1 : Pm+1 ( S) → Pm ( S) ， 则 ( fm+1 ) * :

( Pm ( S) ) * → ( Pm+1 ( S) ) * ． 记 Im( fm+1 ) *
是 态 射

( fm+1 ) *
的像，从( 2) 可得 Im( fm+2 ) *

的投射分解:

0 → ( P0 ( S) ) * → ( P1 ( S) ) * → … →
( Pm ( S) ) * → ( Pm+1 ( S) ) * → Im( fm+2 ) * → 0 ( 3)

注意 到 lfd( A) = m ＜ ∞，故 态 射 ( f1 ) * :

( P0 ( S) ) * → ( P1 ( S) ) *
可裂，因此 f = ( f* ) *

可裂，

因此 S = 0 与非零单模矛盾． 所以假设不成立，即对

任意的非零单模 S 都存在自然数都有自然数 n 使得

ExtnA ( S，A) ≠ 0． 因此广义 Nakayama 猜想对 Ao
成

立． 由于 Gorenstein 投射猜想是广义 Nakayama 猜想

的一种特殊情况，所以 Ao
满足 Gorenstein 投射猜想．

注意 到 A 满 足 Gorenstein 猜 想 当 且 仅 当 Ao
满 足

Gorenstein 猜想，结论得证．

3 应用

推论 1 设 A 是一个 Artinian 局部代数，则 A 满

足广义 Nakayama 猜想，因此 A 满足 Gorenstein 投射

猜想．
证明 因为 A 是一个 Artinian 局部代数，所以

lfd( A) = rfd( A) = 0，由定理 1 结论成立．
推论 2 设 A 是一个自内射代数，则 Gorenstein

投射猜想成立．
证明 因为自内射代数都是 Gorenstein 代数，由

定理 2 可得结论．
最后，不是所有代数的 Gorenstein 投射猜想的证

明都依赖于广义 Nakayama 猜想的证明．
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A note on Gorenstein projective conjecture
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Abstract In this paper，we prove that an Artinian algera A satisfies the Gorenstein projective conjecture if the left
finistic dimension or the right finistic dimension of A is finite． As a result，the Gorenstein projective conjecture is
proved to be true for Gorenstein algebras and algebras with representation dimension less than or equal to 3．
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