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随机滞后微分方程的有界性
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摘要

研究了随机滞后微分方程的一致有

界和一致最终有界． 利用 Lyapunov 函数
和 Razumikhin技巧，得到了一些关于随
机滞后微分方程有界性新的 Razumikhin
定理，同时，证明随机滞后微分方程解的
存在性，推广了相关的文献． 最后，给出
例子证实定理的有效性．
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0 引言

随机微分方程在研究种群生物模型
［1-3］、控制理论［4］、神经网

络
［5-6］
以及经济模型

［7］
等大量的实际问题中都是十分重要的数学模

型．稳定性和有界性是研究微分方程的两个主要性质［8-14］．近年来，有
大量的文献考虑了随机滞后微分方程的稳定性和有界性． 在稳定性
研究方面，Huang 等［8］利用 Razumikhin 技术研究了随机滞后系统的
输入状态稳定，随机滞后系统的渐近稳定和指数稳定［9］，随机混杂滞

后系统的渐近稳定
［10］; Cheng 等［11］研究了脉冲随机泛函微分系统的

渐近稳定性．在有界性研究方面，Mao 等［12］给出随机时滞微分方程的
Khasminskii型存在性条件，同时给出了在一定的条件下系统的渐近
有界性; Luo等［13］研究了随机泛函微分方程的渐近稳定性和有界性;
吴述金等

［14］
使用了 Razuminkhin 技术讨论了随机脉冲的泛函微分方

程的 p阶距有界性．
文献［15］定理 7. 18 考虑了如下特殊的随机滞后微分方程
dx( t) = f( x( t) ，x( t － δ( t) ) ，t) dt + g( x( t) ，x( t － δ( t) ) ，t) dB( t) ，

t≥ 0． ( 1)
f，g满足一般性假设条件．对于系统( 1) ，他们给出如下渐近有界性的
判据．
定理 对于系统( 1) ，时滞 δ( t) 是可微的，且存在珋δ∈［0，1) ，

δ( t) ≤珋δ， t≥ 0．
同时假设存在函数 V( x，t) ∈ C2，1 ( Rn × R +，R + ) ，以及正数 p，α0，c1，
c2，λ1，λ2，使得 λ1 ＞ λ2 / ( 1 － 珋δ) ，对任意的 x，y∈ Rn，t≥ 0，都有

c1 | x | p ≤ V( x，t) ≤ c2 | x | p，

及

V( x，y，t) ≤ － λ1 | x |
p + λ2 | y |

p + α0，

则随机滞后微分方程( 1) 是 p阶矩渐近有界的．
但是，这个定理及文献［12-14］并没有考虑时滞不可微的随机时

滞微分方程或者多时滞的随机微分方程的一致有界性和一致最终有

界性．为此，本文将考虑更一般的随机滞后微分方程的一致有界性和
一致最终有界性． 在证明的过程中，实际上也证明了系统解的存在
性．本文并不像文献［12-14］首先考虑解的存在性，然后考虑解的有
界性．这里并不关心界的大小，只是证明系统解的一致有界和一致最
终有界．本文核心思想是把 Hale［16］经典的泛函微分方程理论中有界



性定理( 定理 4. 3) 推广到随机滞后方程来，得到随
机滞后系统的有界性定理．最后，举例论证了定理的
有效性．

1 预备知识及定义

记 ( Ω，，Ρ) 是完备的概率空间． { t : t≥0} 是
( Ω，，Ρ) 上给定的完备的右连续增长的子 σ-代数
( 即 σ-代数流) ． x ( t) : Ω→Rn

是连续的 t －适定的

Rn_
值的随机过程． 我们假设它依赖于在 S = { x ( t，

ω) : Ω→Rn}的 ω∈Ω．并且一般用 x( t) 代替 x( t，ω) ，
突出了 x( t) 对 t 的依赖性，将 ω∈Ω 视为参数． 令
· 表示 Rn

中的 Euclidean 范数． 如果 Α 是向量
或者矩阵，ΑΤ 表示 Α 的转置． 如果 Α 是矩阵，Α 的
迹范数 Α =［trace( ΑΤΑ) ］1 /2 ．
一般的随机滞后微分方程

dx( t) = f( xt，t) dt + g( xt，t) dB( t) ， t≥0，( 2)
其中时滞 δ( t) : R +→［0，τ］是 Borel 可测函数．可测
函数 f: Rn × Rn × R + →Rn

及 g: Rn × Rn × R + →
Rn × m，初始值{ x( θ) = － τ≤θ≤0} = ξ∈L2

0
( ［－ τ，

0］; Rn ) ．这里的 L2
0
( ［－ τ，0］; Rn ) 表示所有 0 可

测的 C( ［－ τ，0］; Rn ) 值随机变量 ξ = { ξ( θ) : － τ≤θ
≤0}且满足E‖ξ‖p ＜ ∞全体． B ( t) = ( B1 ( t) ，…，
Bm ( t) ) Τ 定义在完备的概率空间( Ω，，{ } t≥0，Ρ)
上的 m维 Brownian运动．
令 C2，1 ( Rn ×R + ; R + ) 表示所有 Rn ×R +上非负

函数 V( x，t) ，且关于 x是二次可微，关于 t是一次可
微，对于任意的 0≤T ＜ ∞都有 Vx ( x，t) g ( xt，t) ∈
L2( ［0，T］; Rm ) 的全体．定义与系统( 2 ) 相关的算子
，作用在 V∈C2，1 ( R + ×R + ; R + ) ，

V( xt，t) = Vt ( x，t) + Vx ( x，t) f( xt，t) +
1
2 trace［gT ( xt，t) Vxxg( xt，t) ］，

其中，

Vt ( x，t) =
V( x，t)
t
，

Vx ( x，t) =
V( x，t)
x1
，…，V( x，t)

x( )
n
，

Vxx =
2V( x，t)
xix( )

j n × n
．

令 κ表示所有连续的严格增加函数 u: R +→R +，并

且 u( 0) = 0 全体．令 κ∞表示 u∈κ，并且当 r→∞时，
u( r) →∞全体．如果 u∈κ，用 u － 1

表示函数 u 的逆．
用 VK表示函数 u∈K，并且 u 是凸函数，用 CK 表示

函数 u∈K，并且 u是凹函数，用 VK∞表示 u∈K∞，并

且 u是凸函数，用 CK∞表示函数 u∈K∞，并且 u是凹
函数．
在给出主要结论之前，需要如下定义

定义 1 假设 p ＞ 0，系统( 2) 称为
( B1) p阶矩有界，如果对于任一 B1 ＞ 0，任意的

σ ＞ 0，存在 B2 = B2 ( σ，B1 ) ＞ 0，使得 E‖ξ‖p ＜ B1，

蕴含 E | x( t; σ，ξ) | p ＜ B2，t≥σ．这里 x( t; σ，ξ) 是系
统( 2) 的解;
( B2) p阶矩一致有界，如果( B1) 成立，且 B2 与

σ无关;
( B3) p阶矩最终有界，如果( B1 ) 是成立的，且

存在 B ＞ 0，对于任一 B3 ＞ 0，任意的 σ ＞ 0，存在 T =
T( σ，B3 ) ＞ 0，使得 E‖ξ‖p ＜ B3，蕴含 E x ( t; σ，
ξ) p ＜ B，t≥σ + T．
( B4) p 阶矩最终一致有界，如果 ( B2 ) 是成立

的，对于任一 B3 ＞ 0，任意的 σ ＞ 0，存在 T = T( B3 ) ＞
0( 与 σ 无关) ，使得 E‖ξ‖p ＜ B3，蕴含 E | x ( t; σ，
ξ) | p ＜ B，t≥σ + T．

2 主要定理及证明

定理 1 令 p ＞ 0，假设存在函数 V ( x，t ) ∈
C2，1 ( Rn ×R +，R + ) 及常数 H ＞ 0，满足:

ⅰ) u( | x | p ) ≤ V( x，t) ≤ v( | x | p ) ，u∈ VK∞，

v∈ CK∞，( x，t) ∈ Rn × R + ;

ⅱ) 对任意的 β ＞ 0，u( β) ＞ v( H) ，γ ＞ 0，及对
任意 θ ∈［－ τ，0］， ∈ Lp

t
( ［－ τ，0］; Rn ) ，存在

μ = μ( β，γ) ＞ 0， 当 v( H) ≤ EV( ( 0) ，t) ，
sup －τ≤θ≤0EV( ( θ) ，t + θ) ≤ μ( β) ，EV( ( θ) ，t +
θ) ＜ EV( ( 0) ，t) + μ， 蕴 含 E V( ，t) ≤
－ λ( t) ( w( ( 0) ) － γ) ．这里 λ∈ C( R +，R + ) ，ω∈
C( Rn，R + ) ，ω( s) ＞ 0，s ＞ 0． 那么，系统( 2) 是 p 阶
矩一致有界的．
证明 令( σ，ξ) ∈ R + × Lp

t
( ［－ τ，0］; Rn ) ，设

B1 ≥ H 且 E‖ξ‖p ≤ B1，存在 B2 ＞ 0，使得
2v( B1 ) ≤ u( B2 ) ( 由 v( H) ≤ v( B1 ) ≤ 2v( B1 ) ≤
u( B2 ) ≤ v( B2 ) 可得 H≤ B2 ) ．取 β = B2，0 ＜ γ ＜
infH≤E x( t) p≤B2ω( x( t) ) ，存在 μ = μ( β，γ) ＞ 0，且

μ ＜ 1
2 μ( B2 ) ．

假设 x( t; σ，ξ) 是系统( 2) 的极大解． 解区间为
［σ － τ，σ + α) ，若 α ＜ ∞，则解一定会爆炸，即存在
某个 t∈［σ － τ，σ + α) ，使得 E | x( t) | p ＞ B2 ．下面
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只证 E | x( t) | p≤ B2，任意的 t∈［σ － τ，σ + α) ．这
实际上证明了α = +∞，同时，也证明了系统( 2) 是 p
阶矩一致有界的．
如果上述不成立，那么一定存在 t ∈［σ，σ +

α) ，使得E | x( t) | p ＞ B2 ．取t̂ = inf{ t∈［σ，σ + α) :

E | x( t) | p ＞ B2 } ，所以，t̂∈［σ，σ + α) ．

当 t ∈［σ － τ，σ］，有 E‖ξ‖p ≤ B1 ＜ B2 ( 由

v( B1 ) ＜ 2v( B1 ) ≤u( B2 ) ≤ v( B2 ) ，得到B1 ＜ B2 ) ;当

t∈［σ，t̂］，有 E | x( t) | p ≤ B2，且 E | x( t̂) | p ≤ B2 ．

在 t∈［σ － τ，t̂］上定义函数
m( t) = EV( x( t) ，t)

并且

D+ m( t) = limh→0 +
m( t + h) － m( t)

h =

limh→0+
EV( x( t + h) ，t + h) － EV( x( t) ，t)

h = E

V( xt，t) ．
在［σ － τ，σ］ 上，m( t) = EV( x( t) ，t) ≤

Ev( ξ p ) ≤ v( B1 ) ≤
1
2 u( B2 ) ＜ u( B2 ) － μ．但是，

在t̂时刻，m( t̂) = EV( x( t̂) ，t̂) ≥ Eu( x( t̂) p ) ≥
uE( x( t̂) p ) = u( B2 ) ．

取 t* = inf{ t ∈［σ，t̂］: m( t) ≥ u( B2 ) } ，那么

t* ∈［σ，t̂］，m( t* ) = u( B2 ) ，且m( t) ＜ u( B2 ) ，t∈

［σ － τ，t̂］．再取珋t = sup{ t∈［σ，t* ］: m( t) ≤ u( B2 )

－ μ} ，那么珋t∈［σ，t* ］，m( 珋t) = u( B2 ) － μ，且在区
间［珋t，t*］上，

v( B1) ≤
1
2 u( B2) ＜ u( B2) － μ≤m( t) ≤ u( B2) ． ( 3)

在 区 间 ［珋t，t*］ 上，m( t) = EV( x( t) ，t) ≥
v( B1 ) ≥v( H) ，同时，sup －τ≤θ≤0EV( x( t + θ) ，t + θ) ≤
u( B2 ) = u( β) ．由式( 3) 得: EV( x( t + θ) ，t + θ) ≤
u( B2 ) ≤ EV( x( t) ，t) + μ，θ∈［－ τ，0］．考虑到 u∈
VK∞，由 u( E | x( t) | p ) ≤Eu( | x( t) | p ) ≤EV( x( t) ，
t) = m( t) ≤ u( B2 ) 得到 E | x( t) | p ≤ B2 ．又，v∈
CK∞，由 v( B1 ) ≤ m( t) = EV( x( t) ，t) ≤ Ev( | x( t)
| p ) ≤ v( E( | x( t) | p ) ) 得到 E( | x( t) | p≥ B1≥ H．
由条件( ⅱ) 知，

E V( x( t) ，t) ≤－ λ( t) ［w( x( t) ) － γ］≤ 0．
但是，由 Itô公式，

u( B2 ) = m( t* ) = EV( x( t* ) ，t* ) =

EV( x( 珋t) ，珋t) + ∫
t*

珋t
E V( xs，s) ds≤

EV( x( 珋t) ，珋t) = m( 珋t) = u( B2 ) － u．
产生矛盾．故，E | x( t) | p ＜ B2，任意的 t∈［σ － τ，
σ + α］．
综上所述，系统( 2) 是 p阶矩一致有界的．
定理 1 证明完毕．
定理 2 令 p ＞ 0，假设存在函数 V( x，t) ∈

C2，1 ( Rn × R +，R + ) 及常数 H ＞ 0，满足:
ⅰ) u( | x | p ) ≤ V( x，t) ≤ v( | x | p ) ，u∈ VK∞，

v∈ CK∞，( x，t) ∈ Rn × R + ;

ⅱ) 对任意的 β ＞ 0，u( β) ＞ v( H) ，γ ＞ 0，及对
任意 θ ∈［－ τ，0］， ∈ Lp

t
( ［－ τ，0］; Rn ) ，存在

μ = μ( β，γ) ＞0， 当 v( H) ≤ EV( ( 0) ，t) ，
sup －τ≤θ≤0EV( ( 0) ，t + θ) ≤ u( β) ，EV( ( θ) ，
t + θ) ＜ EV( ( 0) ，t) + μ，蕴含 E V( ，t) ≤
－ λ( t) ( w( ( 0) ) － γ) ．这里 w∈ C( Rn × R+ ) ，w( s)

＞ 0，s ＞ 0，且对任意的L，存在 l ＞ 0使得∫
t +l

t
λ( t) dt ＞

L，t≥ σ，∫
∞

0
λ( t) dt = ∞ ．

那么，系统( 2) 是 p阶矩一致最终有界．
证明 显然，定理 1 的条件满足，因此系统( 2 )

是 p阶矩一致有界．
下面证明系统( 2) 是 p阶距一致最终有界．
令 B = u－1 ( v( H) ) ，那么 u( B) = v( H) ． 由

v( B) ≥u( B) = v( H) ，可知 B≥ H．
任意给定 B3 ≥ B，那么对由 p 阶距一致有界的

定义可知，存在 B4 ＞ B3，使得对任意的 σ ≥ 0，当
E‖ξ‖p ＜ B3，一定有

EV( x( t) ，t) ＜ u( B4 ) ． ( 4)
这样，由 u∈ VK∞，u( E | x( t) | p ) ≤ Eu( | x | p ) ≤
EV( x( t) ，t) ≤ u( B4 ) ，所以，E | x | p ≤ B4 ．
令 β = B4，由 B4 ＞ B3 ≥ B = u－1 ( v( H) ) ，可知

v( B4 ) ≥ u( B4 ) ＞ v( H) ， 故 可 定 义 γ =
1
2 infH≤E x p≤B4w( | x( t) | ) ＞ 0．存在 μ: = μ( β，γ) ＞

0，使得 u( B) + Nμ ＞ u( B4 ) ，这里N是使得这个不等
式成立的最小整数．

令 T0 = σ，Ti ＞ Ti－1 + τ，并且∫
Ti

Ti－1+τ
λ( s) ds ≥

u( B 4 )
γ
，下面证明:

EV( x( t) ，t) ≤ u( B) + ( N － i) μ，
t≥ Ti， i = 0，1，2，…，N． ( 5)

当 t≥ T0 = σ时，由式( 4) 可知 EV( x( t) ，t) ＜
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u( B4 ) ＜ u( B) + Nμ，式( 5) 成立．
对于式( 5) ，假设对某个 0 ≤ i ＜ N成立，考虑:

当 t≥ Ti+1 时，一定有 EV( x( t) ，t) ≤ u( B) + ( N －
i －1) μ．
令 t*i = inf{ t≥ Ti : EV( x( t) ，t) ≤ u( B) + ( N －

i － 1) μ} ，如果 t*i ＞ Ti+1，那么考虑区间 Ii =［Ti + τ，
Ti+1］，对于任意的 t ∈ Ii，一定有 EV( x( t) ，t) ＞
u( B) + ( N － i －1) μ．
计算

v( H) = u( B) ＜ EV( x( t) ，t) ＜ u( B4) = u( β) ， ( 6)
取上确界

sup
－τ≤θ≤0

EV( x( t + θ) ，t + θ) ＜ u( B4 ) = u( β) ， ( 7)

以及

EV( x( t + θ) ，t + θ) ＜ u( B4 ) ＜ u( B) + Nμ =
u( B) + ( N － i － 1) μ + μ ＜
EV( x( t) ，t) + μ， ( 8)

由条件( ⅱ) ，可知，
D+ m( t) = E V( x，t) ≤－ λ( t) ［w( x( t) ) － γ］

≤
－ λ( t) γ ＜ 0， ( 9)

但是，由 Itô公式，
EV( x( t) ，t) ≤ EV( x( Ti + τ) ，Ti + τ) －

γ ∫
t

Ti+τ
λ( s) ds ＜ u( B4 ) － γ ∫

t

Ti+τ
λ( s) ds，

所以

EV( x( Ti+1 ) ，Ti+1 ) ＜ u( B4 ) － γ ∫
t

Ti+τ
λ( s) d≤

u( B4 ) － γ
u( B4 )
γ ≤ 0．

这与 EV ( x ( t) ，t) 本身是正数相矛盾 ． 所以，
t*i ≤ Ti+1 ．

对于任意的 t＊＊i = { t ≥ Ti : EV( x( t) ，t) =
u( B) + ( N － i － 1) μ} ，计算
v( H) = u( B) ＜ EV( x( t＊＊i ) ，t＊＊i ) ＜ u( B4 ) = u( β) ，
取上确界

sup
－τ≤θ≤0

EV( x( t＊＊i + θ) ，t＊＊i + θ) ＜ u( B4 ) = u( β) ，

以及

EV( x( t＊＊i + θ) ，t＊＊i + θ) ＜ u( B4 ) ＜ u( B) + Nμ =
u( B) + ( N － i －1) μ + μ = EV( x( t＊＊i ) ，t＊＊i ) + μ，

所以，由条件( ⅱ) 有
D+ m( t＊＊i ) = D+ EV( x( t＊＊i ) ，t＊＊i ) ≤－ λ( t) γ ＜ 0．
对于任意的 t ≥ Ti+1，一定有 EV( x( t) ，t) ≤

u( B) + ( N － i － 1) μ． 特别地，当 i = N时，t≥ TN，

有 EV( x( t) ，t) ≤ u( B) ．
由 u ∈ VK∞，u( E | x | p ) ≤ Eu( | x | p ) ≤

EV( x( t) ，t) ≤ u( B) ，t∈ TN．
综上所述，当 t≥ TN，有 E( | x | p ) ≤ B．即系统

( 2) 是 p阶矩一致最终有界．
定理 2 证明完毕．

3 主要推论

推论 1 令 p ＞ 0，假设存在函数 V( x，t) ∈
C2，1 ( Rn × R +，R + ) 及常数 H ＞ 0，满足:

ⅰ) u( | x | p ) ≤ V( x，t) ≤ v( | x | p ) ，u∈ VK∞，

v∈ CK∞，( x，t) ∈ Rn × R + ;

ⅱ) 对任意的β ＞ 0，u( β) ＞ v( H) ，γ ＞ 0，及对任
意 θ∈［－ τ，0］， ∈ Lp

t
( ［－ τ，0］; Rn ) ，存在 μ =

μ( β，γ) ＞ 0， 当 v( H) ≤ EV( ( 0) ，t) ，
sup －τ≤θ≤0EV( ( 0) ，t + θ) ≤ u( β) ，EV( ( θ) ，t + θ)
＜ EV( ( 0) ，t) + μ，蕴含E V( ，t) ≤－ w( ( 0) ) +
γ．这里 ω∈ C( Rn，R+ ) ，ω( s) ＞ 0，s ＞ 0．
那么，系统( 2) 是 p阶矩一致最终有界．
实际上，这里考虑 λ ( t ) ≡1． 由定理 2 显然

成立．
推论 2 令 p ＞ 0，假设存在函数 V( x，t) ∈

C2，1 ( Rn × R +，R + ) 及常数 H ＞ 0，满足:
ⅰ) u( | x | p ) ≤ V( x，t) ≤ v( | x | p ) ，u∈ VK∞，

v∈ CK∞，( x，t) ∈ Rn × R + ;

ⅱ) 对任意的 γ ＞ 0，当 E | ( 0) | p ≥ H，
EV( ( θ) ，t + θ) ＜ P( EV( ( 0) ，t) ) ，蕴含E V( ，
t) ≤－ w( ( 0) ) + γ．这里 ω∈ C( Rn，R + ) ，ω( s) ＞
0，s ＞ 0，［0，∞ ) →［0，∞ ) 是连续函数，且 P( s) ＞
s，s ＞ 0．
那么，系统( 2) 是 p阶矩一致最终有界．
证明 这里只需要条件 ( ⅱ) 蕴含推论 1 中的

( ⅱ) 即可．
事实上，选择 β ＞ 0，u( β) ＞ v( H) ，γ ＞ 0，存在

μ = μ( β，γ) ＞ 0，使得 μ ＜ inf{ P( s) － s: v( H) ≤
s≤u( β) } ． 如 果 当 ν( H) ≤ EV( ( 0) ，t) ，
sup －τ≤θ≤0EV( ( θ) ，t + θ) ≤ μ( β) ，EV( ( θ) ，t +
θ) ＜ EV( ( 0) ，t) + μ，那么，H≤ E | x( t) | p

成立，

以及

EV( ( θ) ，t + θ) ≤ EV( ( 0) ，t) + μ ＜
EV( ( 0) ，t) + P( EV( ( 0) ，t) ) －
EV( ( 0) ，t) = P( EV( ( 0) ，t) ) ，

从条件( ⅱ) ，有 E V( ，t) ≤－ ω( ( 0) ) + γ，所
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以，推论 1 中的条件 ( ⅱ ) 成立，也就是推论 2 成
立的．
注:推论 2 是文献［17-18］中的有界性定理在随

机滞后系统的推广形式． 这里只要求函数 ω 是正定
连续函数即可．
由推论 2 及定理 2 可知:
推论 3 令 p ＞ 0，假设存在函数 V( x，t) ∈

C2，1 ( Rn × R +，R + ) 及常数 H ＞ 0，满足:
ⅰ) u( | x | p ) ≤ V( x，t) ≤ v( | x | p ) ，u∈ VK∞，

v∈ CK∞，( x，t) ∈ Rn × R + ;

ⅱ) 对任意的 γ ＞ 0，当 E | ( 0) | p ≥ H，
EV( ( θ) ，t + θ) ＜ P( EV( ( 0) ，t) ) ，蕴含E V( ，
t) ≤－ λ( t) ( ω( ( 0) ) － γ) ．这里 ω∈ C( Rn，R + ) ，

ω( s) ＞ 0，s ＞ 0，P: ［0，∞ ) →［0，∞ ) 是连续函数，
且 P( s) ＞ s，s ＞ 0． 对任意的 L，存在 l ＞ 0 使得

∫
t +l

t
λ( t) dt ＞ L，t≥ σ，∫

∞

0
λ( t) dt = ∞ ．

那么，系统( 2) 是 p阶矩一致最终有界．

4 举例

例 考虑下列随机时滞微分方程

dx1( t) =
1

1 + x21 + x [2
2

－ 9x31( t) +
1
2 e

－tx1( t) +

x
1
3
2 ( t － τ2( t ]) ) dt +

x1( t) + p( t)

1 + x21 + x槡 2
2

dB1( t) ，

dx2( t) =
1

1 + x21 + x [2
2

－ 10x32( t) +
1
3 e

－2tx2( t) +

1
2 x

1
5
1 ( t － τ1( t ]) ) dt +

x2( t)

1 + x21 + x槡 2
2

dB2( t)















 ．

( 10)
其中 t≥ 0，τi ( t) ∈［0，τ］，i = 1，2． | p( t) |≤ γ，γ
是常数．方程( 10) 有两个不同的变时滞，这里不需
要时滞是可微的，更不用时滞的导数是有界性假设．
所以，文献［15］中定理 7. 18 根本不能用．
取 Lyapunov函数
V( x( t) ，t) = | x( t) | 2 = x21 ( t) + x22 ( t) ，( 11)

显然，这个函数满足推论 2 的条件( ⅰ) 光滑性假设．
对于任意的( x，t) ，计算

V( xt，t) =
1

1 + x21 + x {2
2

2x1 ( t [) － 9x31 ( t) +
1
2 e －tx1 ( t) +

x
1
3
2 ( t － τ2 ( t ]) ) + ( x1 ( t) + p( t) ) }2 +

1
1 + x21 + x {2

2
2x2 ( t [) － 10x32 ( t) +

1
3 e －2t x2 ( t) +

1
2 x

1
5
1 ( t － τ1 ( t ]) ) + x22 ( t }) ≤

1
1 + x21 + x {2

2
－ 18x41 ( t) + x21 ( t) + 2 x1 ( t) x

1
3
2 ( t －

τ2 ( t) ) + 2x21 ( t) + 2p2 ( t) 20x42 ( t) + 2
3 x22 ( t) +

x2 ( t) x
1
5
1 ( t － τ1 ( t) ) + x22 ( t }) ．

假设函数 P( s) = 1. 5s ＞ s，当
x21 ( t － τ1 ( t) ) + x22 ( t － τ2 ( t) ) ≤ 1. 5( x21 ( t) + x22 ( t) )

及由基本不等式 x4 + y4 ≥ 1
2 ( x

2 + y2 ) 2 得到:

V( xt，t) ≤
1

1 + x21 + x {2
2

－ 18( x41 ( t) + x42 ( t) ) + 3( x21 ( t) +

x22 ( t) ) + 2p2 ( t) + 2 x1 ( t) x
1
3
2 ( t － τ2 ( t) ) +

x2 ( t) x
1
5
1 ( t － τ1 ( t }) ) ≤ 1

1 + x21 + x {2
2

－ 9( x21 ( t) +

x22 ( t) )
2 + 3( x21 ( t) + x22 ( t) ) + 2γ

2 + 2( 1. 5)
1
6 ( x21 ( t) +

x22 ( t) )
1
2 ( x21 ( t) + x22 ( t) )

1
6 + ( 1. 5)

1
10 ( x21 ( t) +

x22 ( t) )
1
2 ( x21 ( t) + x22 ( t) )

1 }10 ．

令 H = 1，当 x21 ( t) + x22 ( t) ≥ 1，则
V( xt，t) ≤

[－ 9 － 3 － 2( 1. 5)
1
6 － ( 1. 5)

1
]10

x21 + x22
1 + x21 + x22

+ 2γ2≤

－
5( x21 + x22 )
1 + x21 + x22

+ 2γ2，

推论 2 的条件( ⅱ) 满足．这里的 ω( x) = 5 | x | 2

1 +| x | 2 ．

由推论 2，系统( 10) 是二阶矩一致最终有界．
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Abstract In this paper，the uniform boundedness and uniform ultimate boundedness of the stochastic retarded dif-
ferential equations is investigated． The new Razumikhin theorems of boundedness about these systems are obtained
by using the Lyapunove functions and Razumikhin technique． It should be noted that the boundedness criteria prove
the global existence of solutions as well as boundedness，thus the available results in references are improved． Final-
ly，an example is illustrated to verify the theorems．
Key words stochastic retarded differential equations; uniform boundedness; uniform ultimate boundedness; Rezu-
mikhin technique
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