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系统辨识( 7) : 递阶辨识原理与方法
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摘要

递阶辨识是系统辨识的一个重要分

支． 递阶辨识原理是在大系统递阶控制

的“分解-协调原理”基础上发展起来的，
它不仅能够解决参数数目多、维数高、大
规模系统辨识算法计算量大的问题，而

且能够解决结构复杂的双线性参数系

统、多线性参数系统以及非线性系统的

辨识问题． 首先介绍递阶辨识原理和线

性方程组 Ax = b 的著名雅可比迭代和高

斯-赛德尔迭代，给出了线性方程组的迭

代方法族; 其次将雅可比迭代思想和递

阶辨识原理用于研究一般矩阵方程和耦

合矩阵方程的递阶梯度迭代求解方法和

递阶最小二乘迭代求解方法; 再次介绍

了方程误差模型的两阶段最小二乘辨识

方法( 一个简单的递阶辨识方法) 和线性

回归模型的递阶最小二乘辨识方法; 最

后研究了类多变量 CARMA 系统的递阶

辨识方法．
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0 引言

随着自动化电子科学技术的进步以及计算设备能力的提高，人

们处理大规模问题的能力也越来越强． 随着问题规模的扩大，随之而

来的是方法的计算量也越大． 同样，系统辨识面临的辨识对象规模也

是越来越庞大，变量越来越多，维数越来越高，导致辨识算法的计算

量也越来越大． 在这种背景下，提出新思想、新理论、新原理、新概念，

研究出新辨识方法，减小辨识算法的计算量已成为必然．
递阶辨识是基于辨识模型分解而发展起来的一种新型辨识方

法，其基础是递阶辨识原理，是为解决结构复杂、维数高、大规模系统

辨识问题而提出的． 其基本思想是通过对辨识模型的分解，使得子辨

识问题的规模变小，相对于原问题要简单，从而减小辨识方法的计算

量． 新思想、新理论、新原理、新概念的诞生都是科学史上的重要里程

碑． 就研究建立系统数学模型的理论与方法的系统辨识而言，辅助模

型辨识思想、多新息辨识理论、递阶辨识原理、耦合辨识概念的诞生，

有助于推动系统辨识学科的研究进程
［1-7］．

本文介绍一类新型的辨识方法: 递阶辨识方法． 它是基于本文作

者提出的递阶辨识原理而建立的一些辨识方法． 递阶辨识的重要研

究成果都发表在《Automatica》和《IEEE Transactions on Automatic Con-
trol》等国际著名期刊．

递阶辨识( hierarchical identification) ，即分解辨识的概念是本文

作者博士毕业不久，1996 年给清华大学硕士、博士研究生讲授《大系

统理论及应用》时，受大系统递阶控制的分解-协调原理 ( decomposi-
tion-coordination principle) 的启发提出的． 其第 1 篇递阶辨识论文“大

系统的递阶辨识”正式发表在《自动化学报》1999 年第 1 期上
［8］． 递阶

辨识不仅可用于解决维数大、变量数多的大系统辨识的计算量大的

问题，而且对所谓的小系统以及具有复杂结构耦合多变量系统的辨

识也非常有用． 如在多变量系统传递函数阵主模型( main model) 的递

阶辨识方面，显示出其独到的特点． 在递阶辨识领域，本文作者等首

次提出了递阶辨识原理的概念，提出了传递函数主模型的递阶梯度

迭代辨识方法和递阶随机梯度辨识方法
［9］、递阶最小二乘迭代辨识

方法和递阶最小二乘辨识方法
［10-11］，提出了状态空间模型的递阶辨

识方法
［12］、双率系统提升状态空间模型的递阶辨识方法

［13］
等． 其在

递阶辨识领域的主要学术贡献如下．



1) 发展了“基于子系统分解的大系统递阶控制

( hierarchical control) 的分解-协调原理”，进而提出

了“基于辨识模型分解的递阶辨识原理及其交互估

计理论”，并将其应用于变量多、结构复杂、强耦合大

规模多变量系统的辨识建模，首次提出了这类复杂

耦合大规模多变量系统的递阶辨识方法，有效地解

决一类复杂多变量系统辨识方法计算量大的问题，

为复杂 系 统 的 辨 识 建 模 和 参 数 估 计 提 供 了 新 方

法
［8-13］． 提出的递阶辨识原理，是根据系统参数化后

辨识模型的结构特征，对辨识模型表达式进行分解，

不同于传统多变量系统的子系统分解辨识方法，也

不同于再建立一个时变参数模型的传统递阶分层辨

识． 进一步，结合辅助模型辨识思想，采用递阶辨识

原理及其交互估计理论，提出了有色噪声干扰 Ham-
merstein 非线性 ARMAX 系统的递阶辨识方法，解决

了一类有色噪声干扰非线性系统的辨识难题
［14-19］．

2) 首次将递阶辨识原理用于研究大型李雅普

诺夫( Lyapunov) 矩阵方程、西尔维斯特( Sylvester) 矩

阵方程、一般矩阵方程、耦合 Sylvester 矩阵方程、一

般耦合矩阵方程的递阶迭代求解问题． 把这类耦合

矩阵方程中的未知待求解矩阵看作一个待辨识系统

参数矩阵，提出了计算量小、收敛速度快的递阶最小

二乘迭代方法和递阶梯度迭代方法，为系统与控制

中大 型 耦 合 矩 阵 方 程 的 递 阶 迭 代 解 提 出 了 新

方法
［20-27］．
3) 利用李雅普诺夫稳定性理论、随机过程理论

和鞅收敛定理，研究了一些矩阵方程求解迭代算法

的收敛性和多变量系统递阶辨识方法的收敛性能，

丰富和发展了辨识建模理论．
基于递阶辨识原理的递阶辨识方法已经成为一

个崭新的辨识领域，可以用于研究各种结构复杂的

多变量系统和非线性系统的辨识问题． 例如:

1) 大系统的递阶辨识
［8］;

2) 多变量离散时间系统传递函数阵参数的递

阶梯度迭代辨识方法与递阶随机梯度辨识方法
［9］;

3) 多变量系统传递函数模型的递阶最小二乘

迭代辨识方法与递阶最小二乘辨识方法
［10］;

4) 多输入多输出 ARX-like 系统递阶最小二乘

辨识算法的一致性
［11］;

5) 基于递阶辨识原理的一类矩阵方程的递阶

梯度迭代算法
［21］;

6) 基于递阶辨识原理的耦合西尔维斯特矩阵

方程与一般耦合矩阵方程的最小二乘迭代解
［23］;

7) 基于递阶辨识原理的一般双率系统提升状

态空间模型的递阶辨识
［13］;

8) 双率系统递阶 最 小 二 乘 参 数 估 计 及 其 收

敛性
［28］;

9) 使用递阶辨识原理的广义西尔维斯特矩阵

方程的迭代解
［22］;

10) 基于递阶辨识原理的一般耦合矩阵方程的

递阶梯度迭代解
［20］;

11) 多变量系统状态空间模型的递阶辨识
［12］;

12) 一 般 双 率 系 统 状 态 空 间 模 型 及 其 递 阶

辨识
［29］;

13) 非均匀周期采样多率系统的一种递阶辨识

方法
［30］;

14) 衰减激励条件下递阶最小二乘辨识的均方

收敛性
［31］;

15) 鞅超收敛定理与传递函数阵递阶随机梯度

辨识方法的收敛性分析
［32］;

16) 递阶辨识方法在转台伺服系统调试中的应

用研究
［33］．

本文应用递阶辨识原理，讨论一些递阶辨识方

法: 如矩阵方程的递阶梯度迭代算法、耦合矩阵方程

的递阶最小二乘迭代算法、线性回归模型的递阶辨

识方法以及多变量系统的递阶迭代辨识算法等． 本

文较长，为便于阅读，特将本文框架结构列示如下．
0 引言

1 递阶辨识原理

2 迭代方法族

2. 1 雅可比和高斯-赛德尔迭代

2. 2 矩阵方程 Ax = b 迭代方法族

2. 3 矩阵方程 AXB = F 的迭代解

3 一般矩阵方程

3. 1 西尔维斯特矩阵方程 AX + XB = F
3. 2 矩阵方程 AXB + X = F
3. 3 矩阵方程 AXB + CXD = F
3. 4 矩阵方程 A1XB1 +… + ApXBp = F

4 耦合矩阵方程

4. 1 耦合西尔维斯特矩阵方程

4. 2 一般耦合矩阵方程

4. 3 其他矩阵方程

5 方程误差模型的两阶段递推最小二乘算法

5. 1 系统描述与问题构成

5. 2 两阶段递推辨识算法

5. 3 仿真例子
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6 线性回归模型的递阶最小二乘辨识方法

6. 1 辨识模型与问题构成

6. 2 递阶最小二乘算法的推导

6. 3 递阶最小二乘算法的收敛性

7 类多变量 CARMA 系统的递阶辨识方法

7. 1 递阶梯度迭代辨识算法

7. 2 递阶最小二乘迭代算法

7. 3 交互噪声干扰的情形

8 结语

1 递阶辨识原理

递阶辨识原理 ( hierarchical identification princi-
ple) 分为 3 步． 1) 辨识模型分解． 将一个辨识模型分

解为多个维数较小、变量较少的子辨识模型或称子

系统( 这些子系统可能是虚拟的) ． 有时这种分解是

必须的，如具有公分母传递函数矩阵的辨识问题: 辨

识模型既包含一个参数向量，又包含一个参数矩阵．
有时为减小计算量，也需要把一个线性辨识模型进

行分解． 2) 子系统辨识或子模型辨识，即辨识每一个

子系统或子模型． 忽略各子辨识模型间的交叉关联

项，把耦合的关联项看作是已知的，根据最小二乘原

理等分别辨识每个子系统的参数向量或参数矩阵．
3) 协调-处理子系统间关联项． 辨识模型分解为 N 个

子辨识模型，各个子辨识模型间存在耦合关联项，即

一个子模型包含其他一些子模型的未知变量． 辨识

的困难在于如何处理各子系统间的关联项． 因为第 i
个子系统包含其他一些子系统的未知参数向量或参

数矩阵，使得子系统辨识算法难以实现． 为了解决这

一问题，在计算 t 时刻第 i 个子系统参数的估计时，

包含在第 i 个子系统中的其他子系统的未知参数向

量或参数矩阵，用它们在前一时刻的估计值代替，使

得每个子系统的辨识方法能够实现．
递阶辨识实际上是一种交互估计理论． 递阶辨

识算法也可称为松弛辨识算法 ( bootstrap identifica-
tion algorithm) ．

我们已经讨论的一些辨识方法，如最小二乘法、
最小均方算法等，都是采用描述输入输出关系的线

性或伪线性回归辨识模型． 线性回归模型如 CAR 模

型( ARX 模型) ，伪线性回归模型如 CARMA 模型

( ARMAX 模 型 ) 、OE 模 型、CARAR /ARARX 模 型、
CARARMA/ARARMAX 模型等，输出关于参数空间

是线性的，且具有如下最小二乘格式:

y( t) = θTφ( t) + v( t) ， ( 1)

其中 y( t) 是系统输出变量( 向量) ，v( t) 是零均值随

机白噪声( 向量) ，θ 为参数向量( 矩阵) ，φ( t) 是由 t
时刻以前系统输入 u( t) 和输出 y( t) 等变量( 向量)

构成的回归信息向量． 在这类具有最小二乘格式的

辨识模型中，输出 y( t) 关于参数空间 θ 是线性的，所

以其辨识问题相对比较简单．
然而，有些模型是难以写成如式( 1) 的最小二乘

格式的． 例如，对于状态空间模型

x( t + 1) = Ax( t) + Bu( t) + w( t) ，

y( t) = Cx( t) +Du( t) + v( t{ ) ，

其输出与系统参数矩阵是非线性关系:

y( t) =C( zI －A) －1［Bu( t) +w( t) ］+Du( t) + v( t) ，

其中 I 是一个适当维数的单位阵，x( t) ∈Rn
为未知

状态向量，u( t) ∈Rr
为输入向量，y( t) ∈Rm

为输出

向量，w( t) ∈Rn
为零均值过程噪声向量，v( t) ∈Rm

为零均值观测噪声向量，A∈Rn × n，B∈Rn × r，C∈
Rm × n，D∈Rm × r

为未知系统参数矩阵． 状态空间辨识

模型要复杂得多，它既包含系统未知参数矩阵，又包

含未知系统状态，且是它们的乘积关系的非线性函

数，这使得研究状态空间模型的辨识方法更为困难．
状态空间模型的辨识可采用近 20 年发展起来的子

空间系统辨识方法( subspace state space identification
method) ，简称为 4SID． 4SID 已经形成一个辨识分

支． 另一些状态空间模型辨识方法是递阶辨识，可参

见文献［11-13，34-35］．
本文作者于 1999 年提出的递阶辨识原理及其

交互估计理论，是专门用来解决这类复杂关系、非常

规辨识模型的辨识问题的． 递阶辨识模型通常要复

杂得多，它可能包含系统的未知参数向量和未知参

数矩阵，甚至包含未知系统状态，还可能是它们乘积

关系的非线性函数，一般不具备最小二乘格式，如双

线性参数系统、多线性参数系统、非线性系统等． 这

使得研究这类模型的辨识方法更为困难．
递阶辨识模型一般可表示为

y( t) =H( ψ1 ( t) ，ψ2 ( t) ，…，

ψm ( t) ，θ1，θ2，…，θr ) + v( t) ， ( 2)

其中 ψi ( t) ( i = 1，2，…，m) 是由系统输入输出数据

构成的回归向量( 矩阵) ，θi ( i = 1，2，…，r) 是系统待

辨识的参数向量或参数矩阵． ψi ( t) 可以是向量，也

可以是矩阵，各 ψi ( t) 的维数可以不相等; 同样，θi

可以是向量，也可以是矩阵，各 θi 的维数也可以不

相等．
下面列举一些递阶辨识模型:
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1) y( t) =ψ1 ( t) θ1 + θ2ψ2 ( t) + v( t) ，

2) y( t) =ψ1 ( t) θ1 + θ2ψ2 ( t) θ3 + v( t) ，

3) y( t) = θ1ψ1 ( t) + θ2ψ2 ( t) θ3 + v( t) ．
线性辨识模型( 1) 也可以采用基于分解的方法，

提出递阶最小二乘辨识方法，来减小计算量，可参见

本文第 6 节和文献［8，28］．
有些递阶辨识模型通过重新参数化，可以化为

最小二乘格式，但是这种参数化会导致参数向量维

数大大增加，增加算法的计算量． 例如，一个 m × n
维参数矩阵，化为参数向量为 mn 维，则最小二乘参

数估计的协方差矩阵由 m × m 维或 n × n 维增加到

mn × mn 维，计算量大大增加． 例如，Hammerstein 非

线性系统经过参数化得到下列递阶辨识模型
［18］:

y( t) = φT ( t) a + bTF( t) c + v( t) ，

其中 y( t) 是系统输出，φ( t) 是信息向量，F( t) 是系

统输入的非线性函数构成的回归矩阵，v ( t) 是干扰

噪声，a∈Rna，b∈Rnb 和 c∈Rnc 是系统参数向量． 这

个非线性辨识模型包含了系统非线性部分参数与线

性部分参数的乘积，可以用递阶辨识原理导出其辨

识方法，可参见文献［18］． 如果对该模型进行参数

化，导出一个最小二乘辨识模型，其参数向量的维数

大大增加( 因为参数向量包含了线性部分参数与非

线性部分参数的乘积项，参数向量











a
b
c
∈Rna + nb + nc 增

大到
a

b[ ]c ∈Rna + nbnc ) ，会增加算法的计算量，这种

方法称为过参数化方法 ( over-parameterization meth-
od) ，可参见文献［14-16］．

一个多变量系统传递函数矩阵模型，经过参数

化得到下列最典型的递阶辨识模型
［9-10］:

y( t) +ψ( t) α = θTφ( t) + w( t) ，

其中 y( t) ∈Rm
为系统输出，ψ( t) ∈Rm × n

为输出信

息矩阵，φ( t) ∈Rn0为输入信息向量，w( t) ∈Rm
为噪

声向量． 这个模型辨识的困难在于: 既包含一个参数

向量 α∈Rn ( 系统特征多项式的系数) ，又包含了一

个参数向量 θT∈Rm × n0 ． 这类复杂模型的辨识可以用

递阶辨识原理解决，参见本文第 7 节．

2 迭代方法族

本节先介绍线性方程组 Ax = b 著名的雅可比迭

代方法( Jacobi iterative method) 和高斯-赛德尔迭代

方法( Gauss-Seidel iterative method) ，接着讨论本文

作者提出的一大类迭代方法族，进一步把迭代方法

族推广到矩阵方程 AXB = F，提出相应的梯度迭代

方法和最小二乘迭代方法，本节主要内容选自文献

［20，22-24］．

2. 1 雅可比和高斯-赛德尔迭代

考虑 3 个未知数( x1，x2，x3 ) 的线性方程组:

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1，

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2，

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3
{

．
这里，aij为系数，bi 为常数． 设 aii≠0，从这 3 个方程

可以分别求出:

x1 =
1
a11

［b1 － a12x2 － a13x3］，

x2 =
1
a22

［b2 － a21x1 － a23x3］，

x3 =
1
a33

［b3 － a31x1 － a32x2］











 ．

但是，上述方程右边存在未知数，所以无法求解． 解

决的方法之一是采用迭代原理: 设 k = 1，2，3，…为迭

代变量，xi ( k) 是 xi 的迭代解，给定 xi ( 0) ，那么可通

过下列方程获得迭代解( iterative solution) :

x1 ( k) = 1
a11

［b1 － a12x2 ( k － 1) － a13x3 ( k － 1) ］，

x2 ( k) = 1
a22

［b2 － a21x1 ( k － 1) － a23x3 ( k － 1) ］，

x3 ( k) = 1
a33

［b3 － a31x1 ( k － 1) － a32x2 ( k － 1) ］











 ．

这就是雅可比迭代( Jacobi iteration) ．
这里是依次计算 x1 ( k) ，x2 ( k) ，x3 ( k) 的． 由于在

计算 x2 ( k) 时，x1 ( k) 已经得到，故上述第 2 个方程中

的 x1 ( k － 1) 可用 x1 ( k) 代替; 同理，在计算x3 ( k) 时，

x1 ( k) 和 x2 ( k) 已经得到，就用 x1 ( k) 和x2 ( k) 代替上

述第 3 个方程中的 x1 ( k － 1) 和 x2 ( k － 1) ，就得到高

斯-赛德尔迭代( Gauss-Seidel iteration) :

x1 ( k) = 1
a11

［b1 － a12x2 ( k － 1) － a13x3 ( k － 1) ］，

x2 ( k) = 1
a22

［b2 － a21x1 ( k) － a23x3 ( k － 1) ］，

x3 ( k) = 1
a33

［b3 － a31x1 ( k) － a32x2 ( k) ］











 ．

如果按照逆序计算 x3 ( k) ，x2 ( k) ，x1 ( k) ( 当然，也可

以先计算 x2 ( k) ) ，则得到另一种形式的高斯-赛德尔

迭代算法:
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x1 ( k) = 1
a11

［b1 － a12x2 ( k) － a13x3 ( k) ］，

x2 ( k) = 1
a22

［b2 － a21x1 ( k － 1) － a23x3 ( k) ］，

x3 ( k) = 1
a33

［b3 － a31x1 ( k － 1) － a32x2 ( k － 1) ］











 ．

推广到一般情形，考虑 n 个变量 x =［x1，x2，…，xn］
T∈

Rn
的矩阵方程

Ax = b， ( 3)

其中

A =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

  
an1 an2 … a













nn

∈Rn × n， b =

b1
b2

b













n

∈Rn ．

把矩阵 A 分解为严格下三角阵( strictly lower triangle
matrix) L，对角阵 ( diagonal matrix) D 和严格上三角

阵( strictly upper triangle matrix) U，它们满足

A = L +D +U，

其中

D: = diag［a11，a22，…，ann］∈Rn × n，

L: =

0 0 … … 0
a21 0  

a31 a32 0  

   0
an1 an2 … an，n － 1















0

∈Rn × n，

U: =

0 a12 a13 … a1n

0 0 a23 a2n

    
   an － 1，n

0 … …















0 0

∈Rn × n ．

那么雅可比和高斯-赛德尔迭代具有下列一般形式:

Mx( k) =Nx( k － 1) + b， k = 1，2，3，…．
当 M =D，N = － ( L +U) 时，得到雅可比迭代算法:

Dx( k) = － ( L +U) x( k － 1) + b．
当 M = L + D，N = － U 时，得到高斯-赛德尔迭代

算法:

( L +D) x( k) = －Ux( k － 1) + b．
当 A 为对称正定阵，或为对角优势矩阵，雅可比

迭代和高斯-赛德尔迭代可以保证迭代解 x( k) 收敛

于精确解 x = A － 1b，即 x( k) →x = A － 1b．
一般情况下，雅可比和高斯-赛德尔迭代不能保

证迭代解收敛于精确解，也不适合求解非方系统，即

A∈Rm × n
为非方阵． 这促使我们研究雅可比迭代和

高斯-赛德尔迭代算法的收敛条件，以及新的迭代方

法族．

2. 2 矩阵方程 Ax = b 迭代方法族

对于方程 Ax = b，设 G∈Rn × n
为一个满秩待定

矩阵，μ ＞ 0 为迭代步长或收敛因子． 我们提出的一

大类迭代方法族( a large family of iterative methods)
如下

［20，22-23］:

x( k) = x( k － 1) + μGk［b － Ax( k － 1) ］，

k = 1，2，3，… ( 4)

这个迭代方法包括雅可比迭代方法和高斯-赛德尔

迭代方法作为特例． 当 Gk = D
－ 1

和 μ = 1 时，得到雅

可比迭代方法; 当 Gk = ( L + D) － 1
和 μ = 1 时，得到

高斯-赛德尔迭代方法．
定理 1［20］

假设线性系统 ( 3 ) 有唯一解，则对

于任意有限初值 x( 0) ，算法( 4) 给出的迭代解 x( k)

收敛于精确解 x( 即 lim
k→∞

nx( k) = x) 的充分条件是下

列不等式成立:

μ( GkA) T( GkA) + εI≤( GkA) T + ( GkA) ，for all k，( 5)

其中 ε 是一个不依赖 k 的小正常数． 事实上，如果

( GkA) T + ( GkA) 是正定阵，那么收敛因子的一个保

守选择是

0 ＜ μ≤
λmin［( GkA) T + ( GkA) ］

λmax［( GkA) T ( GkA) ］
，for all k，

其中 λmax［X］( λmin［X］) 代表方阵 X 的最大( 最小)

特征值．
值得 注 意 的 是，对 于 时 不 变 系 统: x ( k ) =

Hx( k － 1) ，H∈Rn × n，H 的所有特征值都在单位圆

内，可以保证 x ( k) 收敛于零． 但是，对于时变系统

x( k) =Hkx( k － 1 ) ，Hk∈Rn × n，Hk 的特征值在单位

圆内或在单位圆外，既不是时变系统稳定的必要条

件( necessary condition) ，也不是充分条件 ( sufficient
condition) ［36］．

( I －D － 1A) 的特征值在单位圆内保证雅可比迭

代解收敛于精确解; ［I － ( L + D) － 1A］的特征值在

单位圆内，就保证高斯-赛德尔迭代解收敛于精确

解． 当引入收敛因子 μ 后，它们的收敛条件得以减

弱，变为( I － μD － 1A) 和［I － μ ( L + D) － 1A］的特征

值在单位圆内． 从定理 1 可以得到下列两个重要

推论
［20］．
推论 1 取 Gk = A

T ( A 可以是一个列满秩 m × n
非方矩阵) ，则梯度迭代算法( Gradient Iterative algo-
rithm，GI 算法) :
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x( k) = x( k － 1) + μAT［b － Ax( k － 1) ］，

μ≤2{ λmax［A
TA］} － 1

或 μ≤ 2
‖A‖2{ ，

( 6)

保证 x( k) →x． 矩阵范数定义为‖X‖2 : = tr［XXT］．
因为算法( 6) 可以通过极小化 J( x) : =‖Ax － b‖2，

使用负梯度搜索得到，故称为梯度迭代算法．
推论 2 取 Gk = A

－ 1，则下列最小二乘迭代算法

产生的迭代解收敛于 x:

x( k) = x( k － 1) + μA － 1［b － Ax( k － 1) ］，

0 ＜ μ≤2． ( 7)

如果 A 是一个列满秩 m × n 非方矩阵，那么下列最

小二乘迭代算法 ( Least Squares based Iterative algo-
rithm，LSI 算法) 保证 x( k) →x:

x( k) = x( k － 1) + μ( ATA) － 1AT［b － Ax( k － 1) ］，

0 ＜ μ≤2． ( 8)

当 μ = 1 时，用这个算法只需计算一步，就得到 Ax =
b 的最 小 二 乘 解 ( least squares solution ) : x ( 1 ) =
( ATA) － 1ATb，故该算法具有最快的收敛速度． 因此，

迭代算法( 8) 也称为最小二乘迭代算法，或迭代最小

二乘算法． 尽管这个迭代算法需要计算矩阵的逆，但

是对求解耦合矩阵( 如 AX + XB = F) 的最小二乘迭

代解非常有用，因为 A 是常数矩阵，故只需计算一次

矩阵逆．
从推论 1—2 可知，梯度迭代算法( 6) 在确定收

敛因子时，都需要计算矩阵特征值，支出附加的计算

量． 梯度迭代算法( 6) 和最小二乘迭代算法( 8) 还适

合非方系统，故可以用来计算非方系统 ( non-square
system of linear equations) 的迭代解，且最小二乘迭

代算法的收敛因子并不依赖矩阵 A，收敛因子容易

选择，它只需要计算一次矩阵逆．

2. 3 矩阵方程 AXB = F 的迭代解

考虑矩阵方程

AXB = F， ( 9)

其中 A∈Rp × m，B∈Rn × q
和 F∈Rp × q

是给定常数矩

阵，X∈Rm × n
是未知矩阵．

引理 1［22］
如果 A ( 列满秩) ，B ( 行满秩) ( 隐

含 p≥m，n≤q) ，则在最小二乘意义下，方程( 9) 有唯

一解

X = ( ATA) － 1ATFBT ( BBT ) － 1，

而齐次矩阵方程( homogeneous matrix equation) AXB =
0 有零解 X = 0．

根据推论 1 和推论 2，可以得出求解方程( 9) 的

梯度迭代算法和最小二乘迭代算法，总结为以下

定理．
定理 2［22］

在引理 1 条件下，梯度迭代算法

( Gradient based Iterative algorithm，GI 算法) :

X( k) = X( k － 1) + μAT［F － AX( k － 1) B］BT， ( 10)

0 ＜μ≤ 2
λmax［A

TA］λmax［BB
T］

或μ≤ 2
‖A‖2‖B‖2， ( 11)

和最小二乘迭代算法 ( Least Sqaures based Iterative
algorithm，LSI 算法) :

X( k) =X( k －1) +μ(ATA) －1AT［F－AX( k －1)B］BT(BBT) －1，

0 ＜ μ≤2． ( 12)

保证 X( k) →X．

3 一般矩阵方程

本节运用递阶辨识原理推导西尔维斯特矩阵方

程的递阶梯度迭代求解算法，主要内容选自文献

［21-22］．

3. 1 西尔维斯特矩阵方程 AX + XB = F
对于矩阵 A = ( aij ) ∈Rm × n

和 B = ( bij ) ∈Rp × r，

AB 表示它们的克罗内克尔积( Kronecker product)
或直积，定义为 AB = ( aijB) ∈Rmp × nr ．

对于 m × n 矩阵 X =［x1，x2，…，xn］∈Rm × n，

xi∈Rm，i = 1，2，…，n，col［X］表示由矩阵 X 的列构

成的向量，即

col［X］=

x1
x2

x













n

∈Rmn．

考虑下列西尔维斯特矩阵方程( Sylvester matrix
equation) 的求解问题:

AX + XB = F， ( 13)

其中 A∈Rm × m，B∈Rn × n
和 F∈Rm × n

均是已知常数

矩阵，X∈Rm × n
是待求的未知矩阵．

引理 2 设 λ i［X］表示矩阵 X 的第 i 个特征值．
矩阵方程( 13) 有唯一解的充分必要条件是: 对任意

的 i 和 j，有 λ i［A］+ λ j［B］≠0． 这个唯一解可表

示为

col［X］= ［( InA) + ( BTIm) ］－ 1col［F］，( 14)

对应的齐次方程 AX + XB = 0 有唯一解 X = 0．
特别地，当 B = AT

时，式( 13 ) 退化为连续时间

李雅普诺夫矩阵方程． 存在唯一解的充分必要条件

是对于任意的 i 和 j，λ i［A］+ λ j［A］≠0．
虽然式( 14) 可以用来求解矩阵方程( 13 ) ，但是

随着矩阵 X 维数的增加，所需的存储量迅速增加，因
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为用式( 14) 计算 X，需要求( mn) × ( mn) 维矩阵的

逆，使得存储量大大增加． 因此，有必要提出一个实

用算法迭代计算矩阵方程( 13) 的解 X．
根据递阶辨识原理，把系统( 13 ) 分解为两个子

系统，且认为 X 为系统的待辨识参数矩阵，然后利用

最小二乘优化原理( least squares optimization princi-
ple) 和推论 1，分别导出每个子系统参数矩阵的迭代

解，具体步骤如下．
1) 系统分解

定义两个矩阵:

b1 : = F － XB， ( 15)

b2 : = F － AX． ( 16)

那么从式( 13) 可以得到两个虚拟子系统:

S1 : AX = b1，

S2 : XB = b2 ．
2) 子系统迭代解

对于子系统 S1 和 S2，分别构造两个准则函数:

J1 ( X) : =‖AX － b1‖
2，

J2 ( X) : =‖XB － b2‖
2，

分别计算其梯度

grad［J1 ( X) ］= 2AT［AX － b1］，

grad［J2 ( X) ］= 2［XB － b2］B
T，

令 X1 ( t) 和 X2 ( t) 分别对应于 S1 和 S2 参数矩阵 X
的估计或迭代解，用负梯度搜索极小化 J1 ( X ) 和

J2 ( X) ，或者应用推论 1 于系统 S1 和 S2，直接导出下

列迭代方程:

X1 ( t) = X1 ( t － 1) + μAT［b1 － AX1 ( t － 1) ］，( 17)

X2 ( t) = X2 ( t － 1) + μ［b2 － X2 ( t － 1) B］BT ． ( 18)

这里，μ 称为迭代步长或收敛因子，可以选择为

μ = 1
‖A‖2 +‖B‖2 ．

将式( 15) 代入式( 17) ，式( 16) 代入式( 18) 得到

X1 ( t) =X1 ( t －1) + μAT［F －AX1 ( t －1) －XB］，( 19)

X2 ( t) =X2 ( t －1) + μ［F －AX －X2 ( t －1) B］BT ． ( 20)

因为式( 19) 和( 20) 右边包含了未知矩阵 X，所

以不可能实现算法( 19) 和( 20) ．
3) 关联项协调

为了处理两个算法 ( 19 ) —( 20 ) 右边的关联项

X，利用递阶辨识原理: 式( 19) 和( 20) 中未知 X 分别

用其在( t － 1) 时刻的估计值 X1 ( t － 1 ) 和 X2 ( t － 1 )

代替，得到

X1( t) =X1( t －1) +μA
T［F －AX1( t －1) －X1( t －1)B］，( 21)

X2( t) =X2( t －1) +μ［F －AX2( t －1) －X2( t －1)B］B
T． ( 22)

事实上，只需要一个迭代解 X ( t) ，而不是两个

解 X1 ( t) 和 X2 ( t) ． 一种方法是取它们的平均值作为

X( t) ，即得到计算矩阵方程( 13 ) 迭代解的递阶梯度

迭代算法 ( Hierarchical Gradient based Iterative algo-
rithm，HGI 算法) ［21-22］:

X( t) =
X1 ( t) + X2 ( t)

2 ， ( 23)

X1 ( t) = X( t － 1) +
AT［F － AX( t － 1) － X( t － 1) B］

‖A‖2 +‖B‖2 ， ( 24)

X2 ( t) = X( t － 1) +
［F － AX( t － 1) － X( t － 1) B］BT

‖A‖2 +‖B‖2 ． ( 25)

该算法名称来历是使用了递阶辨识原理和梯度

搜索的迭代算法，其初值可取为 X ( 0 ) = 1m × n / p0，

p0 = 10
6，1m × n是其元均为 1 的 m × n 矩阵，即

1m × n =
1 1 … 1
  
1 1 …









1
∈Rm × n ．

定理 3［21-22］
如果方程( 13) 在最小二乘意义下

有唯一解 X，那么对于任意有限初值 X ( 0 ) ，算法

( 23 ) —( 25 ) 给 出 的 迭 代 解 X ( t ) 收 敛 于 X，即

lim
t→∞

X( t) = X，或估计误差 X( t) － X 收敛于零．

证明 定义估计误差矩阵:

X～ 1 ( t) : = X1 ( t) － X，

X～ 2 ( t) : = X2 ( t) － X．
那么有

X～ ( t) = X( t) － X =
X～ 1 ( t) + X～ 2 ( t)

2 ． ( 26)

令

ξ( t) : = A X～ ( t － 1) ， ( 27)

η( t) : = X～ ( t － 1) B． ( 28)

利用式( 13) 和( 23) —( 25) ，可得

X～ 1 ( t) =X～ ( t －1) +A
T［－A X～ ( t －1) －X～ ( t －1) B］

‖A‖2 +‖B‖2 =

X～ ( t － 1) + A
T［－ ξ( t) － η( t) ］
‖A‖2 +‖B‖2 ，

X～ 2 ( t) =X～ ( t －1) +［－A X～ ( t －1) －X～ ( t －1) B］BT

‖A‖2 +‖B‖2 =

X～ ( t － 1) +［－ ξ( t) － η( t) ］BT

‖A‖2 +‖B‖2 ．

使用式( 27) 和( 28) 可得
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‖X～ 1 ( t) ‖2 = tr［X～ T
1 ( t) X～ 1 ( t) ］=

‖X
～

( t －1)‖2 +2tr{ X
～ T( t －1) AT［－ ξ( t) －η( t) ］}
‖A‖2 +‖B‖2 +

‖AT［－ ξ( t) － η( t) ］‖2

( ‖A‖2 +‖B‖2 ) 2 ≤

‖X～ ( t － 1 ) ‖2 + 2tr{ ξT ( t) ［－ ξ( t) － η( t) ］}
‖A‖2 +‖B‖2 +

‖A‖2‖ξ( t) + η( t) ‖2

( ‖A‖2 +‖B‖2 ) 2 ． ( 29)

类似地，有

‖X～ 2 ( t) ‖2 = tr［X～ 2 ( t) X～ T
2 ( t) ］≤

‖X～ ( t － 1) ‖2 + 2tr{ ［－ ξ( t) － η( t) ］ηT ( t) }
‖A‖2 +‖B‖2 +

‖B‖2‖ξ( t) + η( t) ‖2

( ‖A‖2 +‖B‖2 ) 2 ． ( 30)

利用式( 29) 和( 30) ，从式( 26) 可得

‖ X～ ( t) ‖2 =
‖ X～ 1 ( t) + X～ 2 ( t) ‖2

4 ≤

‖ X～ 1 ( t) ‖2 + ‖ X～ 2 ( t) ‖2

2 ≤

‖ X～ ( t － 1) ‖2 － ‖ξ( t) + η( t) ‖2

2( ‖A‖2 + ‖B‖2 )
≤

‖ X～ ( 0) ‖2 －∑
t

i = 1

‖ξ( i) + η( i) ‖2

2( ‖A‖2 + ‖B‖2 )
．

于是有

∑
∞

t = 1

‖ξ( t) + η( t) ‖2

2( ‖A‖2 + ‖B‖2 )
＜ ∞，

和

ξ( t) + η( t) → 0，当 t→∞，

或

A X～ ( t － 1) + X～ ( t － 1) B→ 0，当 t→∞ ．

根据引理 2 可知: X～ ( t － 1) → 0． 定理 3 证毕．
算法( 21) 或( 22) 称为单边迭代算法( single-side

iterative algorithm) ，它不能保证 Xi ( t) ( i = 1，2) 收敛

于 X，而( 23) —( 25) 称为平衡迭代算法( balanced it-
erative algorithm) ，它可以简单写为

X( t) = X( t － 1) + μAT［F － AX( t － 1) －
X( t － 1) B］/2 + μ［F － AX( t － 1) －
X( t － 1) B］BT /2． ( 31)

为了加快算法的收敛性能，从定理 3 证明过程

可以看出: 收敛因子也可选择为

0 ＜ μ≤ 2
λmax［A

TA］+ λmax［BB
T］

． ( 32)

这个收敛因子并不是最佳的( 保守的) ． 事实上，存在

一个最佳的 μ 以致于 X( t) 收敛于 X 有更快的收敛

速度．

3. 2 矩阵方程 AXB + X = F
下面研究矩阵方程

AXB + X = F ( 33)

的迭代解，其中 A∈Rm × m，B∈Rn × n
和 F∈Rm × n

为给

定常数矩阵，X∈Rm × n
是未知矩阵． 特别地，当 A =

BT
时，式( 33) 是离散时间李雅普诺夫矩阵方程． 此

外，如果式中 B 是可逆的，用 B － 1
右乘上述方程，则

得到式( 13) 的形式．
但是，一个简单的迭代算法

X( t) = F － AX( t － 1) B
不能保证 X( t) 收敛于 X．

引理 3 矩阵方程( 33) 有唯一解的充分必要条

件是: 对于任意 i 和 j，λ i［A］λ j［B］≠ － 1． 这个唯一

解为

col［X］= ［( BTA) + Imn］
－ 1col［F］，

对应齐次方程 AXB + X = 0 有唯一零解 X = 0．
类似于上面的推导，应用定理 2，能够得到计算

矩阵方程( 33) 迭代解的递阶梯度迭代算法
［21-22］:

X( t) =
X1 ( t) + X2 ( t)

2 ， ( 34)

X1 ( t) = X( t － 1) +
μAT［F －AX( t －1) B －X( t －1) ］BT， ( 35)

X2 ( t) = X( t － 1) +
μ［F － AX( t － 1) B － X( t － 1) ］， ( 36)

μ = 2
λmax［A

TA］λmax［BB
T］+ 1

= : 2μ0，或

0 ＜ μ≤ 2
‖A‖2‖B‖2 + 1

． ( 37)

定理 4 如果矩阵方程有唯一解 X，那么算法

( 34 ) —( 37 ) 给 出 的 迭 代 解 X ( t ) 收 敛 于 X，即

lim
t→∞

X( t) = X．

3. 3 矩阵方程 AXB + CXD = F
本小节主要内容选自文献［21-22］．
应用递阶辨识原理求解下列广义西尔维斯特矩

阵方 程 ( generalized Sylvester matrix equation ) 的 迭

代解:

AXB + CXD = F， ( 38)

其中 A，C∈Rm × m，B，D∈Rn × n
和 F∈Rm × n

是给定常

数矩阵，X∈Rm × n
是未知矩阵．

引理 4 方程( 38) 有唯一解，当且仅当对任意 i
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和 j，λ i［A］+ λ j［B］≠0，且这个唯一解为

col［X］=［BTA +DTC］－ 1col［F］， ( 39)

对应的齐次方程 AXB + CXD = 0 有零解，即 X = 0．
特别地，当 D = AT，B = C = I，方程( 38 ) 退化为

连续时间李雅普诺夫矩阵方程，其唯一解存在的充

分必要条件是对任意 i 和 j，λ i［A］+ λ j［A］≠0．
根据递阶辨识原理，把系统( 38 ) 分解为两个子

系统，然后分别计算每个子系统的迭代解，方法如

下． 定义两个矩阵:

b1 : = F － CXD， ( 40)

b2 : = F － AXB． ( 41)

那么，从( 38) 可以得到两个虚拟子系统:

S3 : AXB = b1， ( 42)

S4 : CXD = b2 ． ( 43)

根据定理 2 的式( 10 ) ，容易写出子系统 S3 和 S4 的

梯度迭代解 X1 ( t) 和 X2 ( t) :

X1 ( t) = X1 ( t － 1) + μAT［b1 － AX1 ( t － 1) B］BT，

X2 ( t) = X2 ( t － 1) + μCT［b2 － CX2 ( t － 1) D］DT ．
收敛因子 μ 在后面给出． 将式( 40) 和( 41) 分别代入

上两式，得到

X1( t) =X1( t －1) +μAT［F －AX1( t －1) B －CXD］BT，

X2( t) =X2( t －1) +μCT［F －AXB －CX2( t －1) D］DT．
同样，因为上述两个表达式的右边包含了未知的矩

阵 X，故不可能实现这个算法． 解决的方法还是基于

递阶辨识原理: 两式中的 X 分别用它们在前一时刻

的估计值 X1 ( t － 1) 和 X2 ( t － 1) 代替，得到

X1 ( t) = X1 ( t － 1) + μAT［F －
AX1 ( t － 1) B － CX1 ( t － 1) D］BT， ( 42)

X2 ( t) = X2 ( t － 1) + μCT［F －
AX2 ( t － 1) B － CX2 ( t － 1) D］DT ． ( 43)

取 X1 ( t ) 和 X2 ( t ) 的 平 均 值 作 为 X 的 迭 代 解

X( t) ，即

X( t) =
X1 ( t) + X2 ( t)

2
保证迭代方程的收敛性，收敛因子可以选择为

0 ＜μ≤ 2
λmax［AA

T］λmax［BB
T］+λmax［CC

T］λmax［DD
T］

=:2μ0．

由此可得广义西尔维斯特矩阵方程的递阶梯度迭代

算法
［21-22］:

X( t) =
X1 ( t) + X2 ( t)

2 ， ( 44)

X1 ( t) = X( t － 1) + μAT［F －
AX( t － 1) B － CX( t － 1) D］BT， ( 45)

X2 ( t) = X( t － 1) + μCT［F －
AX( t － 1) B － CX( t － 1) D］DT， ( 46)

0 ＜μ≤ 2
λmax［AA

T］λmax［BB
T］+λmax［CC

T］λmax［DD
T］

=:

2μ0 ． ( 47)

其初值仍选择为 X( 0) = 1m × n / p0，p0 = 10
6 ．

定理 5［22］
如果方程( 38 ) 有唯一解( 或最小二

乘解) X，那么对任意有限的初值 X ( 0 ) ，迭代算法

( 44 ) —( 47 ) 产 生 的 迭 代 解 X ( t ) 收 敛 于 X，即

X( t) →X．
证明 定义误差矩阵:

X～ 1 ( t) : = X1 ( t) － X，

X～ 2 ( t) : = X2 ( t) － X．
则有

X～ ( t) = X( t) － X =
X～ 1 ( t) + X～ 2 ( t)

2 ，

‖X～ ( t) ‖2 =
‖X～ 1 ( t) + X～ 2 ( t) ‖2

4 ≤

‖X～ 1 ( t) ‖2 +‖X～ 2 ( t) ‖2

2 ． ( 48)

令

ξ( t) = A X～ ( t － 1) B， ( 49)

η( t) = C X～ ( t － 1) D． ( 50)

使用式( 38) ，( 45) 和( 46) ，可得

X～ 1 ( t) = X～ ( t － 1) +

μAT［－ A X～ ( t － 1) B － C X～ ( t － 1) D］BT =

X～ ( t － 1) + μAT［－ ξ( t) － η( t) ］BT，

X～ 2 ( t) = X～ ( t － 1) +

μCT［－ A X～ ( t － 1) B － C X～ ( t － 1) D］DT =

X～ ( t － 1) + μCT［－ ξ( t) － η( t) ］DT ．
利用公式 tr［AB］= tr［BA］，tr［AT］= tr［A］，以及

( 49) 和( 50) ，有

‖X～ 1 ( t) ‖2 = tr［X～ T
1 ( t) X～ 1 ( t) ］=

‖X
～

( t －1)‖2 +2μtr{X
～ T( t －1) AT［－ξ( t) －

η( t) ］BT} +μ2‖AT［－ξ( t) －η( t) ］BT‖2≤

‖X
～
( t －1)‖2 +2μtr{ξT( t) ［－ξ( t) －η( t) ］} +

μ2λmax［AA
T］λmax［BB

T］‖ξ( t) + η( t) ‖2 ．
同理

‖X～ 2 ( t) ‖2 = tr［X～ 2 ( t) X～ T
2 ( t) ］≤
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‖X
～
( t －1)‖2 +2μtr{［－ξ( t) －η( t) ］ηT( t) } +

μ2λmax［CC
T］λmax［DD

T］‖ξ( t) + η( t) ‖2 ．
将上述两式代入( 48) 可得

‖ X～ ( t) ‖2 ≤‖ X～ ( t － 1) ‖2 －

μ‖ξ( t) + η( t)‖2 + μ2
2 {λmax［AA

T］λmax［BB
T］+

λmax［CC
T］λmax［DD

T］}‖ξ( t) + η( t)‖2 =

‖ X～ ( t － 1) ‖2 － μ
2 2 － μ

μ( )
0
‖ξ( t) +

η( t) ‖2‖ X～ ( 0) ‖2 －
μ
2 2 － μ

μ( )
0
∑

t

i = 1
‖ξ( i) + η( i) ‖2 ．

如果选择

0 ＜μ≤2μ0 =
2

λmax［A
TA］λmax［BB

T］+λmax［C
TC］λmax［DD

T］
，

则有

∑
∞

t = 1
‖ξ( t) + η( t) ‖2 ＜ ∞ ．

根据级数收敛的必要条件，可得

ξ( t) + η( t) → 0，当 t→∞，

或

A X～ ( t － 1) B + C X～ ( t － 1) D→ 0，当 t→∞ ．

根据引理 4，当 t→∞时，有X～ ( t) → 0． 定理 5 证毕．
同样，算法( 42 ) 或 ( 43 ) 称为单边迭代算法，它

不能保证 Xi ( t) 收敛到 X; 算法 ( 44 ) —( 46 ) 称为平

衡迭代算法
［21-22］，它可以简单写为

X( t) = X( t － 1) + μAT［F － AX( t － 1) B －
CX( t － 1) D］BT /2 + μCT［F －
AX( t － 1) B － CX( t － 1) D］DT /2．

类似地，如果根据定理 2 的式( 12) ，能够推出矩

阵方程( 38) 的递阶最小二乘迭代算法如下
［21-22］:

X( t) =
X1 ( t) + X2 ( t)

2 ，

X1 ( t) = X( t － 1) + μ( ATA) － 1AT［F －
AX( t － 1) B － CX( t － 1) D］BT ( BBT ) － 1，

X2 ( t) = X( t － 1) + μ( CTC) － 1CT［F －
AX( t － 1) B － CX( t － 1) D］DT ( DDT ) － 1，

μ≤4．
( 笔者也难以证明这个递阶最小二乘迭代算法的收

敛性) ． 方程( 38) 可以推广为

AX1B + CX2D = F．

3. 4 矩阵方程 A1XB1 +… + ApXBp = F
本小节主要内容选自文献［21-22］．

考虑一般矩阵方程( general matrix equation) :

A1XB1 + A2XB2 +… + ApXBp = F， ( 51)

其中 A j∈Rp × m，B j∈Rn × q
和 F∈Rm × n

为给定常数矩

阵，X∈Rm × n
是未知矩阵．

引理 5 如果∑
p

j = 1
( BT

j  A j ) 非奇异，则在最小

二乘意义下，矩阵方程( 51) 有唯一解:

col［X］ = ∑
p

j = 1
( BT

j  A j[ ])
－1col［F］，

而齐次方程 A1XB1 + A2XB2 +… + ApXBp = 0 有零解

X = 0．
参照 3. 3 的推导方法，能够写出计算方程( 51 )

迭代解的递阶梯度迭代算法
［21-22］:

X( t) =［X1 ( t) + X2 ( t) +… + Xp ( t) ］/ p， ( 52)

Xi ( t) = X( t －1) + μAT
i F －∑

p

j =1
AjX( t － 1) B[ ]j BT

i ，

i = 1，2，…，p， ( 53)

0 ＜ μ≤ 2

∑
p

j = 1
λmax［A

T
j A j］λmax［B jB

T
j ］

，或

0 ＜ μ≤ 2

∑
p

j = 1
‖A j‖

2‖B j‖
2
． ( 54)

定理 6［21-22］
如果方程( 38 ) 有唯一解( 或最小

二乘解) X，那么对任意有限的初值 X( 0) ，迭代算法

( 52 ) —( 54 ) 产 生 的 迭 代 解 X ( t ) 收 敛 于 X，即

X( t) →X．
类似地，能够得到计算方程( 51 ) 迭代解的递阶

最小二乘迭代算法
［21-22］:

X( t) =［X1 ( t) + X2 ( t) +… + Xp ( t) ］/ p， ( 55)

Xi ( t) = X( t － 1) + μ( AT
i Ai )

－1AT [i F －

∑
p

j = 1
A jX( t － 1) B ]j BT

i ( BiB
T
i ) －1， ( 56)

0 ＜ μ≤2p， i = 1，2，…，p． ( 57)

一般矩阵方程，包括西尔维斯特矩阵方程的递

阶最小二乘迭代算法的收敛性证明是极其困难的，

笔者还没有找到办法，还有待读者深入研究、进一步

证明．
一般矩阵方程( 51) 可以推广为

A1X1B1 + A2X2B2 +… + ApXpBp = F，

求解其的递阶梯度迭代算法和递阶最小二乘迭代算

法的收敛性都是需要进一步研究的．

4 耦合矩阵方程

应用递阶辨识原理先研究耦合西尔维斯特矩阵
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方程的递阶梯度迭代算法，然后通过引入块矩阵内

积( block matrix inner product) ，简称 star 积或* 积，

把梯度迭代算法推广用于一般耦合矩阵方程的求

解． 本节主要内容选自文献［20］．

4. 1 耦合西尔维斯特矩阵方程

考虑下列耦合西尔维斯特矩阵方 程 ( coupled
Sylvester matrix equation) :

AX + YB = C，

DX + YE = F{ ．
( 58)

这里 A，D∈Rm × m，B，E∈Rn × n，C，F∈Rm × n
是给定常

数矩阵，X，Y∈Rm × n
是要求解的未知矩阵．

下列引理是明显的．
引理 6 矩阵方程( 58) 有唯一解的充分必要条

件是矩阵

Φ: =
InA BTIm
InD ETI[ ]

m

∈R( 2mn) × ( 2mn)

非奇异，且这个唯一解为

col［X，Y］=Φ － 1col［C，F］， ( 59)

对应的齐次方程组( AX + YB = 0，DX + YE = 0) 有唯

一解 X = Y = 0．
讨论耦合矩阵方程( coupled matrix equation) 的

迭代解，方法仍是根据递阶辨识原理，唯一的差别是

如何处理两个方程的分解问题，即如何把系统( 58 )

分解为两个子系统． 这里把 X 和 Y 当作系统待辨识

的参数矩阵，然后利用推论 1，分别导出每个子系统

参数矩阵的迭代解，具体步骤如下．
定义两个矩阵:

b1 : =
C － YB
F －[ ]YE

， ( 60)

b2 : =［C － AX，F －DX］． ( 61)

从式( 58) ，可以得到两个虚拟子系统:

S5 : [ ]AD X = b1，

S6 : Y［B，E］= b2 ．
令 X( t) 和 Y( t) 分别为系统 S5 和 S6 中 X 和 Y 的估

计或迭代解． 应用推论 1 于系统 S5 和 S6，能够导出

下列迭代方程:

X( t) = X( t － 1) + μ[ ]AD
T

b1 － [ ]AD X( t － 1{ }) ，( 62)

Y( t) =Y( t －1) +μ{ b2 －Y( t －1) ［B，E］} ［B，E］T． ( 63)

这里，μ 为迭代步长或收敛因子，可以取为

0 ＜ μ≤ 2
‖A‖2 +‖B‖2 +‖D‖2 +‖E‖2 ．

将式( 60) 代入式( 62) ，式( 61) 代入式( 63) 得到

X( t) =X( t －1) +μ[ ]AD
T C －YB

F －[ ]YE
－ [ ]AD X( t －1{ }) =

X( t －1) +μ[ ]AD
T C －YB －AX( t －1)

F －YE －DX( t －1[ ])
，( 64)

Y( t) = Y( t － 1) + μ{ ［C － AX，F －DX］－
Y( t － 1) ［B，E］} ［B，E］T =
Y( t － 1) + μ［C － AX － Y( t － 1) B，

F －DX － Y( t － 1) E］［B，E］T ． ( 65)

借助于递阶辨识原理，式( 64 ) 和( 65 ) 中的未知

量 Y 和 X 分别用它们在 t － 1 时刻的估计 Y ( t － 1 )

和 X( t － 1) 代替，就得到计算耦合矩阵方程( 58) 迭

代解的递阶梯度迭代算法:

X( t) = X( t － 1) +

μ[ ]AD
T C － AX( t － 1) － Y( t － 1) B
F －DX( t － 1) － Y( t － 1)[ ]E ，( 66)

Y( t) = Y( t －1) + μ［C －AX( t －1) － Y( t －1) B，

F －DX( t － 1) － Y( t － 1) E］［B，E］T，( 67)

0 ＜μ≤ 2
‖A‖2 +‖B‖2 +‖D‖2 +‖E‖2 ． ( 68)

这个迭代算法的初值可以选择为 X ( 0 ) = Y ( 0 ) =
10 －6 × 1m × n ．

定理 7［20］
如果耦合矩阵方程 ( 58 ) 在最小二

乘意义下有唯一解 X 和 Y，那么对任意有限初值，算

法( 66) —( 67) 给出的迭代解 X( t) 和 Y( t) 分别收敛

于 X 和 Y，即

lim
t→∞

X( t) = X， lim
t→∞

Y( t) = Y．

收敛因子也可以按下式选择

0 ＜μ≤ 2
λmax［A

TA］+λmax［D
TD］+λmax［BB

T］+λmax［EE
T］
．

4. 2 一般耦合矩阵方程

丁锋等
［20，23］

首次通过定义块矩阵内积 ( star 积

或* 积) ，广义化耦合西尔维斯特矩阵方程，进一步

导出下列一般耦合矩阵方程( general coupled matrix
equations) 的迭代解:

A11X1B11 + A12X2B12 +… + A1pXpB1p = F1，

A21X1B21 + A22X2B22 +… + A2pXpB2p = F2，

…
Ap1X1Bp1 + Ap2X2Bp2 +… + AppXpBpp = Fp










．

( 69)

这里，Aij∈Rm × m，Bij∈Rn × n
和 Fi∈Rm × n

是给定常数

矩阵，Xi∈Rm × n
是未知矩阵．

为了更简洁表示要讨论的迭代算法，定义* 积，

即块矩阵内积，用符号* 表示
［22-23］． 它不同于 Had-
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amard 积( 内积) ，也不同于一般矩阵乘法． 下列矩阵

X，Y，SA 等的各元都是由矩阵构成的． 当这些矩阵元

为标量时，star 积退化为简单的内积( Hadamard 积) ．
定义

X: =

X1

X2


X













p

∈R( mp) ×n，Y: =

Y1

Y2


Y













p

∈R( np) ×m，Xi，Y
T
i∈Rm ×n，

SA: =

A11 A12 … A1p

A21 A22 … A2p

  
Ap1 Ap2 … A













pp

，SB: =

B11 B12 … B1p

B21 B22 … B2p

  
Bp1 Bp2 … B













pp

，

SBT : =

BT
11 BT

12 … BT
1p

BT
21 BT

22 … BT
2p

  
BT

p1 BT
p2 … BT













pp

，

Sp : =

BT
11A11 BT

12A12 … BT
1pA1p

BT
21A21 BT

22A22 … BT
2pA2p

  
BT

p1Ap1 BT
p2Ap2 … BT

ppA













pp

．

这些矩阵的* 积定义为

X* Y =

X1

X2


X













p

*

Y1

Y2


Y













p

=

X1Y1

X2Y2


XpY













p

，

SA* X =

A11X1 A12X2 … A1pXp

A21X1 A22X2 … A2pXp

  
Ap1X1 Ap2X2 … AppX













p

，

X* SB =

X1B11 X1B12 … X1B1p

X2B21 X2B22 … X2B2p

  
XpBp1 XpBp2 … XpB













pp

，

SA* SB =

A11B11 A12B12 … A1pB1p

A21B21 A22B22 … A2pB2p

  
Ap1Bp1 Ap2Bp2 … AppB













pp

．

在上述定义中，假设矩阵和被乘矩阵维数是兼容的，

即维数一致可相乘． 我们定义块矩阵 star Kronecker
积( 用符号○＊表示) 如下:

SBT○＊SA = Sp ．
对于 Hadamard 积，用符号 表示，有 X Y = Y X，但

是 X SA 没有意义． star 积优于矩阵乘法的计算，即

AB* C = A( B* C) ≠( AB) * C，矩阵和被乘矩阵不

必维数相同． 一般地，A* B≠B* A，A* B* C = ( A*
B) C≠A* ( B* C) ．

令 Imp × m =［Im，Im，…，Im］T∈R( mp) × m． 那么 star
积有下列性质:

ITmp×mX* Y = ［X1，X2，…，Xp］Y = ∑
p

i =1
XiYi，










tr XT







i

A1i

A2i


A







pi







T 珘F1

珘F2


珘F







p







*

BT
1i

BT
2i


BT
















pi

= tr

A1iXiB1i

A2iXiB2i


ApiXiB













pi

T 珘F1

珘F2


珘F


































p

，

A1i

A2i


A













pi

T 珘F1

珘F2


珘F













p

*

BT
1i

BT
2i


BT













pi

2

≤∑
p

j =1
‖Aji‖

2‖Bji‖
2

珘F1

珘F2


珘F













p

2

．

引理 7［20，23］
如果矩阵 Sp 非奇异，那么矩阵方

程( 69) 有唯一解

col［X1，X2，…，Xp］= S － 1
p col［F1，F2，…，Fp］;

如果 Fi = 0 ( i = 1，2，…，p) ，那么对应的齐次方程

( 69) 有唯一零解 Xi = 0( i = 1，2，…，p) ．
为了建立一般耦合矩阵( 69) 的递阶梯度迭代算

法，需要把耦合西尔维斯特矩阵方程( 58 ) 广义化成

下列一般形式:

AXIB + IAYB = C，

DXIE + I －DYE = F{ ，

其递阶梯度迭代解可以表示为

X( t) = X( t － 1) +

μ[ ]AD
T C －AX( t －1) IB － IAY( t －1) B

F －DX( t －1) IE － IDY( t －1)[ ]E * ［IB，IE］{ }T ，

Y( t) = Y( t － 1) +

μ
IA
I[ ]
D

T C －AX( t －1) IE － IDY( t －1) B

F －DX( t －1) IE － IDY( t －1)[ ]E * ［B，E］{ }T ．

如果 IA，IB，ID 和 IE 均为适当维数的单位阵，那么这

个迭代算法完全等价于( 66) —( 67) ．
令 Xi ( t) 为 Xi 的估计或迭代解． 有了上述推广，

能够得到计算一般耦合矩阵方程( 69) 迭代解 Xi ( i =

1，2，…，p) 的递阶梯度迭代算法
［20］:

Xi ( t) = Xi ( t － 1) +
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μ

A1i

A2i


A













pi

T
F1 －∑

p

j =1
A1jXj( t － 1) B1j

F2 －∑
p

j =1
A2jXj( t － 1) B2j



Fp －∑
p

j =1
ApjXj( t － 1) B





















pj

* ［B1i，B2i，…，Bpi］
T，

( 70)

μ≤ 2 ∑
p

i = 1
∑

p

j = 1
‖AijBij‖( )2 －1 ． ( 71)

定理 8 如果矩阵方程( 69) 有唯一解 Xi，i = 1，

2，…，p，那么对任意有限初值，算法 ( 70 ) —( 71 ) 给

出的迭代解 Xi ( t) 收敛于 Xi，即

lim
t→∞

Xi ( t) = Xi， i = 1，2，…，p．

如果令

X( t) : =

X1( t)

X2( t)


Xp( t













)

∈R( mp) ×n， F: =

F1

F2


F













p

∈R( mp) ×n，

那么式( 69) 可以简单写为

SA* X* SBInp × n = F．
使用 star 积性质，算法 ( 70 ) 可以写成下列更紧凑

形式:

X( t) = X( t － 1) +

μST
A

F1 －∑
p

j = 1
A1jX j ( t － 1) B1j

F2 －∑
p

j = 1
A2jX j ( t － 1) B2j



Fp －∑
p

j = 1
ApjX j ( t － 1) B





















pj

* SBT =

X( t － 1) + μST
A［F － SA* X( t － 1) * SBInp×n］* SBT ．

耦合矩阵方程的最小二乘迭代解算法可参见文

献［23，36］

4. 3 其他矩阵方程

假设下面矩阵方程的最小二乘解存在，可以借

助于递阶辨识原理研究其递阶梯度迭代算法和递阶

最小二乘迭代算法及其收敛性．
1) 研究下列矩阵方程的迭代求解算法:

AiX = bi， Ai∈Rmi × n， bi∈Rmi， i = 1，2，…，N．
2) 求解下列矩阵方程，并推导其梯度迭代算法

和最小二乘迭代算法:

① Aix = b， i = 1，2，…，N;

② Ax = bi， i = 1，2，…，N;

③
Aix = b， i = 1，2，…，N，

Ax = b j， j = 1，2，…，{ N．
3) 假设最小二乘解存在，推导下列矩阵方程的

梯度迭代算法和最小二乘迭代算法:

A1X1B1 + A2X2B2 +… + ANXNBN = F．
4) 求解下列矩阵方程，并推导其梯度迭代算法

和最小二乘迭代算法:

① AiXB = F， i = 1，2，…，N;

② AXBi = Fi， i = 1，2，…，N;

③
AiXB = F， i = 1，2，…，N，

AXB j = F j， j = 1，2，…，{ N．
5) 假设最小二乘解存在，推导下列矩阵方程的

梯度迭代算法和最小二乘迭代算法:

A1X1B1 + A2X2B2 +… + ANXNBN = F．
6) 假设最小二乘解存在，借鉴矩阵方程 AXB =

F 的迭代求解算法，推导下列矩阵方程的梯度迭代

算法和最小二乘迭代算法
［26］:

A1XB1 = F1，

A2XB2 = F2，


ANXBN = FN










．

7) 求解下列矩阵方程，并推导其梯度迭代算法

和最小二乘迭代算法:

AX + XB = C，

DX + XE ={ F
和

A1X + XB1 = F1，

A2X + XB2 = F2，


ANX + XBN = FN










．

8) 假设最小二乘解存在，借鉴耦合西尔维斯特

耦合矩阵方程

AX + YB = C，

DX + YE ={ F
的迭代求解算法，推导下列矩阵方程的梯度迭代算

法和最小二乘迭代算法:

A1X + YB1 = F1，

A2X + YB2 = F2，


ANX + YBN = FN










．

9) 假设最小二乘解存在，推导下列耦合矩阵方

程的梯度迭代算法和最小二乘迭代算法:
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A1XB1 + A2XB2 = F1，

C1XD1 + C2XD2 = F{
2

和

A1XB1 + A2XB2 +… + AqXBq = F1，

C1XD1 + C2XD2 +… + CqXDq = F2
{ ．

10) 假设最小二乘解存在，推导下列耦合矩阵

方程的梯度迭代算法和最小二乘迭代算法:

A11XB11 + A12XB12 +… + A1qXB1q = F1，

A21XB21 + A22XB22 +… + A2qXB2q = F2，


Ap1XBp1 + Ap2XBp2 +… + ApqXBpq = Fp










．

11) 假设最小二乘解存在，推导下列耦合矩阵

方程的梯度迭代算法和最小二乘迭代算法:

A11X1B11 + A12X2B12 +… + A1qXqB1q = F1，

A21X1B21 + A22X2B22 +… + A2qXqB2q = F2，


Ap1X1Bp1 + Ap2X2Bp2 +… + ApqXqBpq = Fp










．

12) 假设最小二乘解存在，推导下列矩阵方程

的梯度迭代算法和最小二乘迭代算法
［25，27］:

① AX + XTB = F．
② AXB + CXTD = F．
③ A1XB1 +…+ApXBp +C1X

TD1 +…+CqX
TDq =F．

13) 假设最小二乘解存在，推导下列耦合矩阵

方程的梯度迭代算法和最小二乘迭代算法:

A1XB1 + C1X
TD1 = F1，

A2XB2 + C2X
TD2 = F2

{ ．
14) 假设最小二乘解存在，推导下列耦合矩阵

方程的梯度迭代算法和最小二乘迭代算法:

A11XB11 +…+A1qXB1q +C11X
TD11 +…+C1qX

TD1q =F1，

A21XB21 +…+A2qXB2q +C21X
TD21 +…+C2qX

TD2q =F2，


Ap1XBp1 +…+ApqXBpq +Cp1X

TDp1 +…+CpqX
TDpq =Fp










．

15) 假设最小二乘解存在，推导下列一般耦合

矩阵方程的梯度迭代算法和最小二乘迭代算法:

A11X1B11 +…+A1qXqB1q +C11X
T
1D11 +…+C1qX

T
qD1q =F1，

A21X1B21 +…+A2qXqB2q +C21X
T
1 D21 +…+C2qX

T
qD2q =F2，


Ap1X1Bp1 +…+ApqXqBpq +Cp1X

T
1Dp1 +…+CpqX

T
pDpq =Fp










．

16) 上述一些矩阵方程引入了矩阵转置，当然

也可以引入共轭矩阵，共轭转置矩阵等，导出一系列

矩阵方程，这里仅列出 3 例:

① AX + X－B = F;

② AXB + C X－D = F;

③
A1XB1 + C1 X

－D1 = F1，

A2XB2 + C2 X
－D2 = F2

{ ．
读者可以推广到多个未知矩阵情况．

17) 借助于矩阵分块和递阶辨识原理，也可研

究上述一些矩阵方程的迭代算法． 例如，对于方程

Ax = b， A∈Rm × n， x∈Rn， b∈Rm，

假设 m≥n，A 满秩． 把 A 分成 2 × 2 块，

A =
A11 A12

A21 A[ ]
22

， Aij∈Rmi × nj，

x =
x1
x[ ]
2

， b =
b1
b[ ]
2

，

xi∈Rni， bi∈Rmi， m1 +m2 =m， n1 + n2 = n，

得到

A11x1 + A12x2 = b1，

A21x1 + A22x2 = b2{ ．
应用递阶辨识原理，推导相应的迭代解算法．

18) 假设矩阵方程

AXB = F， A∈Rm × n， B∈Rn × r， F∈Rm × r

的最小二乘解存在，这个解可以表示为

X = ( ATA) － 1ATFBT ( BBT ) － 1∈Rn × n ．
一类新问题的提法: 通常这个解不是对称的，如

何求这个矩阵方程的对称解，即求解一个满足下列

优化问题的解:

min
X = XT
‖F － AXB‖2 ．

再如，假设对于某个特殊矩阵 J，在满足 JTXJ =
X 所有解 X 的集合中，找出一个解满足 AXB = F，即

求下列条件优化问题的解:

min
X = JTXJ

‖F － AXB‖2 ．

这种思想可派生出很多值得研究的问题，可用

于本文所列出的其他矩阵方程的解．
19) 众所周知，高斯消元方法 ( Gauss elimina-

tion) 可以用于求解矩阵方程 AX = B，试将高斯消元

法加以推广用于求解矩阵方程( AB) X = F，并考

虑 A 或 B 为对角阵或单位阵情形．
20) 研究下列矩阵方程的迭代解:

① X + AX － 1B = F，

② AXB + CX － 1D = F．
这些矩阵方程还可进行横向和纵向推广，如

① A1XB1 +… + ApXBp + C1X
－ 1D1 +… +

CqX
－ 1Dq = F．
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② A1X1B1 +… + ApXpBp + C1X
－ 1
1 D1 +… +

CqX
－ 1
p Dq = F．

21) 研究下列矩阵方程的迭代解:

① X + AX － 1B = F．
② AXB + CX － 1D = F．

5 方程误差模型的两阶段递 推 最 小 二 乘

算法

本节的两阶段递推最小二乘算法是下节递阶最

小二乘算法的一个特殊情形． 两阶段辨识方法也可

称为交互估计方法． 最近，Duan 等
［37］

研究了输出误

差模型的两阶段递推最小二乘参数估计算法; Yao
等

［38］
讨论了受控自回归滑动平均模型( CARMA) 的

两阶段最小二乘迭代辨识算法; Xiao 等
［39］

提出了基

于残差的交互最小二乘算法; Wang 等
［40］

提出了基

于残差的受控滑动平均模型的交互随机梯度算法．

5． 1 系统描述与问题构成

考虑受控自回归模型( CAR) 描述的系统:

A( z) y( t) = B( z) u( t) + v( t) ， ( 72)

其中{ u( t) } 和{ y ( t) } 分别是系统的输入和输出序

列，{ v( t) } 是零均值方差为 σ2
的随机白噪声序列，

z －1
为单位后移算子［z －1y( t) = y( t －1) ，zy( t) = y( t +

1) ］，A( z) 和 B( z) 是单位后移算子 z － 1
的常系数时不

变多项式:

A( z) : = 1 + a1 z
－ 1 + a2 z

－ 2 +… + anaz
－ na，

B( z) : = b1 z
－ 1 + b2 z

－ 2 +… + bnbz
－ nb ．

设阶次 na 和 nb 已知，记 n: = na + nb，且 t≤0 时，

y( t) = 0，u( t) = 0，v( t) = 0．
下面基于分解技术推导 CAR 系统的两阶段递

推最小二乘辨识算法． 分别定义 AR 部分参数向量

θa 和 MA 部分参数向量 θb 如下:

θa : =［a1，a2，…，ana］
T∈Rna，

θb : =［b1，b2，…，bnb］
T∈Rnb ．

信息向量

φ( t) : =
φa ( t)

φb ( t[ ])
∈Rn，

φa( t) : =［－y( t －1) ，－y( t －2) ，…，－y( t －na) ］T∈Rna，

φb ( t) : =［u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］T∈Rnb ．

参数向量 θ: =
θa

θ[ ]
b

∈Rn
包含了系统所有参数．

式( 72) 可以写为

y( t) =［1 － A( z) ］y( t) + B( z) u( t) + v( t) =

( － a1 z
－ 1 － a2 z

－ 2 －… － anaz
na ) y( t) +

( b1 z
－ 1 + b2 z

－ 2 +… + bnbz
nb ) u( t) + v( t) =

－a1y( t －1) －a2y( t －2) －… －anay( t －na) +
b1u( t －1) +b2u( t －2) +… +bnbu( t －nb) +
v( t) = φT

a ( t) θa + φ
T
b ( t) θb + v( t) =

φT ( t) θ + v( t) ． ( 73)

5. 2 两阶段递推辨识算法

两阶段递推最小二乘辨识方法的基本思想是:

将辨识模型( 73) 分解为两个子系统，分别辨识每个

子系统的参数向量． 定义两个虚拟输出变量:

y1 ( t) : = y( t) － φT
b ( t) θb， ( 74)

y2 ( t) : = y( t) － φT
a ( t) θa ． ( 75)

系统( 73) 可以分解为下列两个虚拟子系统( 或称子

辨识模型) :

y1 ( t) = φT
a ( t) θa + v( t) ，

y2 ( t) = φT
b ( t) θb + v( t) ．

这两个子系统分别包含了 AR 部分参数向量 θa 和

MA 部分参数向量 θb ． 定义两个准则函数，

J1 ( θa ) : = ∑
t

j = 1
［y1 ( j) － φT

a ( j) θa］
2，

J2 ( θb ) : = ∑
t

j = 1
［y2 ( j) － φT

b ( j) θb］
2 ．

令 J1 ( θa ) 和 J2 ( θb ) 分别关于参数向量 θa 和 θb 的偏

导数为零，得到

J1 ( θa )
θa

= － 2φa ( j)∑
t

j = 1
［y1 ( j) － φT

a ( j) θa］ = 0，

J2 ( θb )
θb

= － 2φb ( j)∑
t

j = 1
［y2 ( j) － φT

b ( j) θb］ = 0．

令 θ̂( t) : =
θ̂a ( t)

θ̂b ( t[ ])
∈Rn

是 θ =
θa

θ[ ]
b

∈Rn
在时刻 t

的估计． 由上两式可以得到下列递推最小二乘算法:

θ̂a( t) = θ̂a( t －1) +La( t) ［y1( t) －φT
a ( t) θ̂a( t －1) ］，( 76)

La( t) =Pa( t －1)φa( t) ［1 +φT
a( t) Pa( t －1)φa( t) ］－1，( 77)

Pa( t) =［I －La( t) φ
T
a ( t) ］Pa( t －1) ， Pa( 0) =p0I，( 78)

θ̂b( t) = θ̂b( t －1) +Lb( t) ［y2( t) －φT
b ( t) θ̂b( t －1) ］，( 79)

Lb( t) =Pb( t －1)φb( t) ［1 +φT
b ( t) Pb( t －1)φb( t) ］－1，( 80)

Pb( t) =［I －Lb( t) φ
T
b ( t) ］Pb( t －1) ， Pb( 0) =p0I． ( 81)

将式( 74) 和( 75) 分别代入式( 76) 和( 79) 得到

θ̂a ( t) = θ̂a ( t － 1) + La ( t) ［y( t) －
φT

b ( t) θb － φ
T
a ( t) θ̂a ( t － 1) ］， ( 82)

θ̂b ( t) = θ̂b ( t － 1) + Lb ( t) ［y( t) －
φT

a ( t) θa － φ
T
b ( t) θ̂b ( t － 1) ］． ( 83)

由于式( 82) 和( 83) 右边分别包含了未知参数向量 θb
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和 θa，使得这个递推算法无法实现． 解决的办法是: 式

( 82) 中未知 θb 和式( 83) 中未知 θa 分别用其在( t －
1) 时刻的估计 θ̂b ( t －1) 和 θ̂a ( t －1) 代替，得到

θ̂a( t) = θ̂a( t －1) +La( t) ［y( t) －φT
b ( t) θ̂b( t －1) －

φT
a ( t) θ̂a ( t － 1) ］= θ̂a ( t － 1) +

La ( t) ［y( t) － φT ( t) θ̂( t － 1) ］， ( 84)

θ̂b( t) = θ̂b( t －1) +Lb( t) ［y( t) －φT
a ( t) θ̂a( t －1) －

φT
b ( t) θ̂b ( t － 1) ］= θ̂b ( t － 1) +

Lb ( t) ［y( t) － φT ( t) θ̂( t － 1) ］． ( 85)

联立式 ( 84 ) ，( 77 ) —( 78 ) ，以 及 式 ( 85 ) ，( 80 ) —
( 81 ) 给出 CAR 模型的两阶段递推最小二乘算法

( Two-Stage Recursive Least Squares identification algo-
rithm，TS-RLS 算法) :

θ̂a( t) = θ̂a( t －1) +La( t) ［y( t) －φT( t) θ̂( t －1) ］， ( 86)

La( t) =Pa( t －1)φa( t) ［1 +φT
a( t)Pa( t －1)φa( t) ］－1， ( 87)

Pa( t) =［I －La( t) φ
T
a ( t) ］Pa( t －1) ， Pa( 0) =p0I，( 88)

φa( t) =［－y( t －1) ，－y( t －2) ，…，－y( t －na) ］T，( 89)

θ̂b( t) = θ̂b( t －1) +Lb( t) ［y( t) －φT( t) θ̂( t －1) ］， ( 90)

Lb( t) =Pb( t －1)φb( t) ［1 +φT
b ( t) Pb( t －1)φb( t) ］－1，( 91)

Pb( t) =［I －Lb( t) φ
T
b ( t) ］Pb( t －1) ， Pb( 0) =p0I，( 92)

φb( t) =［u( t －1) ，u( t －2) ，…，u( t －nb) ］T． ( 93)

La( t) ∈Rna和 Lb ( t) ∈Rnb是两个增益向量，Pa ( t) ∈
Rna × na和 Pb ( t) ∈Rnb × nb是两个协方差阵．

两阶段递推最小二乘算法 ( 86 ) —( 93 ) 计算参

数估计向量 θ̂a ( t) 和 θ̂b ( t) 的步骤如下．
1) 令 t = 1，置初值 Pa ( 0 ) = p0I，Pb ( 0 ) = p0I，

θ̂a ( 0) = 1na / p0，̂θb ( 0 ) = 1nb / p0，u ( i) = 0，y ( i) = 0
( i≤0) ，p0 是一个大常数，如取 p0 = 10

6 ．
2) 收集输入输出数据 u( t) 和 y( t) ，由式( 89 )

构成输出信息向量 φa ( t) ，由式( 93 ) 构成输入信息

向量 φb ( t) ．
3) 由式( 87) 和( 91 ) 分别计算增益向量 La ( t)

和 Lb ( t) ，由式( 88) 和( 92) 分别计算协方差阵Pa ( t)
和 Pb ( t) ．

4) 由( 86) 和( 90) 分别刷新参数估计向量θ̂a ( t)
和 θ̂b ( t) ．

5) t 增 1，转到第 2 步继续进行递推计算．
两阶段递推最小二乘算法 ( 86 ) —( 93 ) 计算参

数估计向量 θ̂a ( t) 和 θ̂b ( t) 的流程如图 1 所示．

5. 3 仿真例子

例 1 考虑下列仿真对象:

图 1 计算 TS-RLS 参数估计流程

Fig． 1 The flowchart of computing the
TS-RLS estimates θ̂a ( t) and θ̂b ( t)

A( z) y( t) = B( z) u( t) + v( t) ，

A( z) = 1 － 1. 60z － 1 + 0. 80z － 2，

B( z) = 0. 40z － 1 + 0. 30z － 2，

θ =［a1，a2，b1，b2］
T =［－1. 60，0. 80，0. 40，0. 30］T．

仿真时，输入{ u( t) } 零均值单位方差不相关随机信

号序列，{ v ( t) } 采用零均值方差为 σ2
的白噪声序

列． 分别应用 RLS 算法和 TS-RLS 算法估计这个系统

的参数，不同噪声方差下，参数估计及其估计误差如

表 1—2 所示，相对参数估计误差 δ: =‖θ̂( t) － θ‖ /
‖θ‖随 t 变化曲线如图 2—3． 当噪声方差 σ2 =
0. 502

和 σ2 = 1. 002
时，系统的噪信比分别为 δns =

73. 45%和 δns = 146. 90% ．
从表 1—2 和图 2—3，可以看出: 随着数据长度

的增加，两阶段递推最小二乘算法参数估计很接近

递推最小二乘算法参数估计，但计算量要小．

图 2 TS-RLS 和 RLS 参数估计误差 δ

随 t 变化曲线( σ2 = 0. 502 )

Fig． 2 The TS-RLS and RLS estimation

errors δ versus t ( σ2 = 0. 502 )
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表 1 TS-RLS 和 RLS 估计及其误差( σ2 = 0. 502 )

Table 1 The TS-RLS and RLS estimates and errors( σ2 = 0. 502 )

算法 t a1 a2 b1 b2 δ /%

TS-RLS

100 － 1. 712 11 0. 883 28 0. 320 57 0. 133 66 13. 300 39

200 － 1. 667 97 0. 852 48 0. 320 85 0. 238 30 7. 201 52

500 － 1. 637 41 0. 824 89 0. 378 63 0. 261 18 3. 673 90

1 000 － 1. 618 62 0. 811 40 0. 390 60 0. 292 75 1. 373 13

2 000 － 1. 605 89 0. 801 04 0. 394 16 0. 313 81 0. 865 14

3 000 － 1. 606 49 0. 803 27 0. 395 41 0. 308 52 0. 666 38

RLS

100 － 1. 638 88 0. 833 62 0. 397 76 0. 238 51 4. 316 59

200 － 1. 618 19 0. 819 53 0. 366 94 0. 310 16 2. 351 79

500 － 1. 610 13 0. 804 86 0. 396 72 0. 298 23 0. 637 18

1 000 － 1. 598 20 0. 795 88 0. 401 25 0. 319 38 1. 073 33

2 000 － 1. 591 45 0. 789 57 0. 398 20 0. 331 16 1. 830 78

3 000 － 1. 598 03 0. 796 61 0. 398 11 0. 319 58 1. 079 89

真值 － 1. 600 00 0. 800 00 0. 400 00 0. 300 00

表 2 TS-RLS 和 RLS 估计及其误差( σ2 = 1. 002 )

Table 2 The TS-RLS and RLS estimates and errors( σ2 = 1. 002 )

算法 t a1 a2 b1 b2 δ /%

TS-RLS

100 － 1. 674 91 0. 861 14 0. 296 26 0. 094 91 15. 168 57

200 － 1. 645 69 0. 841 30 0. 273 01 0. 262 31 7. 930 05

500 － 1. 622 60 0. 811 90 0. 370 77 0. 271 33 3. 062 03

1 000 － 1. 609 68 0. 803 16 0. 389 18 0. 317 51 1. 308 31

2 000 － 1. 598 72 0. 792 65 0. 390 68 0. 346 65 2. 590 25

3 000 － 1. 599 37 0. 796 66 0. 392 15 0. 331 40 1. 765 71

RLS

100 － 1. 620 05 0. 827 97 0. 415 45 0. 210 35 5. 236 38

200 － 1. 613 31 0. 821 77 0. 338 47 0. 331 24 3. 961 32

500 － 1. 604 39 0. 799 73 0. 394 86 0. 303 01 0. 398 61

1 000 － 1. 596 31 0. 793 69 0. 402 81 0. 339 06 2. 144 56

2 000 － 1. 589 58 0. 785 78 0. 396 24 0. 359 69 3. 357 16

3 000 － 1. 594 51 0. 793 14 0. 396 12 0. 339 61 2. 194 40

真值 － 1. 600 00 0. 800 00 0. 400 00 0. 300 00

把下列 Matlab 程序写到 TwoStage_RLS_ARX_
ex1． m 文件中，依次运行 sigma = 0. 50 和 sigma =
1. 00，可得到上述例子的仿真结果( 参数估计表和误

差曲线图) ．
1 % *
2 % Filename: TwoStage _ RLS _ ARX _ ex1． m for ARX

models *
3 % A( z) y( t) = B( z) u( t) + v( t) *
4 % The noise variance sigma^2 = 0. 50^2 and 1. 00^2 *
5 % *
6 clear; format short g
7
8 M = 'Two － Stage RLS algorithm for ARX models'

9 FF = 1; % The Forgetting Factor
10 sigma = 1; % The noise variance sigma^2 = 0. 50^2 and sig-

ma^2 = 1. 00^2
11 PlotLength = 3000; length1 = PlotLength + 100;

12 na = 2; nb = 2; n = na + nb;

13 a =［－ 1. 6，0. 80］; b =［0. 40，0. 30］; par0 =［a，b］';
14 p0 = 1e6; P1 = eye( na) * p0; P2 = eye( nb) * p0; P = eye

( n) * p0;

15 par1 = ones( na，1) /p0; par2 = ones( nb，1) /p0;

16 parLS =［par1; par2］;

17 %———Computer the noise － to － signal ratio
18 a1 =［1，a］; b1 =［0，b］; d = 1
19 sy = f － integral( a1，b1) ; sv = f － integral( a1，d) ;
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图 3 TS-RLS 和 RLS 参数估计误差 δ

随 t 变化曲线( σ2 = 1. 002 )

Fig． 3 The TS-RLS and RLS estimation

errors δ versus t ( σ2 = 1. 002 )

20 delta － ns = sqrt( sv /sy) * 100* sigma;

21 ［sy，sv，delta － ns］
22 %———Generate the input output data
23 rand( 'state'，2) ; randn( 'state'，3) ;

24 u = ( rand ( length1，1 ) － 0. 5 ) * sqrt ( 12 ) ; v = randn
( length1，1) * sigma;

25 y = ones( n，1) /p0;

26 for t = n: length1
27 y( t) = par0'* ［－ y( t － 1: － 1: t － na) ; u( t － 1: － 1: t

－ nb) ］+ v( t) ;

28 end
29 jj = 0; j1 = 0;

30 fort = n: length1
31 jj = jj + 1;

32 varphia = － y( t － 1: － 1: t － na) ; varphib = u( t － 1: －
1: t － nb) ;

33 varphi =［varphia; varphib］;

34 % The RLS estimates
35 L = P* varphi / ( FF + varphi'* P* varphi) ;

36 P = ( P － L* varphi'* P) /FF;

37 parLS = parLS + L* ( y( t) － varphi'* parLS) ;

38 deltaLS = norm( parLS － par0) /norm( par0) ;

39 lsLS( jj，: ) =［jj，parLS'，deltaLS］;

40
41 par12 =［par1; par2］;

42 L1 = P1* varphia / ( FF + varphia'* P1* varphia) ;

43 P1 = ( P1 － L1* varphia'* P1) /FF;

44 par1 = par1 + L1* ( y( t) － varphi'* par12) ;

45
46 L2 = P2* varphib / ( FF + varphib'* P2* varphib) ;

47 P2 = ( P2 － L2* varphib'* P2) /FF;

48 par2 = par2 + L2* ( y( t) － varphi'* par12) ;

49 delta = norm( par12 － par0) /norm( par0) ;

50 ls( jj，: ) =［jj，par12'，delta］;

51 if ( jj = = 100) | ( jj = = 200 ) | ( jj = = 500 ) | mod( jj，
1000) = = 0

52 j1 = j1 + 1;

53 ls － 100LS( j1，: ) =［jj，parLS'，deltaLS* 100］;

54 ls － 100( j1，: ) =［jj，par1'，par2'，delta* 100］;

55 end
56 end
57 ls － 100LS( j1 + 1，: ) =［0，par0'，0］;

58 ls － 100( j1 + 1，: ) =［0，par0'，0］;

59
60 fprintf( '\n Two － Stage RLS')
61 fprintf( '\n % s \n'，'t a － 1 a － 2 b － 1 b － 2 \delta \ ( \% ) \

\ \ \ ') ;

62 fprintf( '%5d %10. 5f %10. 5f %10. 5f %10. 5f %10. 5f
\ \ \ \ \n'，ls － 100') ;

63
64 fprintf( '\n RLS')
65 fprintf( '\n% s \n'，' t a － 1 a － 2 b － 1 b － 2 \delta \ ( \% ) \

\ \ \ ') ;

66 fprintf( '%5d %10. 5f %10. 5f %10. 5f %10. 5f %10. 5f
\ \ \ \ \n'，ls － 100LS') ;

67
68 figure ( 1)

69 k = ( 2* n: 5: PlotLength － 1) ';
70 jk = ls( k，1) ;

71 plot( jk，lsLS( k，n + 2) ，'k'，jk，ls( k，n + 2) ，'b')
72 xlabel( '\ it t') ; ylabel( '{ \ it \delta} ') ;

73 axis( ［0，PlotLength，0，0. 82］)

74 text( 800，0. 4，'Two － Stage RLS')
75 line( ［100，800］，［ls( 100，n + 2) ，0. 38］)

76 text( 1000，0. 3，'RLS')
77 line( ［250，1000］，［lsLS( 250，n + 2) ，0. 28］)

6 线性回归模型的递阶最小二乘辨识方法

本节主要内容选自文献［8］． 最近，Ding 等
［28］

利

用多项式变换技术讨论了双率采样数据系统的递阶

最小二乘辨识算法． 递阶辨识原理已被发展用于多

变量系统的辨识． Ding 等提出了双率采样数据系统

状态空间模型的递阶辨识方法
［13，29］，多变量系统的

递阶梯度迭代方法和递阶随机梯度辨识方法
［9］，以

及递阶最小二乘迭代方法和递阶最小二乘辨识方

法
［10］． 相关的讨论见下节的有色噪声干扰多变量系

统的递阶辨识方法．

6. 1 辨识模型与问题构成

考虑用 CAR /ARX 模型描述的动态( 大) 系统:
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A( z) y( t) = B( z) u( t) + v( t) ， ( 94)

其中{ u( t) } 和{ y ( t) } 分别是系统的输入和输出序

列，{ v( t) } 是零均值白噪声序列，A( z) 和 B( z) 是后

移算子 z － 1
的多项式:

A( z) : = 1 + a1 z
－ 1 + a2 z

－ 2 +… + anaz
－ na，

B( z) : = b1 z
－ 1 + b2 z

－ 2 +… + bnbz
－ nb ．

( ai，bi ) 为待辨识的参数，设阶次 na 和 nb 已知，维数

n: = na + nb 很大． φ( t) ∈Rn
是由直到( t － 1) 时刻系

统的输出 y( t) 和输入 u( t) 构成的回归信息向量．
定义参数向量 θ 和信息向量 φ( t) 分别为

θ: =［a1，a2，…，ana，b1，b2，…，bnb］
T∈Rn，

φ( t) : =［－y( t －1) ，－y( t －2) ，…，－y( t －na) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］T∈Rn ．
则式( 94) 可以写成如下( 总) 辨识模型:

y( t) = φT ( t) θ + v( t) ． ( 95)

虽然标准递推辨 识 算 法，如 递 推 最 小 二 乘 法

( RLS) :

θ̂( t) = θ̂( t －1) +P( t) φ( t) ［y( t) －φT( t) θ̂( t －1) ］，( 96)

P( t) =P( t －1) －P( t －1) φ( t) φT( t) P( t －1)
1 +φT( t) P( t －1) φ( t)

( 97)

可用于大系统( 95) 的参数估计，但由于大系统的维

数高，变量和待估计的参数数目多，使得估计算法的

计算量和存储量急剧增加，以致在算法的实现上造

成极大的困难，这就是所谓的“维数灾”． 在这种情

况下，研究大系统的分解辨识算法，提出计算量小的

辨识算法已成为必然．

6. 2 递阶最小二乘算法的推导

下面应用递阶辨识原理研究系统( 95) 的辨识问

题，具体做法如下．
1) 辨识模型分解

将大系统( 95) 的信息向量和参数向量分解为 N
个维数为 ni 的子信息向量 ( sub-information vector)
φi ( t) 和子参数向量( sub-parameter vector) θi 如下:

φ( t) =

φ1 ( t)

φ2 ( t)


φN ( t













)

， φi ( t) ∈Rni，

θ =

θ1
θ2

θ













N

， θi∈Rni， n1 + n2 +… + nN = n．

于是，可以把系统( 95) 分解为 N 个虚拟子系统( fic-

ticious subsystem) ，即子辨识模型 ( sub-identification
model，Sub-ID) ，如图 4． 它们可以表示为

yi ( t) = φT
i ( t) θi + v( t) ， i = 1，2，…，N， ( 98)

其中

yi( t) : = y( t) － αi( t) = y( t) －∑
N

j =1，j≠i
φT

j ( t) θj，( 99)

αi ( t) : = ∑
N

j = 1，j≠i
φT

j ( t) θj， i = 1，2，…，N，( 100)

αi ( t) 称为各子系统间的关联项( associate items) ．
2) 子模型辨识或子系统辨识递阶辨识的目标

就是用系统的输入输出数据{ u( t) ，y( t) } 或{ y( t) ，

φ( t) } 来估计每一个子系统 ( 98 ) 的参数 θi ． 由于

v( t) 是白噪声，故根据最小二乘原理，可获得参数 θi

的无偏估计． 估计子系统( 98) 参数 θi 的递推最小二

乘算法为

θ̂i ( t) = θ̂i ( t －1) +Li ( t) ［yi ( t) －φT
i ( t) θ̂i ( t －1) ］，( 101)

L i ( t) =
P i ( t － 1) φi ( t)

1 + φT
i ( t) P i ( t － 1) φi ( t)

， ( 102)

P －1
i ( t) =P －1

i ( t －1) +φi( t)φ
T
i ( t) ， i =1，2，…，N． ( 103)

这个算法中 yi ( t) 是未知的，把式( 99 ) 中 yi ( t) 代入

式( 101) 可得

θ̂i ( t) = θ̂i ( t － 1) + L i ( t [) y( t) －

∑
N

j = 1，j≠i
φT

j ( t) θj － φ
T
i ( t) θ̂i ( t － 1 ]) ． ( 104)

这个算法中 φi ( t) 是已知的，但式( 104 ) 右边包含了

其他子系统的未知子参数向量 θj ( j≠i) ，所以无法实

现这个算法．
3) 子系统辨识算法间关联项协调

为了进 行 递 推 计 算，根 据 递 阶 辨 识 原 理: 式

( 104) 中 未 知 的 θj 用 它 在 ( t － 1 ) 时 刻 的 估 计 值

θ̂j ( t － 1) 代替，可得

θ̂i ( t) = θ̂i ( t － 1) + L i ( t [) y( t) －

∑
N

j = 1，j≠i
φT

j ( t) θ̂j ( t － 1) － φT
i ( t) θ̂i ( t － 1 ]) =

θ̂i( t －1) + Li( t) ［y( t) －φT( t) θ̂( t －1) ］． ( 105)

综上所述，能够得到估计子参数向量 θi 的递阶

最小二乘辨识算法( Hierarchical Least Squares identi-
fication algorithm，HLS 算法) ［8，28，31］:

θ̂i ( t) = θ̂i ( t －1) +Li ( t) ［y( t) －φT( t) θ̂( t －1) ］， ( 106)

P －1
i ( t) =P －1

i ( t －1) +φi( t)φ
T
i ( t) ， i =1，2，…，N． ( 107)

递阶最小二乘辨识算法可以等价写为

θ̂i ( t) = θ̂i ( t －1) +Li ( t) ［y( t) －φT( t) θ̂( t －1) ］， ( 108)

Li ( t) =Pi ( t) φi ( t) =
Pi ( t －1) φi ( t)

1 +φT
i ( t) Pi ( t －1) φi ( t)

， ( 109)
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图 4 ( 总) 辨识模型分解为子辨识模型的递阶结构

Fig． 4 The hierarchical structure of decomposition of the identification model

Pi( t) =［I －Li( t)φ
T
i ( t) ］Pi( t －1) ， i =1，2，…，N， ( 110)

算法初值可以选择为 P i ( 0 ) = p0I，̂θi ( 0 ) = 1ni / p0，

p0 = 10
6 ．

若定义块对角阵( block diagonal matrix) :

P( t) : = blockdiag［P i ( t) ，i = 1，2，…，N］=
P1 ( t) 0 … 0

0 P2 ( t) … 0

  
0 0 … PN ( t













)

． ( 111)

注意: 这里协方差矩阵 P ( t) 是重新定义的，不是式

( 96) —( 97) 中的 P( t) ． 于是，估计系统( 95) 参数向

量 θ 的递阶最小二乘算法可以等价改写为

θ̂( t) = θ̂( t － 1) +
P( t) φ( t) ［y( t) － φT ( t) θ̂( t － 1) ］， ( 112)

P － 1 ( t) = P － 1 ( t － 1) + blockdiag［φi ( t) φ
T
i ( t) ，

i = 1，2，…，N］， P( 0) = p0I， ( 113)

θ̂( t) =

θ̂1 ( t)

θ̂2 ( t)


θ̂N ( t













)

． ( 114)

下面比较 RLS 算法和递阶辨识算法的计算量．
RLS 算法( 96 ) —( 97 ) 和递阶辨识算法每迭代计算

一步的计算量大小如表 3 所示，表中数值表示 n =
100，N = 10，ni = 10，i = 1，2，…，N 时，两种参数估计

算法的计算量． 从表 3 可以看出: RLS 算法的计算量

很大，而递阶辨识算法的计算量小得多． 例如，当

n = 100 时，RLS 算法每迭代一步需要的乘法次数为

20 400，加法次数为 20 200． 把系统分为 N = 10 个子

系统，而递阶最小二乘算法每迭代一步需要的乘法

次数为 2 400，加法次数为 2 200．

表 3 最小二乘辨识算法与递阶辨识算法计算量比较

Table 3 Comparison of computational efficiency
of the RLS and HLS algorithms

参数估计方法 乘法次数 加法次数

递推最小二乘算法 2n2 + 4n = 20 400 2n2 + 2n = 20 200

递阶最小二乘算法 ∑
N

i =1
( 2n2i + 4ni ) = 2 400∑

N

i = 1
( 2n2i + 2ni ) = 2 200

6. 3 递阶最小二乘算法的收敛性

证明递阶最小二乘辨识算法的收敛性，需要用

到下列引理．
引理 8 ( 对称阵对角块矩阵引理) ［8］

若分块对

称矩阵

A =

A11 A12 … A1N

A21 A22 … A2N

  
AN1 AN2 … A













NN

， Aij = A
T
ji∈Rni × nj

满足 αI≤A≤βI，其中 α 和 β 为正常数，则有

αI≤

A11 0 … 0

0 A22 … 0

  
0 0 … A













NN

≤βI．

引理 9［8］
对于大系统( 95 ) ，假设存在正整数

p，正常数 α 和 β 使得下列强持续激励条件 ( SPE)

成立:

αI≤ 1
p∑

p－1

i = 0
φ( t － i) φT ( t － i) ≤ βI， p≥ n．
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令

H－1( t) : =∑
t

j =1
φ( j) φT( j) + H－1( 0) ， H( 0) : = p0I，

那么协方差矩阵 H( t) 满足

H － 1 ( t － p) + pαI≤H － 1 ( t) ≤H － 1 ( t － p) + pβI
和

( t － p) αI≤H － 1 ( t) ≤［β( t + p) + 1 / p0］I．
证明 根据 H( t) 的定义可得

H －1 ( t) = H －1 ( t － 1) + φ( t) φT ( t) =
H －1 ( t － 2) + φ( t － 1) φT ( t － 1) +
φ( t) φT ( t) = H －1 ( t － p) +

∑
p－1

k = 0
φ( t － k) φT ( t － k) ． ( 115)

利用持续激励条件( SPE) ，可得

H － 1 ( t － p) + pαI≤H － 1 ( t) ≤H － 1 ( t － p) + pβI．

令 t = pi + k，0≤k ＜ p，于是有

H － 1 ( t = pi + k) ≤H － 1［p( i － 1) + k］+ pβI =
H － 1［p( i － 2) + k］+ 2pβI =
H － 1 ( k) + ipβI≤H － 1 ( 0) + ( i + 1) pβI≤
H － 1 ( 0) + ( t + p) βI =［β( t + p) + 1 / p0］I．

同理

H － 1 ( t = pi + k) ≥H － 1 ( k) + ipαI≥
ipαI≥( t － p) αI， t ＞ p．

引理 9 证毕．
定理 9［8］

对于大系统( 95 ) ，如果强持续激励

条件( SPE) 成立，{ v( t) } 满足假设:

( A1) E［v( t) |Ft － 1］= 0，a． s． ，

( A2) E［v2 ( t) |Ft － 1］= σ2 ( t) ≤σ2 ＜ ∞，a． s． ，

( A3) lim
t→∞

sup 1
t∑

t

i = 1
v2 ( i) ≤ σ2 ＜ ∞，a． s． ，

其中{ v( t) ，Ft} 是鞅差序列，Ft 是由直到 t 时刻的观

测生成的 σ 代数． 递阶辨识算法 ( 106 ) —( 107 ) 或

( 108) —( 110) 给出的参数估计 θ̂( t) 一致( a． s． ) 收

敛于真参数向量 θ，或参数估计误差一致收敛于零，

即lim
t→∞

θ̂( t) = θ，a． s．

7 类多变量 CARMA 系统的递阶辨识方法

递阶辨识原理是研究复杂多变量系统辨识方法

的一个有效工具
［9-10，13］． 最近，Zhang 等

［41］
研究了多

变量输出误差滑动平均系统的递阶梯度迭代参数估

计算法，Xiang 等
［42］

研究了单输入多输出系统的辅

助模型递阶最小二乘算法． 下面介绍 Han 等
［43］

提出

的滑动平均噪声干扰的多变量系统递阶梯度迭代方

法和递阶最小二乘迭代算法．
考虑类多变量 CARMA 系统 ( 即多变量 CAR-

MA-like 系统) ［9-10，43］，

α( z) y( t) =Q( z) u( t) +D( z) v( t) ， ( 116)

其中 α( z) 是系统的 n 次特征多项式，它定义为传递

矩阵的各元最小公分母首一多项式，Q( z) 和 D ( z)
是 z － 1

的矩阵多项式:

α( z) : = 1 + α1 z
－ 1 + α2 z

－ 2 +… + αnz
－ n，αi∈R1，

Q( z) : =Q1 z
－ 1 +Q2 z

－ 2 +… +Qnz
－ n，Qi∈Rm × r，

D( z) : = I +D1z
－1 +D2z

－2 +… +Dnz
－n，Di∈Rm ×m．

特征多项式 α( z) 的辨识具有重要的意义，如系统极

点配置、观测器设计等
［9-10］．

首先考虑一种特殊情形: D( z) = d( z) I，然后考

虑 D( z) 为矩阵情形，这里 d( z) 为一多项式

d( z) : = 1 + d1 z
－ 1 + d2 z

－ 2 +… + dnz
－ n， di∈R，

则模型( 116) 也可以为

α( z) y( t) =Q( z) u( t) + d( z) v( t) ， ( 117)

其系统结构如图 5 所示． G( z) : = Q( z)
α( z) ∈Rm × r

为系

统的传递函数矩阵．

图 5 CARMA-like 模型描述的多变量系统

Fig．5 A multivariable system described by CARMA-like models

7. 1 递阶梯度迭代辨识算法

定义参数向量 、参数矩阵 θ、输入信息向量

φ( t) 和输出信息矩阵 ψ( t) 如下:

: =［α1，α2，…，αn，d1，d2，…，dnd］
T∈Rn + nd，

θT : =［Q1，Q2，…，Qn］∈Rm × ( nr) ，

φ( t) : =

u( t － 1)

u( t － 2)


u( t － n











)

∈R( nr) ，

ψ( t) : =［y( t － 1) ，y( t － 2) ，…，y( t － n) ，

－ v( t －1) ，－ v( t －2) ，…，－ v( t － nd) ］∈
Rm × ( n + nd) ．

于是，从式( 116) 可以得到辨识模型:

y( t) +ψ( t)  = θTφ( t) + v( t) ． ( 118)

这个模型待辨识的参数包括两部分: 一个是参数向

量 ，一个是由传递矩阵分子多项式矩阵系数构成
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的参数矩阵 θ，且信息矩阵 ψ( t) 中还包含了未知噪

声项 v( t － i) ，所以传统的最小二乘辨识方法不能直

接应用，这是辨识的困难． 这里基于递阶辨识原理和

迭代搜索原理来解决这一困难． 递阶辨识的基本原

理就是将一个系统分解为多个维数较小、变量较少

的子系统，然后分别辨识每个子系统的参数． 迭代搜

索原理是将系统中信息矩阵所含的未知噪声项用其

迭代估计值来代替
［11，36，44］． 具体细节如下．

定义两个中间向量:

b1 ( t) : = θTφ( t) ，

b2 ( t) : =ψ( t) ．
分解式( 118) 为下列两个虚拟子系统:

S1 : y( t) = －ψ( t)  + b1 ( t) + v( t) ，

S2 : y( t) = θTφ( t) － b2 ( t) + v( t) ．
设数据长度 tmn0 + n，定义

Y1 ( t) : =

y( 1)

y( 2)


y( t











)

∈R( mt) ，

Ψ( t) : =

ψ( 1)

ψ( 2)


ψ( t











)

∈R( mt) × ( n + nd) ，

V1 ( t) : =

v( 1)

v( 2)


v( t











)

∈R( mt) ，

B1 ( t) : =

b1 ( 1)

b1 ( 2)


b1 ( t













)

=

θTφ( 1)

θTφ( 2)


θTφ( t











)

∈R( mt) ， ( 119)

Y2 ( t) : =［y( 1) ，y( 2) ，…，y( t) ］∈Rm × t，

Φ( t) : =［φ( 1) ，φ( 2) ，…，φ( t) ］∈R( nr) × t，

B2 ( t) : =［b2 ( 1) ，b2 ( 2) ，…，b2 ( t) ］=
［ψ( 1) ，ψ( 2) ，…，ψ( t) ］∈Rm × t，( 120)

V2 ( t) : =［v( 1) ，v( 2) ，…，v( t) ］∈Rm × t ．
因此可以得到

S1 : Y1 ( t) = －Ψ( t)  + B1 ( t) + V1 ( t) ，

S2 : Y2 ( t) = θTΦ( t) － B2 ( t) + V2 ( t) ．
定义两个准则函数:

J1 ( ) =‖Y1 ( t) +Ψ( t)  － B1 ( t) ‖2，

J2 ( θ) =‖Y2 ( t) － θTΦ( t) + B2 ( t) ‖2 ．
令 k = 1，2，…为迭代变量，̂k 和 θ̂k 分别为 和 θ 在

第 k 次迭代的参数估计，μk ( t) ≥0 为时变步长( 时变

收敛 因 子 ) ． 使 用 负 梯 度 搜 索，极 小 化 准 则 函 数

J1 ( ) 和 J2 ( θ) 得到 和 θ 迭代解:

̂k = ̂k － 1 －
μk ( t)
2 grad［J1 ( ̂k － 1) ］=

̂k － 1 － μk ( t) Ψ
T ( t) ［Y1 ( t) － B1 ( t) +Ψ( t) ̂k － 1］，

θ̂k = θ̂k － 1 －
μk ( t)
2 grad［J2 ( θ̂k － 1) ］=

θ̂Tk － 1 + μk ( t) Φ( t) ［Y2 ( t) － θ̂Tk － 1Φ( t) + B2 ( t) ］T ．
将式( 119) 中 B1 ( t) 和式( 120) 中 B2 ( t) 分别代入以

上两式得到

̂k = ̂k － 1 － μk ( t) Ψ
T ( t) ·

Y1 ( t) －

θTφ( 1)

θTφ( 2)


θTφ( t











)

+Ψ( t) ̂k













－ 1 ， ( 121)

θ̂k = θ̂k － 1 + μk ( t) Φ( t) { Y2 ( t) － θ̂Tk － 1Φ( t) +
［ψ( 1) ，ψ( 2) ，…，ψ( t) ］} T ． ( 122)

由于以上两式右边分别含有未知参数矩阵 θ 和参数

向量 ，故算法( 121) —( 122) 不能实现． 为解决这一

困难，利用递阶辨识原理
［9-10，36］，式 ( 121 ) 中 θ 和式

( 122) 中 分别用它们在前一次迭代的估计 θ̂k － 1 和

̂k － 1代替，得到

̂k = ̂k － 1 － μk ( t) Ψ
T ( t) ·

Y1 ( t) －

θ̂Tk － 1φ( 1)

θ̂Tk － 1φ( 2)


θ̂Tk － 1φ( t













)

+Ψ( t) ̂k















－ 1 ，( 123)

θ̂k = θ̂k － 1 + μk ( t) Φ( t) { Y2 ( t) － θ̂Tk － 1Φ( t) +
［ψ( 1) ̂k －1，ψ( 2) ̂k －1，…，ψ( t) ̂k －1］} T． ( 124)

由于 Ψ( t) ，也就是 ψ ( t) 中包含了不可测噪声项

v( t － i) ，根据迭代搜索原理，将 ψ( t) 中的 v( t － i) 用

其第 k － 1 次迭代估计值 v̂k － 1 ( t － i) 代替，代替后的

ψ( t) 记作

ψ̂k ( t) : =［y( t － 1) ，y( t － 2) ，…，y( t － n) ，

－ v̂k － 1 ( t － 1) ，－ v̂k － 1 ( t － 2) ，…，

－ v̂k － 1 ( t － nd) ］∈Rm × ( n + nd) ．
由式( 118) 可得

v( t) = y( t) +ψ( t)  － θTφ( t) ．
用 ψ̂k ( t) 和 θ̂k 代替上式中的 ψ( t) 和 θ，那么 v( t) 第

k 次迭代估计值v̂k ( t) 可由下式计算:

v̂k ( t) = y( t) + ψ̂k ( t) ̂k － θ̂
T
kφ( t) ．
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定义

Ψ̂k ( t) =

ψ̂k ( 1)

ψ̂k ( 2)


ψ̂k ( t













)

∈R( mt) × ( n + nd) ．

用 Ψ̂k ( t) 和 ψ̂k ( t) 分别代替式 ( 123 ) 和 ( 124 ) 中的

Ψ( t) 和 ψ( t) 得到

̂k = ̂k － 1 － μk ( t) Ψ̂
T
k ( t) ·

Y1 ( t) －

θ̂Tk －1φ( 1)

θ̂Tk －1φ( 2)


θ̂Tk －1φ( t













)

+ Ψ̂k ( t) ̂k















－1 ，( 125)

θ̂k = θ̂k － 1 + μk ( t) Φ( t) { Y2 ( t) － θ̂Tk － 1Φ( t) +
［̂ψk(1) ̂k －1，̂ψk(2) ̂k －1，…，̂ψk( t) ̂k －1］} T， ( 126)

或

̂k =［I －μk ( t) Ψ̂
T
k ( t) Ψ̂k ( t) ］̂k －1 －μk ( t) Ψ̂

T
k ( t)·

Y1 ( t) －

θ̂Tk － 1φ( 1)

θ̂Tk － 1φ( 2)


θ̂Tk － 1φ( t



























)

，

θ̂k = θ̂k － 1［I － μk ( t) Φ( t) ΦT ( t) ］+
μk ( t) Φ( t) { Y2 ( t) +［ψ̂k ( 1) ̂k － 1，

ψ̂k ( 2) ̂k － 1，…，̂ψk ( t) ̂k － 1］} T，

其中 I 表示适当维数的单位向量． 以上两式可看作

是两个参数估计作为状态的离散状态方程，其收敛

的必要条件是矩阵［I － μk ( t) Ψ̂T
k ( t) Ψ̂k ( t) ］和［I －

μk ( t) Φ( t) ΦT ( t) ］的特征值在单位圆内，所以收敛

因子必须满足

μk ( t) ≤
2

λmax［Ψ̂
T
k ( t) Ψ̂k ( t) ］

，

μk ( t) ≤
2

λmax［Φ( t) ΦT ( t) ］
，

其中 λmax［X］为方阵 X 的最大特征值，它们的交

集为

μk( t)≤
2

max{ λmax［̂Ψ
T
k ( t) Ψ̂k( t) ］，λmax［Φ( t) ΦT( t) ］}

．

一种保守的选择是

μk ( t) ≤
2

λmax［Ψ̂
T
k ( t) Ψ̂k ( t) ］+ λmax［Φ( t) ΦT( t) ］

，

或

μk ( t) ≤
2

‖Ψ̂k ( t) ‖
2 +‖Φ( t) ‖2 ． ( 127)

综合以上各式，把 Y1 ( t) ，̂Ψk ( t) ，Y2 ( t) ，Φ( t) 的

定义式代入式( 125) ，( 126) 和( 127) ，可总结出多变

量 CARMA-like 模型的递阶梯度迭代辨识算法( Hi-
erarchical Gradient based Iterative identification algo-
rithm，HGI) :

̂k = ̂k－1 － μk ( t)∑
t

j = 1
ψ̂T

k ( j) ［y( j) +

ψ̂k ( j) ̂k－1 － θ̂Tk－1φ( j) ］， ( 128)

θ̂k = θ̂k－1 + μk ( t)∑
t

j = 1
φ( t) ［y( j) +

ψ̂k ( j) ̂k－1 － θ̂Tk－1φ( j) ］T， ( 129)

φ( t) =［uT( t －1) ，uT( t －2) ，…，uT( t －n) ］T，( 130)

ψ̂k ( t) =［y( t － 1) ，y( t － 2) ，…，y( t － n) ，

－̂vk －1( t －1)，－̂vk －1( t －2)，…，－̂vk －1( t －nd)］， ( 131)

v̂k ( t) = y( t) + ψ̂k ( t) ̂k － θ̂
T
kφ( t) ， ( 132)

μk ( t) ≤ (2 ∑
t

j = 1
［‖ψ̂k ( j) ‖

2 +‖φ( j) ‖2 )］
－1

=

μ0 ( t) ． ( 133)

在计算参数估计时，可以取算法中 t = L，L 为数据长

度． HGI 算法( 128) —( 133) 的计算步骤如下．
1) 令 k = 1，置初值v̂0 ( t) = 0，0 = 1n + nd / p0，θT0 =

1m × ( nr) / p0，1n + nd是元素全为 1 的{ ( n + nd ) } 维列向

量，1m × ( nr) 是 元 素 全 为 1 的 m × ( nr ) 维 矩 阵，

p0 = 10
6 ．

2) 收集输入输出数据{ u( t) ，y( t) : t = 1，2，…，

L} ，L 为数据长度，用式 ( 11 ) 构造 φ( t) ． 给定小正

数 ．
3) 用式 ( 131 ) 构造 ψ̂k ( t) ，根据式 ( 133 ) 选择

μk ( t) ． 为使算法有快的收敛速度，可取尽可能大的

μk ( t) ，如取 μk ( t) = μ0 ( t) ．
4) 根据式( 128) 和式( 129) 刷新估计向量 ̂k 和

参数估计矩阵 θ̂k，用式( 132) 计算v̂k ( t) ．
5) 如果 ̂k 与 ̂k － 1，̂θk 与 θ̂k － 1很接近，或者

‖̂k － ̂k － 1‖ +‖θ̂k － θ̂k － 1‖≤，
就结束计算，获得参数估计 ̂k 和 θ̂k，否则，k 增 1，转

到步骤 3．
HGI 算法的流程如图 6 所示．

7. 2 递阶最小二乘迭代算法

本节的多变量 CARMA-like 系统的递阶最小二

乘迭代算法参见文献［43］．
运用推论 2，极小化上述两个准则函数，可得到

和 θ 的迭代表达式:

̂k = ̂k － 1 + μk ( t) ［ΨT ( t) Ψ( t) ］－ 1ΨT ( t)
［B1 ( t) － Y1 ( t) －Ψ( t) ̂k － 1］， ( 134)

911
学报: 自然科学版，2012，4( 2) : 97-124

Journal of Nanjing University of Information Science and Technology: Natural Science Edition，2012，4( 2) : 97-124



图 6 计算 HGI 参数估计 ̂k 和 θ̂k 的流程

Fig．6 The flowchart of computing the HGI estimates θ̂k and ̂k

θ̂k = θ̂k － 1 + μk ( t) { ［B2 ( t) + Y2 ( t) －
θ̂Tk －1Φ( t) ］ΦT( t) ［Φ( t) ΦT( t) ］－1} T，( 135)

其中 k = 1，2，…，μk ( t) ≥0，̂k 和 θ̂k 与递阶梯度迭代

算法中的定义相同． 将式( 119 ) 中 B1 ( t) 和式( 120 )

中 B2 ( t) 分别代入式( 134) 和( 135) 得到

̂k = ̂k － 1 + μk ( t) ［ΨT ( t) Ψ( t) ］－ 1ΨT ( t) ·

θTφ( 1)

θTφ( 2)


θTφ( t











)

－ Y1 ( t) －Ψ( t) ̂k













－ 1 ， ( 136)

θ̂k = θ̂k － 1 + μk ( t) { ( ［ψ( 1) ，ψ( 2) ，…，

ψ( t) ］+ Y2 ( t) － θ̂Tk － 1Φ( t) )

ΦT ( t) ［Φ( t) ΦT ( t) ］－ 1 } T ． ( 137)

根据递阶辨识原理
［9］，式( 136) 中 θ 和式( 137) 中 

分别用它们前一次的迭代估计 θ̂k － 1 和 ̂k － 1 代替，

得到

̂k = ̂k － 1 + μk ( t) ［ΨT ( t) Ψ( t) ］－ 1ΨT ( t) ·

θ̂Tk － 1φ( 1)

θ̂Tk － 1φ( 2)


θ̂Tk － 1φ( t













)

－ Y1 ( t) －Ψ( t) ̂k















－ 1 ，( 138)

θ̂k = θ̂k － 1 + μk ( t) { ( ［ψ( 1) ̂k － 1，ψ( 2) ̂k － 1，…，

ψ( t) ̂k － 1］+ Y2 ( t) －

θ̂Tk －1Φ( t) ) ΦT( t) ［Φ( t) ΦT( t) ］－1} T ． ( 139)

将 Y1 ( t) ，Y2 ( t) ，Ψ( t) 和 Φ( t) 的定义式分别代入式

( 138) 和( 139) 可以得到

̂k = ̂k－1 － μk( t) ［ΨT( t) Ψ( t) ］－1∑
t

j =1
ψT( j) ［y( j) +

ψ( j) ̂k－1 － θ̂Tk－1φ( j) ］ =

̂k－1 － μk( t [) ∑
t

j =1
ψT( j)ψ( j ])

－1

∑
t

j =1
ψT( j) ［y( j) +

ψ( j) ̂k－1 － θ̂Tk－1φ( j) ］ =

［1 － μk( t) ］̂k－1 － μk( t [) ∑
t

j =1
ψT( j) ψ( j ])

－1

·

∑
t

j = 1
ψT ( j) ［y( j) － θ̂Tk－1φ( j) ］， ( 140)

θ̂k = θ̂k－1 + μk( t) ［Φ( t) ΦT( t) ］－1∑
t

j =1
φ( j) ［y( j) +

ψ( j) ̂k－1 － θ̂Tk－1φ( j) ］ = θ̂k－1 +

μk ( t [) ∑
t

j = 1
φ( j) φT ( j ])

－1

∑
t

j = 1
φ( j) ·

［y( j) + ψ( j) ̂k－1 － θ̂Tk－1φ( j) ］T =

［1 － μk( t) ］̂θk－1 + μk( t [) ∑
t

j =1
φ( j) φT( j ])

－1

·

∑
t

j = 1
φ( j) ［y( j) + ψ( j) ̂k－1］

T ． ( 142)

与递阶梯度迭代辨识算法类似，ψ( t) 中包含的

不可测噪声项 v( t － i) 用其第 k － 1 次迭代的估计值

v̂k － 1 ( t － i) 代替，取 μk ( t) = 1，可得多变量 CARMA-
like 系统的递阶最小二乘迭代辨识算法( Hierarchical
Least Squares based Iterative identification algorithm，

HLSI 算法) :

̂k [= － ∑
t

j = 1
ψ̂T

k ( j) ψ̂k ( j ])
－1

∑
t

j = 1
ψ̂T

k ( j) ［y( j) －

θ̂Tk－1φ( j) ］， ( 142)

θ̂k [= ∑
t

j = 1
φ( j) φT ( j ])

－1

∑
t

j = 1
φ( j) ［y( j) +

ψ̂k ( j) ̂k－1］
T， ( 143)

φ( t) =［uT( t －1) ，uT( t －2) ，…，uT( t －n) ］T，( 144)

ψ̂k ( t) =［y( t － 1) ，y( t － 2) ，…，y( t － n) ，

－ v̂k － 1 ( t － 1) ，－ v̂k － 1 ( t － 2) ，…，

－ v̂k － 1 ( t － nd ) ］， ( 145)

v̂k ( t) = y( t) + ψ̂k ( t) ̂k － θ̂
T
kφ( t) ． ( 146)

在计算参数估计时，可取这个算法中的 t = L，L 为数

据长度． 递阶最小二乘迭代算法( 142) —( 146) 的计

算步骤如下．
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1) 收集输入输出数据{ u( t) ，y( t) : t = 1，2，…，

L} ，L 为数据长度． 用式( 144 ) 构造 φ( t) ，给定小正

数 ．
2) 令 k = 1，置初值 0 = 1n + nd，θ

T
0 = 1m × ( nr) ，1n + nd

是元素全为 1 的( n + nd ) 维列向量，1m × ( nr) 是元素全

为 1 的 m × ( nr) 维矩阵，̂v0 ( t) 为随机向量．
3) 用式( 145) 构造 ψ̂k ( t) ．
4) 用 式 ( 142 ) 和 式 ( 143 ) 刷 新 参 数 估 计 ̂k

和 θ̂k ．
5) 用式( 146) 计算v̂k ( t) ．
6) 如果 ̂k 与 ̂k － 1，̂θk 与 θ̂k － 1很接近，满足

‖̂k － ̂k － 1‖ +‖θ̂k － θ̂k － 1‖≤
就结束计算，获得参数估计 ̂k 和 θ̂k，否则，k 增 1，转

到步骤 3．
HLSI 算法计算参数的流程如图 7 所示．

图 7 计算 HLSI 参数估计 ̂k 和 θ̂k 的流程

Fig．7 The flowchart of computing the HLSI estimates θ̂k and ̂k

7. 3 交互噪声干扰的情形

下面考虑 D( z) 多项式矩阵情形，重写交互噪声

干扰下的多变量 CARMA-like 模型( 116) 如下:

α( z) y( t) =Q( z) u( t) +D( z) v( t) ， ( 147)

式( 147) 中各变量的定义同上．
交互噪声干扰情形，即 D ( z) 为多项式矩阵情

形，推导递阶辨识方法的思路与系统( 117 ) 类似，只

是参数向量 、参数矩阵 θ、信息向量 φ( t) 和信息矩

阵 ψ( t) 需重新定义:

: =［α1，α2，…，αn］
T∈Rn，

θT: =［Q1，Q2，…，Qn，D1，D2，…，Dnd］∈Rm × ( nr +mnd) ，

φ( t) : =［uT ( t － 1) ，uT ( t － 2) ，…，uT ( t － n) ，

vT( t －1) ，vT( t －2) ，…，vT( t －nd) ］T∈R( nr +mnd) ，

ψ( t) : =［y( t －1) ，y( t －2) ，…，y( t －n) ］∈Rm ×n．
于是，从式( 147) 可以得到辨识模型:

y( t) +ψ( t)  = θTφ( t) + v( t) ． ( 148)

这个模型与辨识模型( 118) 类似，因此同样可以通过

定义两个中间向量，将模型( 148) 分解为两个虚拟子

系统，然后根据递阶辨识原理和梯度搜索原理，就可

以得到交互噪声干扰情形下的多变量系统的递阶迭

代辨识算法．
1) 递阶梯度迭代算法

̂k = ̂k－1 － μk ( t)∑
t

j = 1
ψT ( j) ［y( j) +

ψ( j) ̂k－1 － θ̂Tk－1 φ̂k ( j) ］， ( 149)

θ̂k = θ̂k－1 + μk ( t)∑
t

j = 1
φ̂k ( t) ［y( j) +

ψ( j) ̂k－1 － θ̂Tk－1 φ̂k ( j) ］T， ( 150)

φ̂k ( t) =［uT ( t － 1) ，uT ( t － 2) ，…，

uT ( t － n) ，̂vTk － 1 ( t － 1) ，

v̂Tk － 1 ( t － 2) ，…，̂vTk － 1 ( t － nd) ］T， ( 151)

ψ( t) =［y( t －1) ，y( t －2) ，…，y( t － n) ］，( 152)

v̂k ( t) = y( t) +ψ( t) ̂k － θ̂
T
k φ̂k ( t) ， ( 153)

μk( t) ≤ (2 ∑t
j =1

［‖ψ( j)‖2 +‖φ̂k( j)‖
2 )］

－1

． ( 154)

2) 递阶最小二乘迭代算法

̂k [= － ∑
t

j = 1
ψT ( j) ψ( j ])

－1

∑
t

j = 1
ψT ( j) ［y( j) －

θ̂Tk－1 φ̂k ( j) ］， ( 155)

θ̂k [= ∑
t

j = 1
φ̂( j) φ̂T ( j ])

－1

∑
t

j = 1
φ̂( j) ［y( j) +

ψk ( j) ̂k－1］， ( 156)

φ̂k ( t) =［uT ( t － 1) ，uT ( t － 2) ，…，

uT ( t － n) ，̂vTk － 1 ( t － 1) ，

v̂Tk － 1 ( t － 2) ，…，̂vTk － 1 ( t － nd) ］T， ( 157)

v̂k ( t) = y( t) +ψ( t) ̂k － θ̂
T
k φ̂k ( t) ， ( 158)

Φ̂k ( t) =［φ̂k ( 1) ，̂φk ( 2) ，…，̂φk ( t) ］． ( 159)

交互噪声干扰下的多变量 CARMA-like 系统的

递阶梯度迭代算法的计算步骤与流程图在此不再一

一列出．

8 结语

递阶辨识是基于辨识模型分解而发展起来的一
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种新型辨识方法，是为解决结构复杂、维数高、大规

模系统辨识问题提出的． 基本思想是通过对辨识模

型的分解，使得子辨识问题的规模变小，相对于原问

题要简单，从而减小辨识方法的计算量． 递阶辨识原

理也可以用于研究一般矩阵方程和耦合矩阵方程的

递阶梯度迭代求解方法和递阶最小二乘迭代求解方

法． 本文讨论了线性回归模型的两阶段递阶递推最

小二乘方法、递阶最小二乘辨识方法，讨论了多变量

CARMA-like 系统的递阶梯度迭代算法和递阶最小

二乘迭代算法． 递阶辨识原理可推广用于研究有色

噪声干扰的各类多变量系统、双线性参数系统、非线

性系统以及反馈非线性系统的辨识问题．
提出的基于递阶辨识原理的多变量系统递阶辨

识方法，解决了国际著名专家、加拿大的 Sinha and
Kwong 教 授 在《Automatica》( 1979 年，第 4 卷，第

471—475 页) 中提出的存在交互干扰噪声的耦合多

变量系统领域 30 多年的辨识难题． 本文讨论的递阶

辨识方法可以推广到其他多变量系统和类多变量系

统
［2］，以及非线性系统

［14，16］．
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identification principle and methods
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Abstract Hierarchical identification is an important branch of system identification． The hierarchical identification
principle is developed on the bisis of the“decomposition-coordination principle”in the hierarchical control for a
large-scale system． It is able to not only solve problems that the identification algorithms require heavy computational
burden for a lareg-scale systems with many parameters and high dimensions problem，but also solve identification
problems for bilinear-parameter systems，multi-linear-parameter systems and nonlinear systems with complex struc-
tures． In this paper，firstly we describe the hierarchical identification principle，the Jacobi iteration and Gauss-Seidel
iteration for linear systems with a set of equations AX = b，and give the family of iterative methods for linear equa-
tions; secondly，we study hierarchical least squares based and hierarchical gradient based iterative algorithms for
general matrix equations and coupled matrix equations in the light of the Jacobi iteration and the hierarchical identi-
fication principle; thirdly，we present a two-stage recursive least squares algorithm( i． e． ，a simple hierarchical least
squares algorithm) for equation error models and a hierarchical least squares identification algorithm for linear re-
gression models． Finally，the hierarchical identification methods are introdiced for multivariable CARMA-like sys-
tems using the hierarchical identification principle．
Key words iterative identification; recursive identification; parameter estimation; FIR model; equation error mod-
el; CAR model; CARMA model; CARAR model; CARARMA model; output error model; OEMA model; OEAR mod-
el; auxiliary model identification; multi-innovation identification; hierarchical identification; coupled identification
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