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一类偶数阶 Sturm-Liouvile 四点边值

问题多个正解的存在性
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摘要

讨论了一类偶数阶四点边值问题正

解的存在性，借助 Leggett-Williams 不动

点定理和不等式技巧，得到了该边值问

题至少存在三个和任意奇数个正解的充

分条件．
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0 引言

Ilin 等
［1］

首次开展了关于常微分方程多点边值问题的研究
［2］，此

后一些学者相继研究了各种类型的多点边值问题
［3-10］． 作为一类特殊

的多点边值问题，四点边值问题得到了广泛的关注
［2，10-14］，文献［2］研

究了如下二阶非线性常微分方程

x″( t) + h( t) f( t，x( t) ，x'( t) ) = 0，0 ≤ t≤ 1，

x'( 0) － ax( ξ) = 0， x'( 1) + bx( η) = 0{ ．
( 1)

作者不仅得到了一个正解的存在性，而且给出了充分的条件保证了

至少三个正解的存在性．
近年来，一些学者研究了一般的偶数阶常微分方程

［15-20］． 文献

［20］借助于 Leggett-Williams 不动点定理讨论了如下偶数阶 Sturm-Li-
ouvile 二点常微分方程边值问题:

( － 1) my ( 2m) ( t) = f( t，y) ， 0 ≤ t≤ 1，

αi +1y
( 2i) ( 0) － βi +1y

( 2i +1) ( 0) = 0，

γi +1y
( 2i) ( 1) + δi +1y

( 2i +1) ( 1) = 0， i = 0，1，…，m － 1
{

，

( 2)

并且建立了该问题存在三个及任意奇数个正解的充分条件．
受到以上文献的启发，本文将讨论如下的偶数阶四点边值问题:

( － 1) mu ( 2m) ( t) = g( t) f( t，u( t) ) ， 0 ≤ t≤ 1，

u ( 2i +1) ( 0) － αi +1u
( 2i) ( ξ) = 0，

u ( 2i +1) ( 1) + βi +1u
( 2i) ( η) = 0， i = 0，1，…，m － 1

{
．

( 3)

其中 0 ＜ αi ＜ 1 /ξ，0 ＜ ξ ＜ η ＜ 1，αiβiη － αiβiξ + αi + βi ＞ 0，i = 1，

2，…，m，g: ( 0，1) →［0，+ ∞ ) 在( 0，1) 上连续，且可能在 t = 0 或 t =
1 奇异，f: ［0，1］× ［0，+ ∞ ) →［0，+ ∞ ) 上连续．

本文利用 Leggett-Williams 不动点定理，建立了边值问题( 3) 至少

存在三个和任意奇数个正解的充分条件．

1 预备知识

为了证明主要结果，给出一些必要的预备知识．
定义 1 令 E = ( E，· ) 是一个 Banach 空间，KE 为非空凸

闭集，K 被称之为一个锥如果它满足以下两个条件:



1) u∈ K，τ≥ 0 有 τu∈ K;

2) u∈ K，－ u∈ K 有 u = 0．
定义 2 若映射 φ: K→［0，∞ ) 是连续的且对任

意 x，y∈ K，0 ＜ τ ＜ 1，φ( τx + ( 1 － τ) y) ≥ τφ( x) +
( 1 － τ) φ( y) ，则称 φ 是一个锥 K 上的非负连续凹

泛函．
由锥 K 及凹泛函 φ 的定义，本文引入下面的记

号． 令 0 ＜ a ＜ b，r ＞ 0，记 Kr = { u∈ K u ＜ r}
以及 K( φ，a，b) = { u∈ K a≤ φ( u) ， u ≤ b} ，

其中 u = max
0≤t≤1

u( t) ．

引理 1 ( Leggett-Williams 不动点定理) 设 T:

Kc → Kc 是全连续的且 φ 是 K 上的非负连续凹泛函，

满足φ( u) ≤ u ，u∈Kc． 又设存在常数0 ＜ d ＜
a ＜ b≤ c 使得下面的条件成立:

( C1) { u ∈ K( φ，a，b) φ( u) ＞ a} ≠ ，当

u∈K( φ，a，b) 时，有 φ( Tu) ＞ a;

( C2) 当 u ≤ d 时，有 Tu ＜ d;

( C3) 当 u ∈ K( φ，a，c) 且 Tu ＞ b 时，有

φ( Tu) ＞ a．
那么 T 至少存在三个不动点 u1，u2 和 u3 满足

u1 ＜ d，a ＜ φ( u2 ) ， u3 ＞ d 且 φ( u3 ) ＜ a．
引理 2［2］

令 0 ＜ αi ＜ 1 /ξ，0 ＜ βi ＜ 1 / ( 1 －
η) ，0 ＜ ξ ＜ η ＜ 1，则 σi = αiβiη － αiβiξ + αi + βi ＞
0，i = 1，2，…，m． 令 Gi ( t，s) 是如下二阶微分方程边

值问题

－ u″( t) = f( t) ， 0 ≤ t≤ 1，

u'( 0) － αiu( ξ) = 0， u'( 1) + βiu( η) ={ 0
的 Green 函数． 则

Gi ( t，s) =

G1i ( t，s) ， 0 ≤ s≤ min{ t，ξ} ≤ 1，

G2i ( t，s) ， 0 ≤ t≤ s≤ ξ，

G3i ( t，s) ， ξ≤ s≤ min{ t，η} ≤ 1，

G4i ( t，s) ， 0 ≤ max{ ξ，t} ≤ s≤ η，

G5i ( t，s) ， η≤ s≤ t≤ 1，

G6i ( t，s) ， 0 ≤ max{ η，t} ≤ s≤ 1















．
其中:

G1i ( t，s) = ( βiη + 1 － βi t) /σi，

G2i ( t，s) = ( βiη + 1 － βi s) /σi + ( s － t) ( αiβiξ －
αiβiη － αi ) /σi，

G3i ( t，s) = ( βiη + 1 － βi t) ( αi s + 1 － αiξ) /σi，

G4i ( t，s) = ( βiη + 1 － βi s) ( αi t + 1 － αiξ) /σi，

G5i ( t，s) = ( αi t + 1 － αiξ) /σi + ( s － t) ，

G6i ( t，s) = ( αi t + 1 － αiξ) /σi ．
设 H1 ( t，s) = G1 ( t，s) ，当 j = 2，3，…，m 时，

Hj ( t，s) = ∫
1

0
Hj－1 ( t，τ) Gj ( τ，s) dτ， 0 ＜ t，s ＜ 1，

则 Hm ( t，s) 是边值问题( 3 ) 的 Green 函数，且边值问

题( 3) 的唯一解为

u( t) = ∫
1

0
Hm ( t，s) g( s) f( s，u( s) ) ds．

引理 3［2］
令0 ＜ ξ ＜ η ＜ 1，0 ＜ αi ＜ 1 /ξ，0 ＜

βi ＜ 1 / ( 1 － η) ，则对 i = 1，2，…，m，有

( B1) Gi ( t，s) ≥ 0， t，s∈［0，1］; ( 4)

( B2) Gi ( t，s) ≤ Gi ( s，s) ， t，s∈［0，1］; ( 5)

( B3) γiGi ( s，s) ≤ min
ξ≤t≤η

Gi ( t，s) ． ( 6)

其中 γi = min 1
1 + βiη

， 1
1 + αi － αi

{ }ξ ∈ ( 0，1) ．

2 引理

引理 4 令0 ＜ αi ＜ 1 /ξ，0 ＜ βi ＜ 1 /1 － η，0 ＜

ξ ＜ η ＜ 1，则 σi = αiβiη － αiβiξ + αi + βi ＞ 0，i =
1，2，…，m，那么边值问题 ( 3) 的唯一解 u( t) 满足

min
ξ≤t≤η

u( t) ≥ M u ． 这里

M =
γ1， m = 1，

γm∏
m－1

j = 1

γ jBj

Aj
， m≥ 2{ ．

证明 首先运用数学归纳法证明两个不等式

( L1) 0≤ Hm ( t，s) ≤∏
m－1

j = 1
AjGm ( s，s) ， 0≤ t，s≤1，

( L2) Hm ( t，s) ≥ γm∏
m－1

j = 1
γ jBjGm ( s，s) ， ξ≤ t≤ η，

0 ≤s≤ 1．

其中 Ai = ∫
1

0
Gi ( τ，τ) dτ，Bi = ∫

η

ξ
Gi ( τ，τ) dτ，i = 1，2，

…，m． 由于( L2) 的证明方法和过程与( L1) 类似，只

证( L1) ． 不妨令m≥2，当m = 2 时，由不等式( 5) 得

到

0 ≤ H2 ( t，s) = ∫
1

0
G1 ( t，τ) G2 ( τ，s) dτ≤

∫
1

0
G1 ( τ，τ) G2 ( s，s) dτ = A1G2 ( s，s) ．

假设 m = n － 1 时不等式( L1) 成立，则当 m = n 时，

Hn ( t，s) = ∫
1

0
Hn－1 ( t，τ) Gn ( τ，s) dτ≤

∫
1

0
∏
n－2

j = 1
AjGn－1 ( τ，τ) Gn ( τ，s) dτ≤

∫
1

0
∏
n－2

j = 1
AjGn－1 ( τ，τ) Gn ( s，s) dτ =

∏
n－1

j = 1
AjGn ( s，s) ．
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( L1) 证毕．
以下证明本引理的结论． 利用引理 2，当 m = 1

时，由式( 5) 和( 6) 得

min
ξ≤t≤η

u( t) = min
ξ≤t≤η ∫

1

0
G1 ( t，s) g( s) f( s，u( s) ) ds≥

γ1 ∫
1

0
G1 ( s，s) g( s) f( s，u( s) ) ds≥

γ1 u = M u ．
当 m≥ 2 时，利用引理 2，由( L2) 和( L1) 得

min
ξ≤t≤η

u( t) = min
ξ≤t≤η ∫

1

0
Hm ( t，s) g( s) f( s，u( s) ) ds≥

∫
1

0
γm∏

m－1

j = 1
γ jBjGm ( s，s) g( s) f( s，u( s) ) ds≥

γm∏
m－1

j = 1
γ jBj ∫

1

0
Gm ( s，s) g( s) f( s，u( s) ) ds≥

γm∏
m－1

j =1
γjBj ∫

1

0
max
0≤t≤1

Hm( t，s)

∏
m－1

j =1
Aj

g( s) f( s，u( s) ) ds≥

γm∏
m－1

j = 1

γ jBj

Aj
u = M u ．

证毕．
下面作以下假设:

( A1) g: ( 0，1) →［0，∞ ) 连续，且 0 ＜ ∫
1

0
Gm ( s，

s) g( s) ds ＜ + ∞ ;

( A2) f: ［0，1］× ［0，∞ ) →［0，∞ ) 连续，定义

锥为

C+ ［0，1］ = { u∈ C［0，1］ u( t) ≥ 0，t∈［0，1］} ;

K = { u∈ C+ ［0，1］ min
ξ≤t≤η

u( t) ≥ M u } ，

定义算子为

Tu( t) = ∫
1

0
Hm ( t，s) g( s) f( s，u( s) ) ds，

定义常数为

C = min
ξ≤t≤η ∫

η

ξ
Hm ( t，s) g( s) ds，

D = max
0≤t≤1 ∫

1

0
Hm ( t，s) g( s) ds．

定义非负凹泛函为

φ: K→ R+ ，φ( u) = min
ξ≤t≤η

u( t) ．

引理 5 设 ( A1) ，( A2) 成立，则 T是全连续的，

且 T( K)  K，T 在 K 中的每一个不动点是边值问题

( 3) 的正解．
证明 由引理 4 知 T( K)  K，下面证明算子 T

是全连续的． 对 n≥ 2，定义 gn ( t) 为

gn ( t) =
inf

0≤s≤1 /n
g( s) ， 0 ≤ t≤ 1 /n，

g( t) ， 1 /n ＜ t ＜ 1 － ( 1 /n) ，

inf
1－ ( 1 /n) ≤s≤1

g( s) ，1 － ( 1 /n) ≤ t ＜
{

1

及 Tn : K→ K 为

Tnu( t) = ∫
1

0 ∫
1

0
Hm－1( t，τ) Gm( τ，s) gn( s) f( s，u( s) ) dsdτ．

显然对任意 n≥ 2，由 Ascoli-Arzela 定理
［22］

知 Tn 在

K 上是全连续的． 令 BR = { u∈ K u ≤ R} ，那么

当 n→ ∞ 时 Tn 在 BR 上一致收敛于 T． 事实上，设

GR = max{ f( t，u) 0 ≤ t≤ 1，0 ≤ u≤ R} ，

G = max{ Hm－1 ( τ，τ) 0 ≤ τ≤ 1} ，

那么 GR，G ＜ ∞ ． 因为0 ＜ ∫
1

0
Gm ( s，s) g( s) ds ＜ + ∞，

由积分的绝对连续性可得

lim
n→∞ ∫e( 1 /n)

Gm ( s，s) g( s) ds = 0．

这里 e( 1 /n) = ［0，1 /n］∪［1 － ( 1 /n) ，1］，所以对

任意 0 ≤ t≤ 1，固定的 R ＞ 0 及 u∈ BR，有

| Tnu( t) － Tu( t) | =

∫
1

0 ∫
1

0
Hm－1( t，τ) Gm( τ，s) ［g( s) － gn( s) ］f( s，u( s) ) dsdτ ≤

GGR ∫
1

0
Gm ( s，s) | g( s) － gn ( s) | ds≤

GGR ∫e( 1 /n)
Gm ( s，s) g( s) ds→ 0．

因此，当 n→ ∞ 时，全连续算子 Tn 在 K 的任意有界

域上一致收敛于 T，故 T 是全连续的，证毕．

3 主要结果

定理 1 假设条件( A1 ) ，( A2 ) 成立，且存在常

数 0 ＜ λ ＜ μ 使得下列条件成立:

( H1 ) 当 t ∈ ［0，1］，u( t) ∈ ［0，λ］ 时，f( t，

u( t) ) ＜ λ
D ;

( H2) 下列情形之一满足:

( H 21) lim sup
u→+∞

max
t∈［0，1］

f( t，u)
u ＜ 1

D ，

( H 22) 存在常数 θ ＞ υ = μ /M，使得当 t∈［0，

1］，u∈［0，θ］时，有 f( t，u) ≤ θ
D ;

( H3) 当 t∈［ξ，η］，u∈［μ，μ/M］时，有f( t，u) ≥ μ
Q ，

那么边值问题( 3) 至少存在三个正解 u1，u2 和 u3 满

足 u1 ＜ λ，μ ＜ min
ξ≤t≤η

u2 ( t) 和 u3 ＞ λ，

min
ξ≤t≤η

u3 ( t) ＜ μ．
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证明 根据前文给出的定义和引理，下面将验

证引理 1 的所有条件都成立． 首先证明由( H 22 ) 蕴

含存在常数 θ 使得 T: 珔Kθ → 珔Kθ ．
若( H 22) 成立，则u∈ 珔Kθ，有

Tu = max
t∈［0，1］ ∫

1

0
Hm ( t，s) g( s) f( s，u( s) ) ds ＜

θ
D max

t∈［0，1］ ∫
1

0
Hm ( t，s) g( s) ds = θ．

若( H 21) 成立，则存在 N ＞ 0 和 ε ＜ 1 /D 使得

u≥ N，t∈［0，1］，有
f( t，u( t) )

u ≤ ε．

记 L = max{ f( t，u) t∈［0，1］，u∈［0，N］} ，则

f( t，u) ≤ L + εu， u≥ 0． ( 8)

现在选取常数 θ 使

θ ＞ max LD
1 － εD

，{ }υ ， ( 9)

那么，对u∈ 珔Kθ ，由式( 8) 和( 9) 可得

Tu = max
t∈［0，1］ ∫

1

0
Hm ( t，s) g( s) f( s，u( s) ) ds≤

max
t∈［0，1］ ∫

1

0
Hm ( t，s) g( s) ( L + εu) ds≤

( L + εθ) max
t∈［0，1］ ∫

1

0
Hm ( t，s) g( s) ds =

( L + εθ) D ＜ θ．
因此( H2) 成立时，可以得到 T: 珔Kθ → 珔Kθ ．

同理，若取 u∈ 珔Kλ，则由( H1) 和以上类似的讨

论，可以得到 T: 珔Kλ → 珔Kλ，因此( C2) 成立．

以下验证条件 ( C1) 成立． 易见 u = μ + υ
2 是

K{ φ，μ，υ} 中的元素，且 φ( u) = φ μ + υ( )2
＞ μ，因此

{ u∈ K{ φ，μ，υ} φ( u) ＞ μ} ≠． 取 u∈ K{ φ，μ，

υ} ，则 μ ＜ min
ξ≤t≤η

u( t) ≤ u( t) ≤ υ，ξ≤ t≤ η．

继而由( H3) 得

φ( Tu) = min
ξ≤t≤η ∫

1

0
Hm ( t，s) g( s) f( s，u( s) ) ds ＞

min
ξ≤t≤η ∫

η

ξ
Hm ( t，s) g( s) f( s，u( s) ) ds≥

μ
Q min

ξ≤t≤η ∫
η

ξ
Hm ( t，s) g( s) ds = μ．

最后，验 证 ( C3) 成 立． 设 u ∈ K{ φ，μ，θ} ，

Tu ≥ υ，由( L2) 和( L1) 得

φ( Tu) = min
ξ≤t≤η ∫

1

0
Hm ( t，s) g( s) f( s，u( s) ) ds≥

γm∏
m－1

j = 1
γ jBj ∫

1

0
Gm ( s，s) g( s) f( s，u( s) ) ds≥

γm∏
m－1

j = 1
γ jBj ∫

1

0
max

t∈［0，1］

1

∏
m－1

j = 1
Aj

Hm ( t，s) g( s) f( s，u( s) ) ds =

M Tu ＞ Mυ = μ．
因此，引理 1 的所有条件都成立，应用引理 1 可

知定理 1 的结论成立，证毕．
由定理 1 可以看到，当形如 ( H1 ) —( H3 ) 的假

设适度地加之于 f，可以建立边值问题( 3 ) 存在更多

正解的充分性条件，具体地说，有下面的结论．
定理 2 设存在常数组 { λ i}

n
i = 1与{ μi}

n
i = 1，且

0 ＜ λ1 ＜ μ1 ＜
μ1

M ＜ λ2 ＜ μ2 ＜
μ2

M ＜ λ3 ＜ … ＜ λn，

n∈ N 使得下列条件成立:

( S1) 当 t∈［0，1］，u∈［0，λi］时，有 f( t，u( t) ) ＜
λ i

D ;

( S2) 当 t∈［ξ，η］，u ∈［μi，μi /M］时，有 f( t，

u( t) ) ＞
μi

Q ，

那么边值问题( 3) 至少存在 2n － 1 个正解．
证明 当 n = 1时，由定理1的证明及( S1) 可知

T: Kλ1 → Kλ1  Kλ1，又 T 是全连续的，则由 Schauder

不动点定理知 T 在Kλ1 中至少存在一个不动点 u1 ．
当 n = 2 时，由( S1) 和( S2) 知定理1 成立，故至

少可得到三个正解 u1，u2 和 u3 满足 u1 ＜ λ1，μ1 ＜
min
ξ≤t≤η

u2 ( t) 和 u3 ＞ λ1，min
ξ≤t≤η

u3 ( t) ＜ μ1 ．

一般情况利用数学归纳法加以证明，从略．
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The existence of multiple positive solutions for an even order
Sturm-Liouville boundary value problem

SHEN Zhimo1 XIAO Jianzhong1 CAO Yinfang1

1 College of Math ＆ Statistics，Nanjing University of Information Science ＆ Technology，Nanjing 210044

Abstract In this paper，we discuss the existence of positive solutions for an even order four point boundary value
problems． Sufficient conditions are obtained for the existence of three or arbitrary odd positive solutions of the
boundary value problem by using Leggett-Williams fixed point theorem and inequality techniques．
Key words positive solution; cone; fixed point theorem; boundary value problem
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