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一类三阶微分方程组边值问题特殊正解的存在性
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摘要

利用锥拉伸锥压缩不动点定理，研

究了微分方程组

－ u= f( t，u，v，w) ，
－ v= g( t，u，v，w) ，
－ w= h( t，u，v) ，
u( 0) = u'( 0) = u″( 1) = 0，
v( 0) = v'( 0) = v″( 1) = 0，
w( 0) = w'( 0) = w″( 1) =










0

边值问题在某些条件下特殊正解的存

在性．
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0 引言

二阶微分方程边值问题和二阶微分方程组边值问题正解的存在

性研究已有许多丰富的结果
［1-6］． 关于三阶微分方程边值问题正解的

存在性研究也有一些结果
［7-9］，但三阶微分方程组边值问题正解的存

在性研究较少． 本文利用锥拉伸锥压缩不动点定理，研究了下列三阶

微分方程组边值问题在满足某些条件下特殊正解的存在性．
－ u= f( t，u，v，w) ，

－ v= g( t，u，v，w) ，

－ w= h( t，u，v) ，

u( 0) = u'( 0) = u″( 1) = 0，

v( 0) = v'( 0) = v″( 1) = 0，

w( 0) = w'( 0) = w″( 1) = 0















．

( 1)

其中:

1) f，g∈C( ［0，1］×［0，+ ∞ ) ×［0，+ ∞ ) ×［0，+ ∞ ) ，( － ∞，

+ ∞ ) ) 且满足条件 f( t，u，u，w) = g( t，u，u，w) = a( t，w) b( u) ;

2) b∈C( ［0，+ ∞) ，［0，+ ∞ ) ) ，且当 u ＞ 0 时，b( u) ＞ 0;

3) a∈ C( ( 0，1) ×［0，+ ∞) ，［0，+ ∞ ) ) ，0 ＜ ∫
1

0
a( t，w) ＜ + ∞

并存在 c ∈ C( ［0，1］，［0，+ ∞ ) ) ，满足∫
1

0
c( s) ds ＞ 0，使得 c( t) ≤

a( t，w) ，( t，w) ∈［0，1］× ［0，+ ∞ ) ;

4) h∈C( ［0，1］×［0，+ ∞ ) ×［0，+ ∞ ) ，( － ∞，+ ∞ ) ) ，且当

u ＞ 0 时有 h( t，u，u) ＞ 0．

1 预备知识与引理

首先给出在本文中起关键作用的锥拉伸锥压缩不动点定理．
引理 1 设 B 是 Banach 空间，KB 是 B 中的锥，Ω1及 Ω2是 B 中

的开子集，0∈Ω1且珚Ω1Ω2，T: K∩( 珚Ω2 \Ω1 ) →K 是全连续算子． 如果

以下两条件之一成立:

1) Tu ≤ u ，u∈K∩Ω1 且 Tu ≥ u ，u∈K∩Ω2 ;

2) Tu ≥ u ，u∈K∩Ω1 且 Tu ≤ u ，u∈K∩Ω2 ．
那么 T 在 K∩( 珚Ω2 \Ω1 ) 中至少有一个不动点．

令 G( t，s) 是三阶微分方程 u( t) = F( t) 满足边值条件 u( 0 ) =



u'( 0) = u″( 1) = 0 的 Green 函数:

G( t，s) =

1
2 t2 － 1

2 ( t － s) 2 = ts － 1
2 s2， 0≤s≤t≤1;

1
2 t2， 0≤t≤s≤1{ ．

易见

G( t，s) ≥0， 0≤t，s≤1;

G( t，s) ＞ 0， 0 ＜ t，s≤1;

G( t，s) ≤G( 1，s) = s － 1
2 s2≤ 1

2 ， 0≤t，s≤1{ ．
( 2)

设 X = C［0，1］， u = max
t∈［0，1］

| u( t) |，此时，X 是

Banach 空间

P {= u∈X u( t) ≥0，t∈［0，1 }］ ．

由 ∫
1

0
c( s) ds ＞ 0 知: 存 在 α ∈ 0，( )1

2
，使 得

∫
1－α

α
c( s) ds ＞ 0． 定 义 {K = u ∈ P u( t) ≥ 0，

min
t∈［α，1－α］

u( t) ≥ α2

2 }u  P． 显见，K 是 X 中的锥． 记

Ωl {= u∈X u ＜ }l ，珚Ωl {= u∈X u ≤ }l ，

Ωl {= u∈X u = }l ．

定义积分算子 T: K→P:

T( u) ( t) = ∫
1

0
G( t，s) (a s，∫

1

0
G( s，x) h( x，u( x) ，

u( x) ) d )x b( u( s) ) ds．

引理 2 T( K) K．
证明 对任意的 u∈K，由不等式( 2) 有

T( u) ( t) = ∫
1

0
G( t，s) (a s，∫

1

0
G( s，x) h( x，u( x) ，

u( x) ) d )x b( u( s) ) ds≤

∫
1

0
G( 1，s) (a s，∫

1

0
G( s，x) h( x，u( x) ，

u( x) ) d )x b( u( s) ) ds． ( 3)

另外，对 前 面 给 定 的 α∈ 0，( )1
2 及t∈［α，

1 － α］，由 2s － s2≤1( 0 ＜ s≤1) ，有

G( t，s)
G(1，s) =

2ts －s2

2s －s2
，s≤t

t2

2s －s2
，t≤{ s

≥
2t －s
2 －s，s≤t

t2， t≤
{

s
≥

t
2 ，s≤t

t2，t≤
{

s
≥α2

2 ，

G( t，s) ≥α2

2 G( 1，s) ， α≤t≤1 － α， 0≤s≤1．

于是对任意 t∈［α，1 － α］，

T( u) ( t) = ∫
1

0
G( t，s) (a s，∫

1

0
G( s，x) h( x，u( x) ，

u( x) ) d )x b( u( s) ) ds≥

α2

2 ∫
1

0
G( 1，s) (a s，∫

1

0
G( s，x) h( x，u( x) ，

u( x) ) d )x b( u( s) ) ds． ( 4)

综合式( 3) 、( 4) 有:

min
t∈［α，1 － α］

T( u) ( t) ≥α2

2 T( u) ．

故 T( K) K．
引理 3 算子 T: K→K 是全连续的．
证明 显然算子 T: K→K 是连续的，且对任意

有界集 B，{ Tu( t) : u∈B} 是一致有界的．

T( u) ( t) = ∫
1

0
G( t，s) (a s，∫

1

0
G( s，x) h( x，u( x) ，

u( x) ) d )x b( u( s) ) ds．

( Tu) '( t) =

∫
t

0
(sa s，∫

1

0
G( s，x) h( x，u( x) ，u( x) ) d )x b( u( s) ) ds +

t ∫
1

t
(a s，∫

1

0
G( s，x) h( x，u( x) ，u( x) ) d )x b( u( s) ) ds≤

∫
1

0
(a s，∫

1

0
G( s，x) h( x，u( x) ，u( x) ) d )x b( u( s) ) ds≤

b( u) ∫
1

0
(a s，∫

1

0
G( s，x) h( x，u( x) ，u( x) ) d )x ds ＜ +∞．

由积分的绝对连续性知，对ε ＞ 0，δ ＞ 0，对

t1，t2∈［0，1］，当 | t1 － t2 | ＜ δ 时，对u∈B，有

( Tu) ( t1 ) － ( Tu) ( t2 ) = ∫
t2

t1

d
dtTu( t) dt ≤

∫
t2

t1
b( u) ∫

1

0
a s，∫

1

0
G( s，x) h( x，u( x) ，u( x) ) d )x dsd( t ＜ ε．

故 T( B) 是等度连续的．
因此 T: K→K 是全连续算子．

2 主要定理

定理 1 若函数 a 有界，且函数 b 满足下列两个

条件之一:

1) lim
u→ + ∞

b( u)
u = 0，lim

u→0 +

b( u)
u = + ∞ ;

2) lim
u→ + ∞

b( u)
u = + ∞，lim

u→0 +

b( u)
u = 0．

则边值问题( 1) 至少有一个正解( u* ，u* ，w* ) ，其中

w* ( t) = ∫
1

0
G( t，s) h( s，u* ( s) ，u* ( s) ) ds．
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证明 由 a( t，w) 的有界性知，M ＞ 1，使得对

( t，w) ∈( 0，1) ×［0，+ ∞ ) ，有 a( t，w) ≤M．

设条件 1) 成立，即 lim
u→ +∞

b( u)
u =0，lim

u→0 +

b( u)
u = +∞ ．

因为 lim
u→ + ∞

b( u)
u = 0，那么对 ε = 1

2M，存在 r ＞ 0，当 u≥

r 时，都有 b( u) ＜ u
2M．

由 b 的连续性知 b ( u) 在［0，r］上有界，即存在

N ＞ 0，使得对u∈［0，r］，都有 b( u) ≤N．
取 R = M ( r + N) ，对u∈［0，R］，当 0≤u≤r

时，有

a( t，w) b( u) ≤MN ＜ R ( 5)

关于( t，w) ∈( 0，1) ×［0，+ ∞ ) 一致成立; 当 r ＜ u≤
R 时，

a( t，w) b( u) ≤M u
2M = u

2 ＜ R ( 6)

关于( t，w) ∈( 0，1) ×［0，+ ∞ ) 一致成立．
由于 G( t，s) ≤1，所以对任意的 u∈K∩ΩR，由

式( 5) 、( 6) 得

T( u) ( t) = ∫
1

0
G( t，s) (a s，∫

1

0
G( s，x) h( x，u( x) ，

u( x) ) d )x b( u( s) ) ds．

所以对任意的 u∈K∩ΩR，都有 T( u) ＜ R = u ．

由 lim
u→0 +

b( u)
u = + ∞，对H ＞ 0，存在 δ ＞ 0 ( δ ＜

r) ，当 0 ＜ u ＜ 2δ 时，都有 b( u) ≥Hu．
对u∈K∩Ωδ，由于 c( t) ≤a( t，w) ，( t，w) ∈

［0，1］×［0，+ ∞ ) ，故对t∈［α，1 － α］，有

T( u) ( t) =

∫
1

0
G( t，s) (a s，∫

1

0
G( s，x) h( x，u( x) ，u( x) ) d )x b( u( s) ) ds≥

∫
1－α

α
G( t，s) (a s，∫

1

0
G( s，x) h( x，u( x) ，u( x) ) d )x b( u( s) ) ds≥

α2

2 ∫
1－α

α
G( 1，s) c( s) b( u( s) ) ds≥

α2

2 H ∫
1－α

α
G( 1，s) c( s) u( s) ds≥

α4

4 H u ∫
1－α

α
G( 1，s) c( s) ds．

取 H≥ 5

α4 ∫
1－α

α
G( 1，s) c( s) ds

，则对 u ∈ K ∩

Ωδ，都有 T( u) ( t) ＞ u ，t∈［α，1 － α］． 所以对

u∈K∩Ωδ，都有 T( u) ＞ u ．
由引理 1，T 在 K∩( 珚ΩR \Ωδ ) 中至少有一个不动

点 u* ． 令

w* ( t) = ∫
1

0
G( t，s) h( s，u* ( s) ，u* ( s) ) ds，

则

u* ( t) = ∫
1

0
G( t，s) a( s，w* ( s) ) b( u* ( s) ) ds =

∫
1

0
G( t，s) f( s，u* ( s) ，u* ( s) ，w* ( s) ) ds．

易验证 ( u* ，u* ，w* ) 是边值问题 ( 1 ) 的一个

正解．

如果 条 件 2 ) 成 立，即 lim
u→ + ∞

b( u)
u = + ∞，

lim
u→0 +

b( u)
u = 0． 由 lim

u→ + ∞

b( u)
u = + ∞，那么对任意的

H ＞ 0，存在 r ＞ 0，当 u≥r 时，都有 b( u) ＞ Hu． 取 R =
2r
α2，对任意的 u∈K∩ΩR，由于 c( t) ≤a( t，w) ，( t，

w) ∈［0，1］×［0，+ ∞ ) ，所以对t∈［α，1 － α］，有

T( u) ( t) =

∫
1

0
G( t，s) (a s，∫

1

0
G( s，x) h( x，u( x) ，u( x) ) d )x b( u( s) ) ds≥

∫
1－α

α
G( t，s) (a s，∫

1

0
G( s，x) h( x，u( x) ，u( x) ) d )x b( u( s) ) ds≥

α2

2 ∫
1－α

α
G( 1，s) c( s) b( u( s) ) ds≥

α2

2 H ∫
1－α

α
G( 1，s) c( s) u( s) ds≥

α4

4 H u ∫
1－α

α
G( 1，s) c( s) ds．

取 H≥ 5

α4 ∫
1－α

α
G( 1，s) c( s) ds

，则对 u ∈ K ∩

ΩR，都有 T( u) ( t) ＞ u ，t∈［α，1 － α］． 所以对

u∈K∩ΩR，都有 T( u) ＞ u ．

另外，由 lim
u→0+

b( u)
u = 0，取 ε = 1

2M，存在 δ ＞ 0，当

0 ＜ u ＜ 2δ 时，有 b( u) ＜ εu． 于是对u∈ K∩Ωδ

T( u) ( t) = ∫
1

0
G( t，s) (a s，∫

1

0
G( s，x) h( x，u( x) ，

u( x) ) d )x b( u( s) ) ds ＜ 1
2 ∫

1

0
u( s) ds≤ 1

2 u ．

所以，对u∈K∩Ωδ，都有 T( u) ＜ u ．
由引理 1，T 在 K∩( 珚ΩR \Ωδ ) 中至少有一个不动

点 u* ． 令

w* ( t) = ∫
1

0
G( t，s) h( s，u* ( s) ，u* ( s) ) ds，

则
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u* ( t) = ∫
1

0
G( t，s) a( s，w* ( s) ) b( u* ( s) ) ds =

∫
1

0
G( t，s) f( s，u* ( s) ，u* ( s) ，w* ( s) ) ds．

易验证 ( u* ，u* ，w* ) 是边值问题 ( 1 ) 的一个

正解．
定理 2 若二元函数 h ( t，u，u) 在［0，1］×［0，

+ ∞ ) 上有界，且函数 b 满足下列两个条件之一:

1) lim
u→ + ∞

b( u)
u = 0，lim

u→0 +

b( u)
u = + ∞ ;

2) lim
u→ + ∞

b( u)
u = + ∞，lim

u→0 +

b( u)
u = 0．

则边值问题( 1) 至少有一个正解( u* ，u* ，w* ) ，其中

w* ( t) = ∫
1

0
G( t，s) h( s，u* ( s) ，u* ( s) ) ds．

证明 由 h( t，u，u) 的有界性知，存在 L ＞ 0，使得

对( t，u) ∈［0，1］×［0，+ ∞ ) ，都有 h( t，u，u) ≤L．
又由二 元 函 数 a ( t，w ) 的 连 续 性 知 a ( t，w ) 在

( 0，1) ×［0，L］上有界，即存在常数 M ＞ 1，使得当

( t，w) ∈( 0，1) ×［0，L］有 a( t，w) ≤M，对任意的u∈
P，由于

∫
1

0
G( t，s) h( s，u( s) ，u( s) ) ds≤∫

1

0
h( s，u( s) ，u( s) ) ds≤ L，

所以 (a t，∫
1

0
G( t，s) h( s，u( s) ，u( s) ) d )s ≤M 一致成

立． 下面的证明基本上是重复定理 1 的证明过程，故

略证．

3 应用举例

例 1 考虑下列三阶微分方程组边值问题

－ u= ( 3u2 － v2 ) ln 1 + t + 1 + t
1 + w2 e

u －( )v ，

－ v= u( u + v) ln 1 + t + 1 + t
1 + w( )2 + ( u － v2 ) sin( u － v) ，

－ w= ( 1 + t2 ) ( u － v) + ( u + v) 2et，

u( 0) = u'( 0) = u″( 1) = 0，

v( 0) = v'( 0) = v″( 1) = 0，

w( 0) = w'( 0) = w″( 1) = 0

















．
由于函数

f( t，u，v，w) = ( 3u2 － v2 ) ln 1 + t + 1 + t
1 + w2 e

u －( )v ，

g( t，u，v，w) = u( u + v) ln 1 + t + 1 + t
1 + w( )2 +

( u － v2 ) sin( u － v) ，

h( t，u，v) = ( 1 + t2 ) ( u － v) + ( u + v) 2et

满足条件:

f( t，u，u，w) = g( t，u，u，w) = 2u2 ln 1 + t + 1 + t
1 + w( )2 ，

h( t，u，u) = 4u2et≥0．

而函数 a( t，w) = ln 1 + t + 1 + t
1 + w( )2 ，b( u) = 2u2

满足

定理 1 的条件 1) ，根据定理 1 知该三阶微分方程组

边值问题至少存在一个形如( u* ，u* ，w* ) 的正解．
例 2 考虑下列三阶微分方程组边值问题

－ u= (槡u +槡v) ［eu － v + ( u － v) ( u2 － v) + t( 1 +w) ］，

－ v= 槡u +槡v
1 + ( u － v) 2［1 + u － v + t( 1 + w) eu － v］，

－ w= t2 ( u2 － v2 ) euv + arctan( 1 + u + v2 ) ，

u( 0) = u'( 0) = u″( 1) = v( 0) = v'( 0) = v″( 1) =
w( 0) = w'( 0) = w″( 1)















= 0
由于函数

f( t，u，v，w) =

(槡u +槡v) ［eu － v + ( u － v) ( u2 － v) + t( 1 + w) ］，

g( t，u，v，w) =

槡u +槡v
1 + ( u － v) 2［1 + u － v + t( 1 + w) eu － v］，

h( t，u，v) = t2 ( u2 － v2 ) euv + arctan( 1 + u + v2 )

满足条件: h( t，u，u) = arctan( 1 + u + u2 ) 在［0，1］×
［0，+ ∞ ) 上有界，且

f( t，u，u，w) = g( t，u，u，w) = 2槡u［1 + t( 1 + w) ］．

其中函数 b( u) = 2槡u满足定理 2 的条件 2) ，根据定

理 2 知该三阶微分方程组边值问题至少存在一个形

如( u* ，u* ，w* ) 的正解．
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The existence of special positive solutions of a class of boundary
value problems for systems of third order differential equations

TANG Yulian1 XIA Dafeng1

1 College of Mathematics ＆ Statistics，Nanjing University of Information Science ＆ Technology，Nanjing 210044

Abstract This paper is concerned with the existence of special positive solutions of a class of boundary value prob-
lems for systems of third order differential equations:

－ u= f( t，u，v，w) ，

－ v= g( t，u，v，w) ，

－ w= h( t，u，v) ，

u( 0) = u'( 0) = u″( 1) = v( 0) = v'( 0) = v″( 1) = w( 0) = w'( 0) = w″( 1) =
{

0
under the suitable conditions，the existence of special positive solutions is established by using the Krasnonel'skii's
fixed point theorem．
Key words systems of third order differential equations; boundary value problems; positive solutions
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