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摘要

多新息辨识是系统辨识的一个重要

分支．新息是能够改善参数估计精度或
状态估计精度的有用信息．首先，详细讨
论了线性回归模型的各种多新息辨识方

法，包括多新息投影算法、多新息随机梯
度算法、多新息遗忘梯度算法、变递推间
隔多新息随机梯度算法、多新息最小二
乘辨识方法、变递推间隔多新息最小二
乘算法等; 然后，给出了方程误差类系
统、输出误差类系统、输入非线性系统的
随机梯度辨识算法、多新息随机梯度算
法和多新息最小二乘辨识算法;最后，简
单说明了多新息辨识理论可以发展到多

新息观测器和多新息卡尔曼滤波理论．
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0 引言

这是一个信息时代，是一个知识爆炸时代，归根结底是信息科学

和自动化科学高度发展的时代．控制论和控制科学给我们认识世界提
供了系统的方法论，给我们改造世界提供了最高效和最有力的手段．
控制科学跨越时空的伟大成就———自动化电子产品的问世、电子设备
计算能力和信息处理能力的提升、自动化设备和装备的出现，彻底改
变了我们的生活方式．新思想、新理论、新原理、新概念的诞生都是科
学史上的重要里程碑．就研究建立系统数学模型的理论与方法的系统
辨识而言，辅助模型辨识思想、多新息辨识理论、递阶辨识原理、耦合
辨识概念的诞生，有助于推动系统辨识学科的研究进程［1-6］．
动态系统的数学模型是控制科学的基础．系统辨识是使用观测信

息( 即系统的输入输出数据) 建立描述事物运动规律的数学模型． 典
型的随机梯度辨识方法、最小二乘辨识方法就是利用系统输入输出信
息计算模型的参数． 为了实时( real-time) 获得系统模型参数，提出了
递推辨识方法，它可以在线( on-line) 递推计算模型参数．它的基本思
想是当前时刻模型参数估计等于前一时刻参数估计加上增益向量与

新息( innovation) 的乘积进行校正，这样的递推计算方式可以提高计
算效率．所谓新息就是指能够改善参数估计精度或状态估计精度的有
用信息．
回顾辨识的发展史，自 1967 年国际自动控制联合会( IFAC，Inter-

national Federation of Automatic Control) 每 3 年组织一次“辨识与系统
参数估计”专题讨论会以来，系统辨识参数估计方法和各种辨识应用
软件工具得到长足发展，辨识方法的( 有界) 收敛性、收敛速率、估计
误差上界的研究也取得了丰富的成果．但是，诞生新辨识方法族的确
不多，可见提出新的辨识思想、辨识理论、辨识原理、辨识概念是极其
重要的．
近年来，本文作者等提出和创立了辅助模型辨识思想 ( auxiliary

model identification idea) ［7-11］、多新息辨识理论( multi-innovation identi-
fication theory ) ［12-14］、递阶辨识原理 ( hierarchical identification princi-
ple) ［15-18］、耦合辨识概念 ( coupled identification concept) ［19］和参数估
计误差界理论( parameter estimation error bound theory) ，发展了时不变
系统的鞅收敛定理( martingale convergence theorem) ，建立了研究时变
系统参数估计误差界的鞅超收敛定理( martingale hypercovergence the-



orem ) 等，进而提出和发展了辅助模型辨识方
法
［20-23］、多新息辨识方法［24-30］、递阶辨识方法［31-36］、
耦合辨识方法

［19］
以及现存方法和新提出方法在不

同条件下的性能分析等一系列研究成果，形成了一

套理论体系．这些方法与最小二乘法、卡尔曼滤波算
法、最小均方算法一样，可用于解决多种模型的参数
估计、自适应滤波和预测 ( adaptive filtering and pre-
diction) 、自适应信号处理( adaptive signal processing)
和构成自适应控制等问题．
本文作者拓展了新息辨识的概念，将标量新息

扩展到新息向量，将向量新息扩展到新息矩阵，从而

提出和建立了一种基于新息的辨识理论与方法，简

称为多新息辨识理论与方法．最近，作者的多新息随
机梯度型辨识方法和多新息最小二乘辨识方法 Reg-
ular Paper分别发表在控制领域国际期刊《Automati-
ca》2007 年第 1 期［12］和《IEEE Transactions on Sys-
tems，Man，and Cybernetics，Part B: Cybernetics》2010
年第 3 期［13］．
本文首先介绍用于线性回归模型的多新息辨识

理论，详细推导了多新息随机梯度辨识方法，介绍了

一些多新息梯度型辨识算法，推导了( 变递推间隔)

多新息最小二乘算法，给出了一些派生的多新息最

小二乘类辨识算法; 其次将多新息辨识理论用于有

色噪声干扰的方程误差类系统和输出误差类系统，

以及输入非线性系统的辨识，讨论了多新息随机梯

度算法和多新息最小二乘算法; 最后将多新息辨识

理论应用于观测器设计和卡尔曼滤波，提出了多新

息观测器和多新息卡尔曼滤波器．本文较长，为便于
阅读，特将本文框架结构列示如下．

0 引言
1 多新息辨识理论

1． 1 什么是多新息辨识方法?
1． 2 变递推间隔多新息辨识方法
1． 3 多新息辨识的相关成果

2 多新息随机梯度辨识方法( MISG)
3 多新息梯度型辨识算法( MIGT)
4 多新息最小二乘辨识方法( MILS)
5 变递推间隔多新息最小二乘辨识方法 ( V-

MILS)
6 多新息最小二乘类辨识算法( MILST)
7 方程误差类系统( EET)

7． 1 受控自回归系统( CAR)
7． 2 受控自回归滑动平均系统( CARMA)

7． 3 受控自回归自回归系统( CARAR)
7． 4 受控自回归自回归滑动平均系统
( CARARMA)

8 输出误差类系统( OET)
8． 1 输出误差系统( OE)
8． 2 输出误差滑动平均系统( OEMA)
8． 3 输出误差自回归系统( OEAR)
8． 4 Box-Jenkins系统( BJ)

9 输入非线性受控自回归自回归滑动平均系
统( IN-CARARMA)

10 多新息观测器和多新息卡尔曼滤波器( MI-
Observer and MI-KF)
10． 1 多新息观测器( MI-Observer)
10． 2 多新息卡尔曼滤波器( Multi-innova-

tion Kalman filter)
11 结语

1 多新息辨识理论

多新息辨识理论是本文作者 1994 年在其博士
论文《时变参数系统辨识及其应用》中提出的［37］，其
第 1 篇多新息辨识论文“时变系统辨识的多新息方
法”发表在《自动化学报》1996 年第 1 期上［24］，而另
一篇关于多新息辨识方法的 Regular paper“Perform-
ance analysis of multi-innovation gradient type identifi-
cation methods ( 多新息梯度型辨识方法: 多新息随
机梯度、多新息遗忘梯度算法的性能分析) ”发表在
控制界国际期刊《Automatica》2007 年第 1 期上［12］．
多新息辨识方法是受文献［38］算法间断迭代思想的
启发，最初用类比方法，直接给出了变递推间隔多新

息广义投影辨识算法的数学表达式
［24］．当时尚无法

给出详细的理论推导，后经过深入研究，从理论上详

细推导了多新息投影辨识算法、多新息随机梯度算
法、多新息最小二乘辨识算法、变递推间隔多新息最
小二乘算法等．这使得多新息辨识算法有了严密的
数学基础

［12，14，23，27，39］．本文研究多新息辨识理论与一
些多新息辨识方法．

1． 1 什么是多新息辨识方法?
在此文之前的连载论文讨论的一些辨识算法，

如最小二乘类和随机梯度类算法的一个共同特点:

都是利用单新息修正技术的单新息辨识方法( single
innovation identification method) ，即对于标量系统

y( t) = φT ( t) θ + v( t) ，
其中 y( t) ∈ R为输出，φ( t) ∈ Rn

为输入输出数据

2
丁锋．系统辨识( 6) :多新息辨识理论与方法．

DING Feng． System identification． Part F: Multi-innovation identification theory and methods．



构成的信息向量，θ ∈ Rn
为待辨识的参数向量，

v( t) ∈ R为零均值随机噪声． 估计上式参数向量 θ
的最小二乘辨识算法或随机梯度等辨识算法有下列

形式:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + L( t) e( t) ，
其中 L( t)∈Rn

为算法增益向量( gain vector) ，e( t) : =
y( t) － φT ( t) θ̂( t － 1) ∈R为标量新息( scalar innova-
tion) ，即单新息( single innovation) ．
这个算法可以这样描述: t时刻的参数估计向量

θ̂( t) 是用增益向量 L( t) 与标量新息 e( t) 的乘积，对
t － 1 时刻参数估计向量 θ̂( t － 1 ) 进行修正，即 θ̂( t)
是在 θ̂( t － 1 ) 的基础上加上增益向量 L ( t) 与新息
e( t) 的乘积． 这种方法也称为新息修正辨识方法或
新息辨识方法．
上述算法中新息 e( t) 是标量，我们把这个标量

新息加以推广，就导出了多新息辨识方法( multi-in-
novation identification method ) ［24］． 多新息辨识理论
( multi-innovation identification theory) 就是将单新息
修正技术加以推广，从新息修正角度提出多新息修

正技术辨识的概念，建立多新息修正辨识方法，简称

多新息辨识方法．
顾名思义，多新息算法就是将新息加以推广．对

标量系统而言，将算法中的标量新息 e( t) ∈R 推广
为新息向量 E ( p，t) ∈Rp，即多新息 ( multi-innova-
tion) ，为使矩阵乘法维数兼容，增益向量 L( t) ∈Rn

须推广为增益矩阵( gain matrix) Γ( p，t) ∈Rn × p，那么

多新息辨识算法可以写作

θ̂( t) = θ̂( t － 1) +Γ( p，t) E( p，t) ，
其中 Γ( p，t) ∈Rn × p

为增益矩阵( gain matrix) ，E( p，
t) ∈Rp
为新息向量( innovation vector) ，p≥1 为新息

长度( innovation length) ． 多新息辨识算法就是从这
里命名的．
多新息辨识算法 t时刻参数估计 θ̂( t) 是用增益

矩阵 Γ( p，t) 与新息向量 E( p，t) 的乘积对 t － 1 时刻
参数估计 θ̂( t － 1 ) 进行修正的． 我们把基于多新息
的辨识理论称为多新息辨识理论 ( multi-innovation
identification theory) ，把基于多新息的辨识方法称为
多新息辨识方法．

1． 2 变递推间隔多新息辨识方法
传统递推辨识方法( 如最小二乘算法) 的一个典

型特征是，参数估计每更新计算一次，即当 t = 1，2，
3，…都计算一次参数估计，亦即递推间隔( recursive
interval) 为 1． 这类辨识算法有一个最大缺点: 当系

统输入输出包含了不可信数据，即“坏数据”时，或某
些数据采集不到，即存在损失数据( missing-data) 时，
算法无法跳过这些数据点，以避开坏数据对参数估

计的影响．为此，我们提出了变递推间隔的递推辨识
算法，它与多新息辨识算法相结合，便导出本文要讨

论的变递推间隔多新息辨识算法． 多新息辨识方法
又可分为多新息最小二乘法、多新息随机梯度方法、
多新息投影算法等．
定义可得到的数据点序列( 正整数序列) :

1 = t0 ＜ t1 ＜ t2 ＜… ＜ ts － 1 ＜ ts ＜…， ( 1)
即所有 y( ts ) 和 φ( ts ) ，s = 1，2，…都可量测得到． 变
递推间隔多新息辨识算法 ( interval-varying multi-in-
novation identification algorithm) 是通过新息向量，即
多新息来进行修正的一种参数估计方法，后一时刻

的参数估计 θ̂( ts ) 是在 θ̂( ts － 1 ) 的基础上依靠增益矩
阵 Γ( p，ts ) ∈Rn × p

与新息向量 ( 多新息) E ( p，ts ) ∈
Rp
的乘积来修正的，亦即

θ̂( ts ) = θ̂( ts － 1 ) +Γ( p，ts ) E( p，ts ) ，
其中 ts 为计算参数估计的时间点，t

*
s : = ts － ts － 1≥1，

s = 1，2，3，…为递推间隔．
传统辨识方法是变递推间隔多新息辨识方法的

一个特例．例如，当 t*s ≡1 和 p = 1 时，我们就得到传
统辨识方法;当 p = 1 时，就得到变递推间隔辨识方
法;当 t*s ≡1 时，就得到多新息辨识方法．
由于变递推间隔多新息辨识方法引入了新息长

度参量，采用了间断迭代、变递推间隔方式，使得其
具有克服坏数据对参数估计的影响，可以提高参数

估计精度，在处理损失数据系统 ( missing-data sys-
tem) 以及不规则采样系统 ( irregularly sampled-data
systems) ［10］的辨识问题上具有独到的特点．

1． 3 多新息辨识的相关成果
多新息辨识已经成为一个崭新的辨识领域，多

新息辨识理论也可以用于研究各种模型的辨识问

题．例如:
1) 多新息随机梯度辨识算法、多新息遗忘梯度
辨识算法的性能分析

［12］;

2) 输出误差滑动平均模型的辅助模型多新息
增广随机梯度辨识方法

［29］;

3) 基于辅助模型的多输入单输出系统多新息
最小二乘辨识方法

［23］;

4) 多输入多输出系统多新息随机梯度辨识算
法的一致收敛性

［39］;

5) 多率多输入系统多新息随机梯度辨识算法
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及其收敛性
［40］;

6) Box-Jenkins 模型的基于辅助模型的多新息
广义增广随机梯度算法

［41］;

7) 基于前向神经网络的多新息随机梯度辨识
算法
［42］;

8) 随机系统多新息辨识在衰减激励条件下的
性能分析

［43］;

9) 时变多变量系统多新息投影算法的均方收
敛性
［26］;

10) 多新息随机梯度辨识方法［27］;
11) 衰减激励条件下确定性系统多新息算法的
收敛性分析

［25］;

12) 时变系统辨识的多新息方法［24］;
13) 基于辅助模型的输出误差系统多新息随机
梯度算法及其收敛性

［44］;

14) 基于辅助模型的多输入单输出系统多新息
随机梯度辨识方法

［45］;

15) 非均匀采样数据系统的辅助模型多新息广
义增广随机梯度算法

［41，46］;

16) 多变量输入非线性系统的辅助模型多新息
随机梯度辨识算法

［47］;

17) 基于辅助模型的多率多输入系统多新息随
机梯度参数估计

［48］;

18) 多新息随机梯度型辨识方法与多新息最小
二乘类辨识方法

［49］．

2 多新息随机梯度辨识方法(MISG)

最小二乘辨识算法有快的收敛速度，但计算量

大，因为需要计算协方差阵．随机梯度算法的计算量
小，但收敛速度慢．为了改进随机梯度辨识方法的收
敛速度，可引入新息长度，从而导出多新息随机梯度

算法．多新息随机梯度算法( MISG) 就是在随机梯度
算法( SG) 与最小二乘算法( LS) 的收敛速度和计算
量之间找到折中．本节利用多新息理论，通过引入新
息长度，研究线性回归模型的多新息随机梯度算法，

以及派生的多新息遗忘梯度算法、多新息投影算法、
多新息广义投影算法等．
本节主要内容引自《Automatica》2007 年第 1 期

上论文“Performance analysis of multi-innovation gradi-
ent type identification methods”［12］．
考虑下列线性回归模型 ( linear regression mod-

el) 的辨识问题:
y( t) = φT ( t) θ + v( t) ， ( 2)

其中 y( t) ∈R为输出，φ( t) ∈Rn
为输入输出数据构

成的回归信息向量，θ∈Rn
为待辨识的参数向量，

v( t) ∈R为零均值随机噪声．
辨识系统( 2) 参数向量 θ的随机梯度算法( SG)

如下．

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + φ( t)r( t) e( t) ， ( 3)

e( t) = y( t) － φT ( t) θ̂( t － 1) ， ( 4)
r( t) = r( t － 1) +‖φ( t) ‖2， r( 0) = 1． ( 5)
众所周知，随机梯度算法的收敛性慢，为了提高

参数估计收敛速度，将标量新息 e( t) ∈R 扩展为新
息向量

［12］:

E( p，t) =

e( t)
e( t － 1)


e( t － p + 1











)

∈Rp，

其中正整数 p表征新息长度，且
e( t － i) = y( t － i) － φT ( t － i) θ̂( t － i － 1) ．
一般情况下，人们总是认为( t － 1 ) 时刻的参数

估计值 θ̂( t － 1) 比之前 t － i 时刻( i = 2，3，4，…，p －
1) 的估计值 θ̂( t － i) 更接近真参数向量 θ． 因此，为
简化，新息向量可以合理取为

E( p，t) =
y( t) － φT ( t) θ̂( t － 1)

y( t － 1) － φT ( t － 1) θ̂( t － 1)


y( t － p + 1) － φT ( t － p + 1) θ̂( t － 1











)

∈Rp ． ( 6)

定义信息矩阵Φ( p，t) 和堆积输出向量 Y( p，t) 为
Φ( p，t) =［φ( t) ，φ( t － 1) ，…，φ( t － p + 1) ］∈Rn × p，

Y( p，t) =［y( t) ，y( t － 1) ，…，y( t － p + 1) ］T∈Rp ．
那么新息向量可以表述成

E( p，t) = Y( p，t) －ΦT ( p，t) θ̂( t － 1) ．
因为 E( 1，t) = e( t) ，Φ( 1，t) = φ( t) ，Y( 1，t) = y( t) ，
所以随机梯度算法( 3) 可以等价为

θ̂( t) = θ̂( t －1) +Φ( 1，t)r( t) ［Y( 1，t) －Φ
T( 1，t) θ̂( t －1) ］．

这就是新息长度为 1 的“多”新息随机梯度算法． 把
上式 Φ( 1，t) 和 Y( 1，t) 中的“1”换为 p，就得到新息
长度为 p的多新息随机梯度算法:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) +Φ( p，t)r( t) E( p，t) ．

线性回归模型( 2) 的多新息随机梯度算法( MI-
SG，Multi-Innovation Stochastic Gradient algorithm) 的
基本方程为

4
丁锋．系统辨识( 6) :多新息辨识理论与方法．

DING Feng． System identification． Part F: Multi-innovation identification theory and methods．



θ̂( t) = θ̂( t － 1) +Φ( p，t)r( t) E( p，t) ， ( 7)

E( p，t) = Y( p，t) －ΦT ( p，t) θ̂( t － 1) ， ( 8)
r( t) = r( t － 1) +‖Φ( p，t) ‖2， r( 0) = 1，( 9)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t － p +1) ］T，( 10)
Φ( p，t) =［φ( t) ，φ( t －1) ，…，φ( t － p +1) ］． ( 11)

由于这个算法里 E( p，t) ∈Rp
是一个新息向量，即多

新息，又是从随机梯度算法派生出来的，这就是多新

息随机梯度算法名称的来历． 当 p = 1 时，多新息随
机梯度算法就退化为随机梯度算法．
为方便起见，设 t 为当前时刻，我们把 y ( t) 和

φ( t) 称为当前数据，y( t － i) 和 φ( t － i) ( t = 1，2，…)
称为过去数据．式( 6) 新息向量 E( p，t) 第 1 元为当
前新息，其余为过去新息．
与随机梯度算法相比，多新息随机梯度算法有

下列优点
［12］．

1) 在每步递推计算参数估计时，随机梯度算法
( 3) —( 5) 只使用了当前数据y( t) 和 φ( t) ，以及当前
新息;而多新息随机梯度算法 ( 7 ) —( 11 ) 不仅使用
了当前数据和新息，而且使用了过去数据{ y( t － i) ，
φ( t － i) : i = 1，2，…，p － 1} 和新息．这是潜在改善算
法收敛性的原因．

2) 多新息随机梯度辨识算法重复使用了系统
数据:在时刻 t，MISG 算法使用的数据为{ y ( t － i) ，
φ( t － i) : i = 0，1，…，p － 1} ;而在时刻 t + 1，MISG 算
法使用的数据为{ y( t + 1 － i) ，φ( t + 1 － i) : i = 0，1，
…，p － 1} ．因此，在两次相邻时刻递推计算参数估计
时，重复利用的数据为{ y ( t － i) ，φ( t － i) : i = 0，1，
…，p － 2} ．这是多新息随机梯度算法改善参数估计
精度原因．

3) 在相同数据长度下，增加 p 能减小参数估计
误差．换句话说，大 p导致高精度的参数估计，因此，
新息长度 p的引入能改善参数估计精度．然而，MISG
算法比 SG算法计算量有所增加，这种增加的计算量
是可容忍的，是计算机完全可以胜任的．
下面给出派生的几个典型多新息梯度型辨识

算法．
1) 多新息随机梯度算法
为了进一步加快随机梯度算法的收敛速度，可

将式( 9) 修改为 r( t) = r( t － 1) +‖φ( t) ‖2 ．修改后
的算法也称为多新息随机梯度算法 ( MISG 算
法) ［12］:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) +Φ( p，t)r( t) E( p，t) ， ( 12)

E( p，t) = Y( p，t) －ΦT ( p，t) θ̂( t － 1) ， ( 13)
r( t) = r( t － 1) +‖φ( t) ‖2， r( 0) = 1， ( 14)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t － p +1) ］T，( 15)
Φ( p，t) =［φ( t) ，φ( t －1) ，…，φ( t － p +1) ］． ( 16)
2) 多新息遗忘梯度算法
在式( 9) 或( 14) 中引入遗忘因子 λ，可得到多新

息遗忘因子随机梯度算法，简称多新息遗忘梯度算

法 ( MIFG，Multi-Innovation Forgetting Gradient algo-
rithm) ( MIFG算法) ［12］:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) +Φ( p，t)r( t) E( p，t) ， ( 17)

E( p，t) = Y( p，t) －ΦT ( p，t) θ̂( t － 1) ， ( 18)
r( t) = λr( t － 1) +‖φ( t) ‖2，

0 ＜ λ ＜ 1， r( 0) = 1， ( 19)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t － p +1) ］T，( 20)
Φ( p，t) =［φ( t) ，φ( t －1) ，…，φ( t － p +1) ］． ( 21)
3) 多新息投影算法
比较随机梯度算法与投影算法的差别，直接用

‖Φ( p，t) ‖2
代替式( 7) 中 r( t) ，或将式( 9) 修改为

r( t) =‖Φ( p，t) ‖2，就得到多新息投影算法 ( MI-
Proj，Multi-Innovation Projection algorithm) ［12］:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + Φ( p，t)
‖Φ( p，t) ‖2E( p，t) ， ( 22)

E( p，t) = Y( p，t) －ΦT ( p，t) θ̂( t － 1) ， ( 23)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t － p +1) ］T，( 24)
Φ( p，t) =［φ( t) ，φ( t －1) ，…，φ( t － p +1) ］． ( 25)
从下节可知，这是一个简化多新息投影算法．
4) 多新息广义投影算法

如果取 r( t) = ∑
q－1

i = 0
‖Φ( p，t － i) ‖2，或直接取

r( t) =‖Φ( q，t) ‖2 ( q 为记忆长度) ，就得到多新息
广义投影算法 ( MIGP，Multi-Innovation Generalized
Projection algorithm) :

θ̂( t) = θ̂( t － 1) +Φ( p，t)r( t) E( p，t) ， ( 26)

E( p，t) = Y( p，t) －ΦT ( p，t) θ̂( t － 1) ， ( 27)
r( t) =‖Φ( q，t) ‖2， q≥p， ( 28)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t － p +1) ］T，( 29)
Φ( p，t) =［φ( t) ，φ( t －1) ，…，φ( t － p +1) ］． ( 30)
当然，我们还可以得到带遗忘因子的广义投影

算法等．多新息辨识算法的初值选择类似其他递推
算法，可取为 θ̂( 0) = 1n / p0，p0 = 10

6 ．
MISG算法( 12) —( 16) 随 t增加，计算参数估计

向量 θ̂( t) 的步骤如下．

5
学报:自然科学版，2012，4( 1) : 1-28

Journal of Nanjing University of Information Science and Technology: Natural Science Edition，2012，4( 1) : 1-28



① 令 t = 1: θ̂( 0 ) = 1n / p0，r( 0 ) = 1，p0 = 10
6，1n

是一个元均为 1 的 n维列向量．
② 采集输入输出数据 u ( t) 和 y ( t) ，由式( 15 )

构造堆积输出向量 Y( p，t) ，由式( 16) 构造信息矩阵
Φ( p，t) ．

③ 由式( 13) 计算新息向量 E( p，t) ，由式( 14 )
计算 r( t) ．

④ 根据式( 12) 刷新参数估计向量 θ̂( t) ．
⑤ t增 1，转到第 2 步．
MISG 算法计算参数估计 θ̂ ( t) 的流程如图 1

所示．

图 1 MISG算法计算参数估计 θ̂( t) 的流程
Fig． 1 The flowchart of computing the parameter

estimate θ̂( t) in the MISG algorithm

仿真试验如下．
例 1 考虑下列仿真对象［12］:

A( z) y( t) = B( z) u( t) + v( t) ，
A( z) = 1 + a1 z

－ 1 + a2 z
－ 2 = 1 － 1. 35z － 1 + 0. 75z － 2，

B( z) = b1 z
－ 1 + b2 z

－ 2 = 0. 214z － 1 + 0. 428z － 2，

其中 u( t) 和 y( t) 分别是系统输入和输出，z － 1
为单位

后移算子［z － 1y( t) = y( t － 1) ］．定义
θ: =［a1，a2，b1，b2］

T =［－1. 35，0. 75，0. 214，0. 428］T，

φ( t) : =［－ y( t －1) ，－ y( t －2) ，u( t －1) ，u( t －2) ］T，
那么这个系统可以写成式( 2) 的形式．
仿真时，输入{ u( t) }采用零均值、单位方差的不

相关持续激励信号系列，{ v( t) }采用零均值、方差为
σ2 = 0. 502

的白噪声序列，系统的噪信比 ( noise-to-
signal ratio ) 为 δns = 82. 17% ． 应用随机梯度算法
( 3) —( 5) ( 即在 MISG 算法中取 p = 1 ) 和多新息随
机梯度算法( 12) —( 16) ( 新息长度 p = 2，3，5，8) 估
计这个系统的参数，SG参数估计和不同新息长度下

的 MISG参数估计及其误差如表 1—2，参数估计误
差 δ =‖θ̂( t) － θ‖ /‖θ‖随 t 变化曲线如图 2 所
示．为与递推最小二乘算法( RLS) 比较，图 2 画出了
递推最小二乘算法( RLS) 参数估计误差曲线( 最下
面一条曲线) ，RLS参数估计及其误差如表 3 所示．
从表 1—3 和图 2，我们能看出: MISG 估计( p≥

2) 比 SG估计有更高的精度; 随着新息长度 p 增加，
MISG算法给出的参数估计误差越来越小，并随着数
据长度 t 增加而趋于零． 随着新息长度增加，MISG
估计越来越接近 RLS估计．

Matlab程序如下．
把下列程序写到MISG_SG_RLS_ex1． m文件中，

依次运行 p = 1，2，3，5 和 p = 8，可得到上述例子的仿
真结果( 参数估计表和误差曲线图) ．
1 % *
2 % Filename: MISG － SG － RLS － ex1． m for the MISG，SG，RLS

algorithms *
3 % The ARX models: A( z) y( t) = B( z) u( t) + v( t) *
4 % The noise variance sigma^2 = 0. 50^2 *
5 % The MISG algorithm with the innovation length p = 1，2，3，

5 and 8 *
6 % *
7 clear; clf; format short g
8 M = ＇The SG or MISG algorithm for ARX models＇
9 sigma = 0. 5; % The noise variance sigma^2 = 0. 50^2
10 FF = 1; % The forgetting factor \ lambda
11 p = 1; % The innovation length p = 1，2，3，5 and 8
12
13 PlotLength = 3000; length1 = PlotLength + 100;
14 na = 2; nb = 2; n = na + nb;
15 a =［1，－ 1. 35，0. 75］; b =［0，0. 214，0. 428］; d = 1;
16 par0 =［a( 2: na + 1) ，b( 2: nb + 1) ］＇;
17 p0 = 1e6; P = eye( n) * p0; r = 1;
18 par1 = ones( n，1) /p0; parLS = par1;
19 %———Compute the noise － to － signal ratio
20 sy = f － integral( a，b) ; sv = f － integral( a，d) ;
21 delta － ns = sqrt( sv /sy) * 100* sigma;
22 ［sy，sv，delta － ns］
23 %———Generate the input － output data
24 rand( 'state'，1) ; randn( 'state'，0) ;
25 % u = ( rand ( length1，1 ) － 0. 5 ) * sqrt ( 12 ) ; % v = randn
( length1，1) ;

26 u = idinput( length1，'rgs'，［0，1］，［－ 1，1］) ;
27 v = idinput( length1，'rgs'，［0，1］，［－ 1，1］) * sigma;
28 y = ones( n，1) /p0;
29 for t = n + 1: length1
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30 y( t) = par0'* ［－ y( t － 1: － 1: t － na) ; u( t － 1: － 1: t
－ nb) ］+ v( t) ;

31 end
32 %—Identification
33 jj = 0; j1 = 0;
34 for t = 10* n: length1，
35 jj = jj + 1;
36 varphi =［－ y ( t － 1: － 1: t － na) ; u ( t － 1: － 1: t －

nb) ］;
37 Phi = varphi; Y = y( t: － 1: t － p + 1) ;
38 for i = 1: p － 1
39 Phi =［Phi，［－ y( t － 1 － i: － 1: t － na － i) ; u( t － 1 －

i: － 1: t － nb － i) ］］;
40 end
41 %———Compute the SG or MISG parameter estimates
42 r = FF* r + varphi'* varphi;
43 par1 = par1 + Phi* ( Y － Phi'* par1) / r;
44 delta = norm( par1 － par0 ) /norm( par0 ) ; % The SG or

MISG errors
45 %———Compute the RLS parameter estimates
46 L1 = P* varphi / ( 1 + varphi'* P* varphi) ;
47 P = P － L1* ( varphi'* P) ;
48 parLS = parLS + L1* ( y( t) － varphi'* parLS) ;
49 deltaLS = norm ( parLS － par0 ) /norm ( par0 ) ; % The

RLS error
50
51 ls( jj，: ) =［jj，par1'，delta］;
52 lsLS( jj，: ) =［jj，parLS'，deltaLS］;
53 if ( jj = = 100) | ( jj = = 200) | ( jj = = 500) | ( mod( jj，

1000) = = 0)
54 j1 = j1 + 1;
55 ls － 100( j1，: ) =［jj，par1'，delta* 100］;
56 lsLS － 100( j1，: ) =［jj，parLS'，deltaLS* 100］;
57 end
58 if jj = = PlotLength
59 break;
60 end
61 end
62 ls － 100( j1 + 1，: ) =［0，par0'，0］;
63 lsLS － 100( j1 + 1，: ) =［0，par0'，0］;
64
65 fprintf( '\n $ \ \ lambda = % 5. 2f $ ，( $ \ \ sigma － ^2 = %

5. 2f^2 $ ，$ \ \delta － { \ \ns} = %6. 2f% s'，…
66 FF，sigma，delta － ns，'\% $ ) ') ;
67 fprintf( '\n $ t $ $ a － 1 $ $ a － 2 $ $ b － 1 $ $ b － 2
$ % s'，…

68 ' $ \delta \ ( \% ) \ \ $ \ \ \hline') ;
69 fprintf( '\nThe innovation length $ p = % d $ ，$ \ \ lambda

= %6. 2f $ '，p，FF) ;
70 fprintf( '\n%5d %10. 5f %10. 5f %10. 5f %10. 5f %10. 5f

\ \ \ \ '，ls － 100') ;
71
72 fprintf( '\n The RLS estimates') ;
73 fprintf( '\n%5d %10. 5f %10. 5f %10. 5f %10. 5f %10. 5f

\ \ \ \ '，lsLS － 100') ;
74
75 figure( 1) ; k0 = 12;
76 jk = ( k0: 1: PlotLength － 1) ';
77 plot( ls( jk，1) ，ls( jk，n + 2) ，'m'，lsLS( jk，1) ，lsLS( jk，n +

2) ，'b')
78 xlabel( '\ it t') ; ylabel( '{ \ it \delta} ')
79
80 if p = = 1 % Collect for plotting the error curves
81 data1 =［ls( : ，1) ，ls( : ，n + 2) ］;
82 save data1 data1
83 elseif p = = 2
84 load data1
85 data2 =［data1，ls( : ，n + 2) ］;
86 save data2 data2
87 elseif p = = 3
88 load data2
89 data3 =［data2，ls( : ，n + 2) ］;
90 save data3 data3
91 elseif p = = 5
92 load data3
93 data4 =［data3，ls( : ，n + 2) ］;
94 save data4 data4
95 elseif p = = 8
96 load data4
97 z0 =［data4，ls( : ，n + 2) ］;
98 jk = ( k0: 10: PlotLength － 1) ';
99 jkx = z0( jk，1) ; figure( 2) ;
100 plot( jkx，z0 ( jk，2 ) ，'b'，jkx，z0 ( jk，3 ) ，'k'，jkx，z0 ( jk，

4) ，'b'，…
101 jkx，z0( jk，5) ，'k'，jkx，z0 ( jk，6 ) ，'b'，jkx，lsLS ( jk，n +

2) ，'k')
102 axis( ［0，PlotLength，0，0. 63］)
103 text( 1000，z0( 1000，2 ) + 0. 02，'{ SG ( MISG，\ itp} =

1) ')
104 text( 1000，z0( 1000，3) + 0. 02，'{ MISG，\ itp} = 2')
105 text( 1000，z0( 1000，4) + 0. 02，'{ MISG，\ itp} = 3')
106 text( 1000，z0( 1000，5) + 0. 02，'{ MISG，\ itp} = 5')
107 text( 1000，z0( 1000，6) + 0. 02，'{ MISG，\ itp} = 8')
108 text( 10，0. 015，'{ RLS} ')
109 end
110 xlabel( '\ it t') ; ylabel( '{ \ it \delta} ')
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表 1 例 1 参数的 SG估计及其误差(σ2 = 0. 502)

Table 1 The SG estimates and errors of Example 1 (σ2 = 0. 502)

t a1 a2 b1 b2 δ /%
100 － 0. 764 72 0. 161 51 0. 241 23 0. 405 23 51. 382 41
200 － 0. 807 79 0. 215 29 0. 236 77 0. 418 75 47. 124 95
500 － 0. 840 15 0. 263 87 0. 230 90 0. 428 06 43. 584 17

1 000 － 0. 871 17 0. 287 36 0. 232 24 0. 436 10 41. 200 02
2 000 － 0. 899 37 0. 316 52 0. 233 88 0. 446 22 38. 710 31
3 000 － 0. 920 76 0. 332 38 0. 233 51 0. 450 96 37. 088 14

真值 － 1. 350 00 0. 750 00 0. 214 00 0. 428 00

表 2 例 1 参数的MISG估计及其误差(σ2 = 0. 502)

Table 2 The MISG estimates and errors of Example 1(σ2 = 0. 502)

p t a1 a2 b1 b2 δ /%

2

100 － 0. 935 49 0. 315 84 0. 245 71 0. 524 37 37. 653 67

200 － 0. 987 00 0. 394 83 0. 240 08 0. 525 30 32. 023 70

500 － 1. 023 05 0. 457 32 0. 230 33 0. 515 89 27. 698 62

1 000 － 1. 062 38 0. 479 97 0. 231 08 0. 512 14 24. 972 33

2 000 － 1. 090 87 0. 511 27 0. 231 48 0. 510 85 22. 412 88

3 000 － 1. 116 73 0. 527 70 0. 229 83 0. 510 78 20. 600 53

3

100 － 1. 020 81 0. 401 74 0. 454 30 0. 575 02 34. 382 30

200 － 1. 083 86 0. 492 41 0. 405 48 0. 556 21 26. 980 62

500 － 1. 118 02 0. 559 79 0. 349 42 0. 528 66 21. 288 62

1 000 － 1. 159 47 0. 575 21 0. 323 77 0. 516 04 18. 207 22

2 000 － 1. 182 60 0. 602 57 0. 301 58 0. 505 97 15. 586 72

3 000 － 1. 208 90 0. 617 71 0. 289 90 0. 503 33 13. 669 72

5

100 － 1. 103 87 0. 496 17 0. 452 60 0. 536 75 27. 226 14

200 － 1. 177 00 0. 603 29 0. 384 09 0. 508 68 18. 232 38

500 － 1. 212 96 0. 660 78 0. 311 10 0. 478 44 12. 169 75

1 000 － 1. 257 24 0. 662 72 0. 281 58 0. 467 72 9. 250 15

2 000 － 1. 269 23 0. 683 09 0. 261 80 0. 461 50 7. 424 32

3 000 － 1. 293 84 0. 697 09 0. 250 68 0. 462 43 5. 697 01

8

100 － 1. 171 87 0. 564 54 0. 368 26 0. 461 07 18. 659 96

200 － 1. 243 07 0. 688 07 0. 316 09 0. 445 57 9. 973 42

500 － 1. 277 80 0. 720 21 0. 256 64 0. 433 97 5. 516 40

1 000 － 1. 316 36 0. 711 71 0. 238 14 0. 432 80 3. 500 99

2 000 － 1. 315 18 0. 721 87 0. 232 12 0. 435 92 3. 026 75

3 000 － 1. 336 56 0. 737 53 0. 224 01 0. 442 22 1. 562 84

真值 － 1. 350 00 0. 750 00 0. 214 00 0. 428 00

表 3 例 1 参数的 RLS估计及其误差(σ2 = 0. 502)

Table 3 The RLS estimates and errors of Example 1(σ2 = 0. 502)

t a1 a2 b1 b2 δ /%
100 － 1. 338 64 0. 699 60 0. 235 81 0. 373 16 4. 851 74
200 － 1. 349 79 0. 746 26 0. 255 88 0. 390 62 3. 479 77
500 － 1. 329 66 0. 752 81 0. 226 35 0. 403 22 2. 131 94

1 000 － 1. 336 02 0. 748 65 0. 221 12 0. 413 58 1. 320 70
2 000 － 1. 326 07 0. 741 30 0. 223 13 0. 425 84 1. 678 29
3 000 － 1. 349 12 0. 757 48 0. 216 20 0. 431 59 0. 533 41

真值 － 1. 350 00 0. 750 00 0. 214 00 0. 428 00
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图 2 例 1 参数估计误差 δ随 t变化曲线( σ2 = 0. 502 )

F ig． 2 The parameter estimation errors δ versus t ( σ2 = 0. 502 )

下面利用最速下降法或梯度搜索原理推导多新

息辨识方法．
1) 多新息投影算法
在多新息随机梯度算法中，我们考虑了从 t －

p + 1 到 t 的长度为 p 的数据窗里共 p 组数据，定义
了堆积输出向量( stacked output vector) Y( p，t) 和堆
积信息矩阵 ( stacked information matrix ) Φ ( p，t )
如下:

Y( p，t) : =

y( t)
y( t － 1)


y( t － p + 1











)

∈Rp，

ΦT ( p，t) : =

φT ( t)
φT ( t － 1)


φT ( t － p + 1











)

∈Rp × n ．

如果再定义堆积噪声向量 ( stacked noise vec-
tor) :

V( p，t) : =

v( t)
v( t － 1)


v( t － p + 1











)

∈Rp，

则由式( 2) 可得到矩阵方程:
Y( p，t) =ΦT ( p，t) θ + V( p，t) ． ( 31)

这就是多新息方法的辨识模型( identification model) ．
设准则函数为

J( θ) : =‖V( p，t)‖2 =‖Y( p，t) －ΦT( p，t) θ‖2 ． ( 32)
这是一个有限数据窗准则函数． 假设步长为 μt，求

J( θ) 最小值的梯度迭代算法可表示为

θ̂( t) = θ̂( t － 1) －
μt

2 grad［J( θ̂( t － 1) ) ］=

θ̂( t －1) +μtΦ( p，t) ［Y( p，t) －Φ
T( p，t) θ̂( t －1) ］． ( 33)

定义新息向量:

E( p，t) : = Y( p，t) －ΦT ( p，t) θ̂( t － 1) ∈Rp，

则有

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + μtΦ( p，t) E( p，t) ． ( 34)
下面求最佳步长 μt ． 将 θ = θ̂ ( t) 代入式 ( 32 )

可得

g( μt ) : = J( θ̂( t) ) =
‖Y( p，t) －ΦT( p，t) ［̂θ( t －1) +μtΦ( p，t) E( p，t) ］‖

2 =
‖［I － μtΦ

T ( p，t) Φ( p，t) ］E( p，t) ‖2 =
ET ( p，t) ［I － μtΦ

T ( p，t) Φ( p，t) ］2E( p，t) =
ET ( p，t) ［I － 2μtΦ

T ( p，t) Φ( p，t) +
μ2

tΦ
T ( p，t) Φ( p，t) ΦT ( p，t) Φ( p，t) ］E( p，t) =

‖E( p，t) ‖2 － 2μt‖Φ( p，t) E( p，t) ‖
2 +

μ2
t‖Φ

T ( p，t) Φ( p，t) E( p，t) ‖2 ．
极小化 g( μt ) ，令 g'( μt ) = 0，即

－ 2‖Φ( p，t) E( p，t) ‖2 +
2μt‖Φ

T ( p，t) Φ( p，t) E( p，t) ‖2 = 0．
由此可求得最佳步长为

μt =
‖Φ( p，t) E( p，t) ‖2

‖ΦT ( p，t) Φ( p，t) E( p，t) ‖2 =

ET( p，t) ΦT( p，t) Φ( p，t) E( p，t)
ET( p，t) ΦT( p，t) Φ( p，t) ΦT( p，t) Φ( p，t) E( p，t)

． ( 35)

将式( 35) 代入( 34 ) 即得多新息投影辨识算法( MI-
Proj，Multi-Innovation Projection identification algo-
rithm) ［14］:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + μtΦ( p，t) E( p，t) ， ( 36)

μt =
‖Φ( p，t) E( p，t) ‖2

‖ΦT ( p，t) Φ( p，t) E( p，t) ‖2， ( 37)

E( p，t) = Y( p，t) －ΦT ( p，t) θ̂( t － 1) ， ( 38)
Φ( p，t) =［φ( t) ，φ( t －1) ，…，φ( t －p +1) ］， ( 39)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T． ( 40)
如果式( 37) 的分母为零，就令 θ̂( t) = θ̂( t － 1) ．

因为收敛因子 μt 的计算比较复杂，故对其进行简

化．由于对于任意实向量 x 和非负定对称矩阵 Q，下
式成立．

xTQx≤λmax［Q］x
Tx≤‖Q‖xTx．

于是，收敛因子可以保守取为

μt =
1

λmax［Φ( p，t) Φ
T ( p，t) ］

．

因为计算矩阵的迹( trace) 比计算特征值简单，
所以收敛因子可以更保守取为

μt =
1

‖Φ( p，t) ‖2 ．
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如果取上式 μt 作为收敛因子，就得到简化多新

息投影算法( 22) —( 25) ．
由式( 36) 与( 38) 可得
θ̂( t) =

θ̂( t － 1) + μtΦ( p，t) ［Y( p，t) －Φ
T ( p，t) θ̂( t － 1) ］=

［I －μtΦ( p，t) Φ
T( p，t) ］̂θ( t －1) +μtΦ( p，t) Y( p，t) ．

如果 μtΦ( p，t) Φ
T ( p，t) 的特征值大于 2，̂θ( t) 就不可

能收敛．
2) 变递推间隔多新息投影算法
在实际问题中，可能发生数据丢失的情况．也就

是说，对每一个 t，y ( t) 和 φ( t) 不可能总是可得到．
为了处理数据丢失情况，定义一个整数序列{ ts，s =
0，1，2，…}满足

0 = t0 ＜ t1 ＜ t2 ＜ t3 ＜… ＜ ts － 1 ＜ ts ＜…，
且 t*s : = ts － ts － 1≥1． 假设当 t = ts ( s = 1，2，…) 时，
y( t) 和 φ( t) 都可得到，即对任意 s = 1，2，3，…，y( ts )
和 φ( ts ) 都可得到． 用 ts 代替式( 31 ) 中 t，可得一类
损失数据系统 ( missing-data system ) 的辨识模型
( identification model) :

Y( p，ts ) =Φ
T ( p，ts ) θ + V( p，ts ) ． ( 41)

定义准则函数( criterion function) :
J( θ) =‖Y( p，ts ) －Φ

T ( p，ts ) θ‖
2 ． ( 42)

设收敛因子或迭代步长为 μts，采用与上类似的推导

方法，可得变递推间隔多新息投影辨识算法( V-MI-
Proj，interval-Varying Multi-Innovation Projection iden-
tification algorithm) ［13-14］:

θ̂( ts ) = θ̂( ts － 1 ) + μtsΦ( p，ts ) E( p，ts ) ，
s = 0，1，2，…， ( 43)

θ̂( t) = θ̂( ts ) ， t∈Ts : = { ts，ts +1，…，ts +1 －1}，( 44)

μts =
‖Φ( p，ts ) E( p，ts ) ‖

2

‖ΦT ( p，ts ) Φ( p，ts ) E( p，ts ) ‖
2， ( 45)

E( p，ts ) = Y( p，ts ) －Φ
T ( p，ts ) θ̂( ts － 1 ) ， ( 46)

Φ( p，ts ) =［φ( ts ) ，φ( ts － 1) ，…，
φ( ts － p + 1) ］， ( 47)

Y( p，ts ) =［y( ts ) ，y( ts －1) ，…，y( ts －p +1) ］
T，( 48)

0 = t0 ＜ t1 ＜ t2 ＜…， 1≤t*s : = ts － ts － 1 ． ( 49)
变递推间隔多新息辨识算法也可以这样理解:

实际中一些系统的控制周期与参数估计刷新周期不

相同． 在这种情形下，t*s 可认为是控制周期，但是在
这一个周期 t*s 内，每 t*s /N( N 为一正整数) 都可获
得一组可用的数据信息，可利用其中 p 组数据所包
含的信息进行参数辨识，即用这些信息产生的新息

向量 E( p，ts ) 来对 θ̂( ts － 1 ) 进行修正，多新息( 修正)

算法就是因此而得名．这里 E( p，ts ) 的每一元都是新
息，与新息的定义相吻合，易于理解． 当 t*s = p = 1
时，多新息算法就是常规的单新息修正算法( 投影算

法) ．式( 44) 表示在数据丢失的区间，保持参数估计
不变．
同样，我们有简化的变递推间隔多新息投影辨

识算法( V-MI-Proj) :

θ̂( ts ) = θ̂( ts － 1 ) +
Φ( p，ts )

‖Φ( p，ts ) ‖
2E( p，ts ) ，

s = 0，1，2，…， ( 50)
θ̂( t) = θ̂( ts ) ， t∈Ts = { ts，ts +1，…，ts +1 －1}，( 51)
E( p，ts ) = Y( p，ts ) －Φ

T ( p，ts ) θ̂( ts － 1 ) ， ( 52)
Φ( p，ts ) =［φ( ts ) ，φ( ts － 1) ，…，

φ( ts － p + 1) ］， ( 53)
Y( p，ts ) =［y( ts ) ，y( ts － 1) ，…，

y( ts － p + 1) ］T， ( 54)
0 = t0 ＜ t1 ＜ t2 ＜…， 1≤t*s = ts － ts － 1 ． ( 55)
为了防止式( 50) 右边第 2 项分母为零，解决的

方法之一是: 当‖Φ ( p，ts ) ‖
2 = 0 时，令 θ̂ ( ts ) =

θ̂( ts － 1 ) ，或者在式( 50) 右边第 2 项分母上加上一个
正常数，将式( 50) 修改为

θ̂( ts ) = θ̂( ts － 1 ) +
Φ( p，ts )

1 +‖Φ( p，ts ) ‖
2［Y( p，ts ) －

ΦT ( p，ts ) θ̂( ts － 1) ］．
3) 变递推间隔多新息广义投影算法
变递推间隔多新息投影辨识算法 ( 50 ) —( 55 )

可以推广为变递推间隔多新息广义投影辨识算法

( V-MIGP，interval-Varying Multi-Innovation General-
ized Projection identification algorithm) ［11，24］:

θ̂( ts ) = θ̂( ts － 1 ) +
Φ( p，ts )
r( q，ts )
［Y( p，ts ) －

ΦT ( p，ts ) θ̂( ts － 1 ) ］， s = 0，1，2，… ( 56)
θ̂( t) = θ̂( ts ) ， t∈Ts = { ts，ts +1，…，ts +1 －1}，( 57)
r( q，ts ) = tr［Φ( q，ts ) Φ

T ( q，ts ) ］， q≥p，( 58)
Φ( p，ts ) =［φ( ts ) ，φ( ts － 1) ，…，

φ( ts － p + 1) ］， ( 59)
Y( p，ts ) =［y( ts ) ，y( ts － 1) ，…，

y( ts － p + 1) ］T， ( 60)
0 = t0 ＜ t1 ＜ t2 ＜…， 1≤t*s = ts － ts － 1 ． ( 61)
4) 变递推间隔多新息随机梯度算法
进一步可推广为变递推间隔多新息随机梯度算

法( V-MISG，interval-Varying Multi-Innovation Stochas-
tic Gradient identification algorithm ) ( V-MISG 算
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法) ［11，24］:

θ̂( ts ) = θ̂( ts － 1 ) +
Φ( p，ts )
r( ts )
［Y( p，ts ) －

ΦT ( p，ts ) θ̂( ts － 1 ) ］， s = 0，1，2，… ( 62)
θ̂( t) = θ̂( ts ) ， t∈Ts = { ts，ts +1，…，ts +1 －1}，( 63)

r( ts ) = ‖Φ( s，ts )‖
2 =∑

s－1

i =0
‖φ( ts － i)‖2，( 64)

Φ( p，ts ) =［φ( ts ) ，φ( ts － 1) ，…，
φ( ts － p + 1) ］， ( 65)

Y( p，ts ) =［y( ts ) ，y( ts － 1) ，…，
y( ts － p + 1) ］T， ( 66)

0 = t0 ＜ t1 ＜ t2 ＜…， 1≤t*s = ts － ts － 1 ． ( 67)

3 多新息梯度型辨识算法(MIGT)

多新息辨识算法派生出如下一些算法．
1) 多新息广义投影算法
当递推间隔 t*s ≡1 时，从 V-MIGP 算法 ( 56 ) —

( 61) 得到多新息广义投影辨识算法( MIGP，Multi-In-
novation Generalized Projection identification algo-
rithm) :

θ̂( t) = θ̂( t － 1) +Φ( p，t)r( q，t) ［Y( p，t) －

ΦT ( p，t) θ̂( t － 1) ］， ( 68)
r( q，t) = tr［Φ( q，t) ΦT ( q，t) ］， q≥p， ( 69)
Φ( p，t) =［φ( t) ，φ( t －1) ，…，φ( t －p +1) ］， ( 70)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t － p +1) ］T． ( 71)

当记忆长度 q = p 时，MIGP 算法退化为多新息投影
辨识算法( MI-Proj，Multi-Innovation Projection identi-
fication algorithm) ．

2) 多新息随机梯度算法
当递推间隔 t*s ≡1 时，从 V-MISG 算法 ( 62 ) —

( 67) 得到多新息随机梯度辨识算法 ( MISG，Multi-
Innovation Stochastic Gradient identification algorithm)
( MISG算法) :

θ̂( t) = θ̂( t － 1) +Φ( p，t)r( t) ［Y( p，t) －

ΦT ( p，t) θ̂( t － 1) ］， ( 72)

r( t) = ∑
t －1

i = 0
‖φ( t － i) ‖2 =

r( t － 1) + ‖φ( t) ‖2， r( 0) = 1，( 73)
Φ( p，t) =［φ( t) ，φ( t －1) ，…，φ( t －p +1) ］， ( 74)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T． ( 75)
3) 变递推间隔广义投影算法
当新息长度 p = 1 时，从 V-MIGP 算法 ( 56 ) —

( 61) 得到变递推间隔广义投影辨识算法 ( V-GP，
interval-Varying Generalized Projection identification
algorithm) :

θ̂( ts ) = θ̂( ts － 1 ) +
φ( ts )
r( q，ts )
［y( ts ) － φ

T ( ts ) θ̂( ts － 1 ) ］， ( 76)

θ̂( t) = θ̂( ts ) ， t∈Ts = { ts，ts +1，…，ts +1 －1}，( 77)

r( q，ts ) = ∑
q－1

i = 0
‖φ( ts － i) ‖2， q≥ 1， ( 78)

0 = t0 ＜ t1 ＜ t2 ＜ …， 1≤ t*s = ts － ts－1． ( 79)
当记忆长度 q = p = 1 时，V-GP 算法退化为变递推间
隔投影辨识算法 ( V-Proj: interval-Varying Projection
identification algorithm) ．

4) 变递推间隔随机梯度算法
当新息长度 p = 1 时，从 V-MISG 算法 ( 62 ) —

( 67) 得到变递推间隔随机梯度辨识算法 ( V-SG，in-
terval-Varying Stochastic Gradient identification algo-
rithm) ( V-SG算法) :

θ̂( ts ) = θ̂( ts － 1 ) +
φ( ts )
r( ts )
［y( ts ) － φ

T ( ts ) θ̂( ts － 1 ) ］， ( 80)

θ̂( t) = θ̂( ts ) ， t∈Ts = { ts，ts +1，…，ts +1 －1}，( 81)

r( ts ) = ∑
s－1

i = 0
‖φ( ts － i) ‖2， q≥ 1， ( 82)

0 = t0 ＜ t1 ＜ t2 ＜…， 1≤t*s = ts － ts － 1 ． ( 83)
5) 等递推间隔广义投影算法
当递推间隔 t*s ≡d，p = 1 时，从 V-MIGP 算法

( 56) —( 61) 得到等递推间隔广义投影辨识算法( E-
GP，interval-Equating Generalized Projection identifica-
tion algorithm) :

θ̂( t) = θ̂( t － d) + φ( t)
r( q，t)［y( t) －φ

T( t) θ̂( t － d) ］，( 84)

r( q，t) = ∑
q－1

i = 0
‖φ( t － i) ‖2， q≥ 1． ( 85)

或

θ̂( id) = θ̂( ( i － 1) d) + φ( id)
r( q，id) ［y( id) －

φT ( id) θ̂( ( i － 1) d) ］， ( 86)
θ̂( t) = θ̂( ( i － 1) d) ， t∈Ti =
{ ( i － 1) d，( i － 1) d + 1，…，id － 1} ， ( 87)

r( q，id) = ∑
q－1

j = 0
‖φ( id － j) ‖2， q≥ 1． ( 88)

当记忆长度 q = p = 1 时，E-GP 算法退化为等递
推间隔投影辨识算法 ( E-Proj，interval-Equating Pro-
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jection identification algorithm) ．
6) 等递推间隔随机梯度算法
当递推间隔 t*s ≡d，p = 1 时，从 V-MISG 算法

( 62) —( 67) 得到等递推间隔随机梯度辨识算法( E-
SG，interval-Equating Stochastic Gradient identification
algorithm) ( E-SG算法) :

θ̂( t) = θ̂( t － d) +
φ( t)
r( t) ［y( t) － φ

T ( t) θ̂( t － d) ］， ( 89)

r( t) = ∑
t －1

i = 0
‖φ( t － i) ‖2 =

r( t － 1) + ‖φ( t) ‖2， r( 0) = 1． ( 90)
7) 等递推间隔多新息广义投影算法
当递推间隔 t*s ≡d ( s = 1，2，…) 时，从 V-MIGP

算法( 56) —( 61 ) 得到等递推间隔多新息广义投影
辨识算法( E-MIGP，interval-Equating Multi-Innovation
Generalized Projection identification algorithm) :

θ̂( t) = θ̂( t － d) +Φ( p，t)r( q，t) ［Y( p，t) －

ΦT ( p，t) θ̂( t － d) ］， ( 91)
r( q，t) = tr［Φ( q，t) ΦT ( q，t) ］ =

∑
q－1

i = 0
‖φ( t － i) ‖2， q≥ p， ( 92)

Φ( p，t) =［φ( t) ，φ( t －1) ，…，φ( t － p +1) ］，( 93)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t － p +1) ］T． ( 94)

或

θ̂( id) = θ̂( ( i － 1) d) +Φ( p，id)r( q，id) ［Y( p，id) －

ΦT ( p，id) θ̂( ( i － 1) d) ］， ( 95)
θ̂( t) = θ̂( ( i － 1) d) ， t∈Ti =
{ ( i － 1) d，( i － 1) d + 1，…，id － 1} ， ( 96)

Φ( p，id) =［φ( id) ，φ( id － 1) ，…，
φ( id － p + 1) ］， ( 97)

r( q，id) = tr［Φ( q，id) ΦT ( q，id) ］， q≥p，( 98)
Y( p，id) =［y( id) ，y( id － 1) ，…，

y( id － p + 1) ］T ． ( 99)
当记忆长度 q = p 时，E-MIGP 算法退化为等递

推间隔多新息投影辨识算法 ( E-MI-Proj，interval-
Equating Multi-Innovation Projection identification algo-
rithm) ．

8) 等递推间隔多新息随机梯度算法
当递推间隔 t*s ≡d 时，从 V-MISG 算法 ( 62 ) —

( 67) 得到等递推间隔多新息随机梯度辨识算法( E-
MISG，interval-Equating Multi-Innovation Stochastic

Gradient identification algorithm) ( E-MISG算法) :

θ̂( t) = θ̂( t － d) +Φ( p，t)r( t) ［Y( p，t) －

ΦT ( p，t) θ̂( t － d) ］， ( 100)
r( t) = r( t － 1) +‖φ( t) ‖2， r( 0) = 1，( 101)
Φ( p，t) =［φ( t) ，φ( t －1) ，…，φ( t －p +1) ］，( 102)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T． ( 103)
9) 多新息遗忘梯度算法
在 MISG算法中引入遗忘因子 λ，得到多新息遗

忘因子随机梯度辨识算法 ( MI-FFSG，Multi-Innova-
tion Forgetting Factor Stochastic Gradient identification
algorithm) ( MI-FFSG 算法) 简称为多新息遗忘梯度
辨识算法( MIFG，Multi-Innovation Forgetting Gradient
identification algorithm) ( MIFG算法) :

θ̂( t) = θ̂( t － 1) +Φ( p，t)r( t) ［Y( p，t) －

ΦT ( p，t) θ̂( t － 1) ］， ( 104)
r( t) = λr( t － 1) +‖φ( t) ‖2，

0 ＜ λ≤1，r( 0) = 1， ( 105)
Φ( p，t) =［φ( t) ，φ( t －1) ，…，φ( t －p +1) ］，( 106)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T． ( 107)
10) 等递推间隔多新息遗忘梯度算法
在 E-MISG算法中引入遗忘因子 λ，得到等递推

间隔多新息遗忘梯度辨识算法 ( E-MIFG，interval-
Equating Multi-Innovation Forgetting factor stochastic
Gradient identification algorithm) ( E-MIFG算法) :

θ̂( t) = θ̂( t － d) +Φ( p，t)r( t) ［Y( p，t) －

ΦT ( p，t) θ̂( t － d) ］， ( 108)
r( t) = λr( t － 1) +‖φ( t) ‖2，

0≤λ≤1， r( 0) = 1， ( 109)
Φ( p，t) =［φ( t) ，φ( t －1) ，…，φ( t －p +1) ］，( 110)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T． ( 111)
此外，当递推间隔 t*s = 1，新息长度 p = 1 时，V-

MIGP算法退化为广义投影辨识算法( GP) ，V-MISG
算法退化为随机梯度辨识算法 ( SG) ．

4 多新息最小二乘辨识方法(MILS)

考虑下列线性回归模型描述的标量系统

y( t) = φT ( t) θ + v( t) ， ( 112)
其中 y( t) ∈R 为系统输出，θ∈Rn

为待辨识的参数

向量，φ( t) ∈Rn
是由系统输入 u( t) ∈R和输出y( t)

构成的回归信息向量，v( t) ∈R为零均值随机噪声．
辨识的目标是: 利用系统的输入输出数据
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{ u( i) ，y( i) ，0≤i≤t}或{ y( i) ，φ( i) ，0≤i≤t} ，提出
多新息最小二乘辨识算法，对系统的未知参数向量

θ进行实时估计．
考虑 t － p + 1 到 t时共 p组数据，令

Y( p，t) : =

y( t)
y( t － 1)


y( t － p + 1











)

∈Rp，

V( p，t) : =

v( t)
v( t － 1)


v( t － p + 1











)

∈Rp，

Φ( p，t) : =［φ( t) ，φ( t －1) ，…，φ( t － p +1) ］∈Rn × p ．
则由式( 112) 可得到矩阵方程:

Y( p，t) =ΦT ( p，t) θ + V( p，t) ．
上式称为多新息辨识方法的辨识模型或辨识表达

式．取准则函数为
J( θ) : =

∑
t

i = 1
［Y( p，i) － ΦT ( p，i) θ］T［Y( p，i) － ΦT ( p，i) θ］ =

∑
t

i = 1
‖Y( p，i) － ΦT ( p，i) θ‖2 ．

如不作特别申明，矩阵 X的范数均定义为‖X‖2 : =
tr［XXT］．定义矩阵

Z t : =

Y( p，1)
Y( p，2)


Y( p，t











)

， Ht : =

ΦT ( p，1)
ΦT ( p，2)


ΦT ( p，t











)

．

则准则函数可以写为

J( θ) = ( Z t －Htθ)
T ( Z t －Htθ) ．

设 θ = θ̂MILS使 J( θ) θ̂MILS
= min．令

J( θ)
θ θ = θ̂MILS

=
［( Zt －Htθ)

T( Zt －Htθ) ］
θ θ = θ̂MILS

=0．

展开之，并运用如下 2 个向量微分公式:

 x
( aTx) = a， 

x
( xTAx) = ( A + AT ) x，

可得

( HT
t Ht ) θ̂MILS =H

T
t Z t，

或

θ̂MILS = ( HT
t Ht )

－1HT
t Z t

[
=

∑
t

i = 1
Φ( p，i) ΦT ( p，i ]) － [1

∑
t

i = 1
Φ( p，i) YT ( p，i ]) ．

这就是多新息辨识一次完成最小二乘估计．令

P －1 ( t) = ∑
t

i = 1
Φ( p，i) ΦT ( p，i) ．

则有

P － 1 ( t) = P － 1 ( t － 1) +Φ( p，t) ΦT ( p，t) ．
仿照递推最小二乘辨识方法的推导过程，能够

得到多新息最小二乘辨识算法 ( MILS，Multi-Innova-
tion Least Squares identification algorithm ) ( MILS 算
法) 如下［13］:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + P( t) Φ( p，t) ［Y( p，t) －
ΦT ( p，t) θ̂( t － 1) ］， ( 113)

P － 1 ( t) = P － 1 ( t － 1) +Φ( p，t) ΦT ( p，t) ，
P( 0) = p0I， ( 114)

Φ( p，t) =［φ( t) ，φ( t －1) ，…，φ( t －p +1) ］，( 115)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T． ( 116)

或

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + L( t) ［Y( p，t) －
ΦT ( p，t) θ̂( t － 1) ］， ( 117)

L( t) = P( t) Φ( p，t) = P( t － 1) Φ( p，t) ［Ip +

ΦT ( p，t) P( t － 1) Φ( p，t) ］－ 1， ( 118)
P( t) = P( t － 1) － P( t － 1) Φ( p，t) ［Ip +

ΦT ( p，t) P( t － 1) Φ( p，t) ］－ 1ΦT ( p，t) P( t － 1) =
P( t － 1) － L( t) ΦT ( p，t) P( t － 1) ， ( 119)

Φ( p，t) =［φ( t) ，φ( t －1) ，…，φ( t －p +1) ］，( 120)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T． ( 121)
L( t) ∈Rn × p

为系统增益矩阵，P( t) ∈Rn × n
为协

方差矩阵，p≥1 为新息长度，̂θ( t) 为 θ在 t时刻的估
计．算法的初值选择同常规最小二乘算法，如取 p0
1，̂θ( 0) = 1n / p0 ．当 p = 1 时，上述算法退化为标准递
推最小二乘算法．
值得指出的是:对于量测数据{ y ( t) ，φ( t) : t =

1，2，…，L} ( L 为数据长度) ，随机梯度算法从 t = 1
到 t = L递推计算出参数估计，比递推最小二乘算法
递推计算出的参数估计精度低，因为随机梯度算法

收敛慢．也就是说，两个算法同样使用了一批数据，
但随机梯度算法从量测数据中提取的信息要少，故

随机梯度算法使用数据的“效率”低，而多新息随机
梯度算法提高了数据使用的效率，能提高参数估计

精度．最小二乘算法的收敛速度快，使用数据的效率
本身就很高，所以多新息最小二乘算法对参数估计

精度的改进是很有限的． 只有在数据缺失情况的间
断递推或变递推间隔时，递推计算步数相同的情况

下，才显示出计算效率的特点．这就引出了下面的变
递推间隔多新息最小二乘辨识方法．
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5 变递推间隔多新息最小二乘辨识方法(V-
MILS)

上述多新息最小二乘法与常规递推最小二乘法

都是采用逐步递推计算，不能克服坏数据对参数估

计的影响．下面介绍具有克服坏数据能力或处理损
失数据情形的变递推间隔最小二乘法．
考虑下列线性回归模型描述的标量系统:

y( t) = φT ( t) θ + v( t) ， ( 122)
其中 y( t) ∈R 为系统输出，θ∈Rn

为待辨识的参数

向量，φ( t) ∈Rn
是由系统输入 u( t) ∈R和输出y( t)

构成的回归信息向量，v( t) ∈R为零均值随机噪声．
辨识的目标是利用系统的输入输出数据{ y( i) ，

φ( i) ，0≤i≤t} ，提出变递推间隔多新息最小二乘辨
识算法，对系统的未知参数向量 θ进行实时估计．
考虑 t － p + 1 到 t时共 p组数据，令

Y( p，t) : =

y( t)
y( t － 1)


y( t － p + 1











)

∈Rp，

V( p，t) : =

v( t)
v( t － 1)


v( t － p + 1











)

∈Rp，

Φ( p，t) : =［φ( t) ，φ( t －1) ，…，φ( t － p +1) ］∈Rn × p ．
由式( 122) 可得辨识模型:

Y( p，t) =ΦT ( p，t) θ + V( p，t) ． ( 123)
定义整数序列{ ts，s = 0，1，2，…}满足

0 = t0 ＜ t1 ＜ t2 ＜…， 1≤ t*s : = ts － ts － 1 ．
用 ts 代替式( 123) 中 t，可得变递推间隔多新息辨识
方法的辨识模型:

Y( p，ts ) =Φ
T ( p，ts ) θ + V( p，ts ) ．

取准则函数为

J( θ) : =

∑
s

i =1
［Y( p，ti ) － Φ

T( p，ti ) θ］
T［Y( p，ti ) － Φ

T( p，ti ) θ］ =

∑
s

i = 1
‖Y( p，ti ) － Φ

T ( p，ti ) θ‖
2 ．

参照递推最小二乘辨识方法的推导过程，能够得到

变递推间隔多新息最小二乘辨识算法 ( V-MILS，in-
terval-Varying Multi-Innovation Least Squares identifi-
cation algorithm) ( V-MILS算法) 如下［13］:

θ̂( ts ) = θ̂( ts － 1 ) + P( ts ) Φ( p，ts) ［Y( p，ts ) －
ΦT ( p，ts ) θ̂( ts － 1 ) ］，

θ̂( t) = θ̂( ts ) ， t∈Ts : = { ts，ts +1，…，ts +1 －1} ，
P － 1 ( ts ) = P

－ 1 ( ts － 1 ) +Φ( p，ts ) Φ
T ( p，ts ) ，

P( 0) = p0In，
Φ( p，ts ) =［φ( ts ) ，φ( ts －1) ，…，φ( ts － p +1) ］，
Y( p，ts ) =［y( ts ) ，y( ts － 1) ，…，y( ts － p + 1) ］T，
0 = t0 ＜ t1 ＜ t2 ＜…， 1≤t*s : = ts － ts － 1 ．
或

θ̂( ts ) = θ̂( ts － 1 ) + L( ts) ［Y( p，ts ) －
ΦT ( p，ts ) θ̂( ts － 1 ) ］， ( 124)

θ̂( t) = θ̂( ts) ， t∈Ts: ={ ts，ts +1，…，ts +1 －1}，( 125)
L( ts ) = P( ts ) Φ( p，ts ) = P( ts － 1 ) Φ( p，ts) ［Ip +

ΦT ( p，ts ) P( ts － 1 ) Φ( p，ts) ］
－ 1， ( 126)

P( ts ) = P( ts －1 ) － L( ts ) Φ
T( p，ts ) P( ts －1 ) ，( 127)

Φ( p，ts ) =［φ( ts ) ，φ( ts － 1) ，…，
φ( ts － p + 1) ］， ( 128)

Y( p，ts ) =［y( ts ) ，y( ts － 1) ，…，
y( ts － p + 1) ］T， ( 129)

0 = t0 ＜ t1 ＜ t2 ＜…， 1≤t*s : = ts － ts － 1 ． ( 130)
L( ts ) ∈Rn × p

为变递推间隔多新息最小二乘辨

识算法的增益矩阵，P( ts ) ∈Rn × n
为协方差矩阵．

从这个算法中，我们可以看出:修正的新息向量

可以表达为

［Y( p，ts ) －Φ
T ( p，ts ) θ̂( ts － 1) ］=

y( ts ) － φ
T ( ts ) θ̂( ts － 1 )

y( ts － 1) － φ
T ( ts － 1) θ̂( ts － 1 )


y( ts － p + 1) － φT ( ts － p + 1) θ̂( ts － 1













)

，

其中{ y( ts － i + 1 ) － φT ( ts － i + 1 ) θ̂( ts － 1 ) ，i = 1，2，
…，p}分别为 t = ts，ts － 1，…，ts － p + 1 时的新息．因
此从这个角度出发，我们把 Y ( p，ts ) － Φ

T ( p，ts ) θ̂
( ts － 1 ) 称为 t = ts 时刻的多新息，多新息辨识算法也
是因此而得名的． 此外，ts 不必取连续的自然数( 即
t*s 不恒等于 1 ) ，该算法的递推间隔是变化的，这是
与最小二乘算法的最大不同之处． 当遇到坏数据或
不可信数据时，变递推间隔多新息辨识方法可跳过

这部分数据，因而具有鲁棒性．

6 多新息最小二乘类辨识算法(MILST)

变递推间隔多新息最小二乘辨识可以派生出多

新息最小二乘类辨识算法 ( MILST，Multi-Innovation
Least Squares Type identification algorithm) ，有下列几
种特别形式．
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1) 递推最小二乘算法
当递推间隔 t*s = 1，新息长度 p = 1 时，得到递推

最小二乘辨识算法 ( RLS，Recursive Least Squares
identification algorithm) :

θ̂( t) = θ̂( t －1) +P( t) φ( t) ［y( t) －φT( t) θ̂( t －1) ］，
P － 1 ( t) = P － 1 ( t － 1) + φ( t) φT ( t) ，P( 0) = p0I．
2) 变递推间隔最小二乘算法
当新息长度 p = 1 时，得到变递推间隔最小二乘

辨识算法( V-LS，interval-Varying Least Squares identi-
fication algorithm) ( V-LS算法) :

θ̂( ts ) = θ̂( ts － 1 ) + P( ts ) φ( ts) ［y( ts ) －

φT ( ts ) θ̂( ts － 1 ) ］， ( 131)
θ̂( t) = θ̂( ts ) ， t∈Ts : =
{ ts，ts + 1，…，ts + 1 － 1} ， ( 132)

P － 1 ( ts ) = P
－ 1 ( ts － 1 ) + φ( ts ) φ

T ( ts ) ，
P( 0) = p0I． ( 133)

3) 多新息最小二乘算法
当递推间隔 t*s = 1 ( s = 1，2，…) 时，得到多新息

最小二乘辨识算法 ( MILS，Multi-Innovation Least
Squares identification algorithm) ( MILS算法) :

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + P( t) Φ( p，t) ［Y( p，t) －
ΦT ( p，t) θ̂( t － 1) ］， ( 134)

P － 1 ( t) = P － 1 ( t － 1) +Φ( p，t) ΦT ( p，t) ，
P( 0) = p0I， ( 135)

Φ( p，t) =［φ( t) ，φ( t －1) ，…，φ( t －p +1) ］，( 136)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T． ( 137)
4) 等递推间隔多新息最小二乘算法
当递推间隔 t*s ≡d 常数时，得到等递推间隔多

新息最小二乘辨识算法 ( E-MILS，interval-Equating
Multi-Innovation Least Squares identification algorithm)
( E-MILS算法) :

θ̂( t) = θ̂( t － d) + P( t) Φ( p，t) ［Y( p，t) －
ΦT ( p，t) θ̂( t － d) ］， ( 138)

P － 1 ( t) = P － 1 ( t － d) +Φ( p，t) ΦT ( p，t) ，
P( 0) = p0I， ( 139)

Φ( p，t) =［φ( t) ，φ( t －1) ，…，φ( t －p +1) ］，( 140)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T． ( 141)
5) 等递推间隔最小二乘算法
当递推间隔间隔 t*s ≡d，新息长度 p = 1 时，得到

等递推间隔最小二乘辨识算法( E-LS，interval-Equa-
ting Least Squares identification algorithm ) ( E-LS 算
法) :

θ̂( t) = θ̂( t － d) + P( t) φ( t) ［y( t) －

φT ( t) θ̂( t － d) ］， ( 142)
P － 1 ( t) = P － 1 ( t － d) + φ( t) φT ( t) ，

P( 0) = p0I． ( 143)
6) 变递推间隔有限数据窗多新息最小二乘方法
当数据窗长度为 q 时，可得到变递推间隔有限

数据窗多新息最小二乘辨识方法 ( V-FDW-MILS，
interval-Varying Multi-Innovation Least Squares identi-
fication algorithm over the Finite Data Window )
( V-FDW-MILS算法) :

θ̂( ts ) = θ̂( ts － 1 ) + P( ts ) Φ( p，ts) ［Y( p，ts ) －
ΦT ( p，ts ) θ̂( ts － 1 ) ］， ( 144)

θ̂( t) = θ̂( ts ) ， t∈Ts : =
{ ts，ts + 1，…，ts + 1 － 1} ， ( 145)

P －1 ( ts ) = ∑
q－1

i = 0
Φ( p，ts－i ) Φ

T ( p，ts－i ) =

P －1 ( ts－1 ) + Φ( p，ts ) Φ
T ( p，ts ) －

Φ( p，ts－q+1 ) Φ
T ( p，ts－q+1 ) ， ( 146)

Φ( p，ts ) =［φ( ts ) ，φ( ts －1) ，…，φ( ts － p +1) ］，( 147)
Y( p，ts ) =［y( ts ) ，y( ts －1) ，…，y( ts － p +1) ］

T． ( 148)
7) 有限数据窗多新息最小二乘算法
当递推间隔 t*s = 1，数据窗长度为 q 时，得到有

限数据窗多新息最小二乘辨识算法 ( FDW-MILS，
Multi-Innovation Least Squares identification algorithm
over the Finite Data Window) :

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + P( t) Φ( p，t) ［Y( p，t) －
ΦT ( p，t) θ̂( t － 1) ］， ( 149)

P－1 ( t) = ∑
q

i = 0
Φ( p，t － i) ΦT ( p，t － i) =

P －1 ( t － 1) + Φ( p，t) ΦT ( p，t) －
Φ( p，t － q + 1) ΦT ( p，t － q + 1) ， ( 150)

Φ( p，t) =［φ( t) ，φ( t －1) ，…，φ( t －p +1) ］，( 151)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T． ( 152)
8) 等递推间隔有限数据窗多新息最小二乘算法
当递推间隔 t*s ≡d，数据窗长度为 q 时，得到等

递推间隔有限数据窗多新息最小二乘辨识算法

( E-FDW-MILS， interval-Equating Multi-Innovation
Least Squares identification algorithm over the Finite
Data Window) ( E-FDW-MILS算法) :

θ̂( t) = θ̂( t － d) + P( t) Φ( p，t) ［Y( p，t) －
ΦT ( p，t) θ̂( t － d) ］， ( 153)

P －1 ( t) = ∑
q

i = 0
Φ( p，t － i) ΦT ( p，t － i) ，

P( 0) = p0I， ( 154)
Φ( p，t) =［φ( t) ，φ( t －1) ，…，φ( t －p +1) ］，( 155)
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Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T． ( 156)

9) 等递推间隔投影算法
当新息长度p = 1，记忆长度( 或数据窗长度) q =

1 时，得到等递推间隔投影辨识算法( E-Proj，interval-
Equating Projection identification algorithm) ．
此外，在上述一些算法中引入遗忘因子 λ，可以

得到变递推间隔遗忘因子最小二乘辨识算法( V-FF-
RLS) 、遗忘因子多新息最小二乘辨识算法 ( FF-
MILS) 、等递推间隔遗忘因子递推最小二乘辨识算
法( E-FF-RLS) 等，这里不一一介绍了．

7 方程误差类系统(EET)

为方便起见，设 { u ( t ) } 为系统输入序列，
{ y( t) }为系统观测输出序列，{ v( t) } 是零均值方差
为 σ2
的白噪声序列，z － 1

为单位后移算子: z － 1y( t) =
y( t － 1 ) 或 zy ( t) = y ( t + 1 ) ，A ( z) ，B ( z) ，C ( z) 和
D( z) 是算子 z － 1

的常系数时不变多项式，定义如下:

A( z) : = 1 + a1 z
－ 1 + a2 z

－ 2 +… + anaz
－ na∈R，

B( z) : = b1 z
－ 1 + b2 z

－ 2 +… + bnbz
－ nb∈R，

C( z) : = 1 + c1 z
－ 1 + c2 z

－ 2 +… + cncz
－ nc∈R，

D( z) : = 1 + d1 z
－ 1 + d2 z

－ 2 +… + dndz
－ nd∈R．

多项式系数 ai，bi，ci 和 di 为模型参数．
根据移位算子的性质，有

A( z) y( t) = ( 1 +a1z
－1 +a2z

－2 +… +anaz
－na) y( t) =

y( t) + a1y( t － 1) + a2y( t － 2) +… + anay( t － na ) ，

B( z) u( t) = ( b1z
－1 + b2z

－2 +… + bnbz
－ nb) u( t) =

b1u( t － 1) + b2u( t － 2) +… + bnbu( t － nb ) ，

D( z) v( t) = ( 1 +d1z
－1 +d2z

－2 +… +dndz
－nd) v( t) =

v( t) + d1v( t － 1) + d2v( t － 2) +… + dndv( t － nd ) ．

设阶次 na，nb，nc 和 nd 已知，且 t≤0 时，y ( t) = 0，
u( t) = 0，v( t) = 0．
上述讨论的各种多新息梯度型辨识方法和多新

息最小二乘类辨识方法可以推广用于各种模型( 包

括有色噪声模型、非线性模型) 的参数估计． 为简化
起见，下面的讨论只给出多新息随机梯度型辨识方

法和多新息最小二乘类辨识方法，其他的变递推间

隔多新息辨识方法、变递推间隔多新息最小二乘辨
识方法等，这里不加讨论．

7. 1 受控自回归系统(CAR)
考虑下列受控自回归系统( CAR) ［14］:

A( z) y( t) = B( z) u( t) + v( t) ． ( 157)

定义参数向量 θ和信息向量 φ( t) 如下:
θ: =［a1，…，ana，b1，…，bnb］

T∈Rn，n: = na + nb，

φ( t) : =［－ y( t －1) ，－ y( t －2) ，…，－ y( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T∈Rn，

把多项式 A( z) 和 B( z) 表达式代入式( 157) ，并利用
移位算子的性质得到 CAR系统的辨识模型:

y( t) = φT ( t) θ + v( t) ． ( 158)
这个线性回归模型的信息向量 φ( t) 是由可测

的输入输出数据构成的，故前面讨论的各种多新息

梯度型算法和多新息最小二乘类算法都可用于上述

模型的辨识．

7． 2 受控自回归滑动平均系统(CARMA)
考虑下列受控自回归滑动平均系统 ( CAR-

MA) ［28］:
A( z) y( t) = B( z) u( t) + D( z) v( t) ． ( 159)

定义增广参数向量 θ和包含噪声项的信息向量φ( t)
如下:

θ: =［a1，a2，…，ana，b1，b2，…，bnb，d1，d2，…，

dnd］
T∈Rn， n: = na + nb + nd，

φ( t) : =［－ y( t －1) ，－ y( t －2) ，…，－ y( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb ) ，v( t － 1) ，

v( t － 2) ，…，v( t － nd) ］
T∈Rn，

把多项式 A( z) ，B( z) 和 D( z) 表达式代入式( 159) ，并
利用移位算子的性质得到 CARMA系统的辨识模型:

y( t) = φT ( t) θ + v( t) ． ( 160)
估计 CARMA系统参数向量 θ的增广随机梯度

算法 ( ESG，Extended Stochastic Gradient algorithm )
如下:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + φ̂( t)r( t) e( t) ， ( 161)

e( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t － 1) ， ( 162)
r( t) = r( t － 1) +‖φ̂( t) ‖2， r( 0) = 1，( 163)
φ̂( t) =［－ y( t －1) ，－ y( t －2) ，…，－ y( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb ) ，̂v( t － 1) ，
v̂( t － 2) ，…，̂v( t － nd) ］

T， ( 164)
v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t) ． ( 165)
为了改善 ESG算法的收敛速度，仿照上面的多

新息随机梯度算法的推导步骤
［12，29-30］，扩展标量新

息( scalar innovation) e ( t) ∈R 为一个新息向量 ( 即
多新息 ) ( innovation vector，i． e．，also multi-innova-
tion)

E( p，t) =
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y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t － 1)
y( t － 1) － φ̂T ( t － 1) θ̂( t － 1)


y( t － p + 1) － φ̂T ( t － p + 1) θ̂( t － 1











)

∈Rp ．

通过定义堆积输出向量 Y ( p，t) 和堆积信息矩
阵 Φ̂( p，t) :

Y( p，t) =［y( t) ，y( t － 1) ，…，y( t － p + 1) ］T，
Φ̂( p，t) =［φ̂( t) ，̂φ( t － 1) ，…，̂φ( t － p + 1) ］，

可以得到估计 CARMA系统参数向量 θ的多新息增
广随机梯度算法( MI-ESG，Multi-Innovation Extended
Stochastic Gradient algorithm) ［28］:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + Φ̂( p，t)r( t) E( p，t) ， ( 166)

E( p，t) = Y( p，t) － Φ̂T ( p，t) θ̂( t － 1) ， ( 167)
r( t) = r( t －1) +‖Φ̂( p，t)‖2， r( 0) =1，( 168)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T，( 169)
Φ̂( p，t) =［̂φ( t) ，̂φ( t －1) ，…，̂φ( t －p +1) ］， ( 170)
φ̂( t) =［－ y( t －1) ，－ y( t －2) ，…，－ y( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb ) ，̂v( t － 1) ，
v̂( t － 2) ，…，̂v( t － nd) ］

T， ( 171)
v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t) ． ( 172)
式( 168) 可以修改为
r( t) = r( t － 1) +‖φ̂( t) ‖2， r( 0) = 1．
MI-ESG算法( 166) —( 172) 随 t增加，计算参数

估计向量 θ̂( t) 的步骤如下．
1) 令 t = 1． θ̂( 0) = 1n / p0，̂v( t － i) = 1 / p0 ( i = 1，

2，…，nd ) ，r( 0) = 1，p0 = 10
6 ．

2) 采集输入输出数据 u( t) 和 y( t) ，由式( 169)
构造堆积输出向量 Y( p，t) ，由式( 171 ) 构造信息向
量 φ̂( t) ，由式( 170) 构造堆积信息矩阵 Φ̂( p，t) ．

3) 由式 ( 167 ) 计算新息向量 E ( p，t ) ，由式
( 168) 计算 r( t) ．

4) 根据式( 166) 刷新参数估计向量 θ̂( t) ，由式
( 172) 计算残差 v̂( t) ．

5) t增 1，转到第 2 步．
MI-ESG算法与 MISG 算法有相似的性能． MI-

ESG算法计算参数估计 θ̂( t) 的流程如图 3 所示．
仿照多新息最小二乘算法 ( 171 ) —( 121 ) 的推

导，我们可以得到估计 CARMA 系统参数向量 θ 的
多新息增广最小二乘算法( MI-ELS，Multi-Innovation
Extended Least Squares algorithm) ［13］:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + L( t) ［Y( p，t) －
Φ̂T ( p，t) θ̂( t － 1) ］， ( 173)

图 3 MI-ESG算法计算参数估计 θ̂( t) 的流程
Fig． 3 The flowchart of computing the parameter

estimate θ̂( t) in the MI-ESG algorithm

L( t) = P( t) Φ̂( p，t) = P( t － 1) Φ̂( p，t) ［Ip +

Φ̂T ( p，t) P( t － 1) Φ̂( p，t) ］－ 1， ( 174)
P( t) = P( t － 1) － L( t) Φ̂T ( p，t) P( t － 1) ，

P( 0) = p0I， ( 175)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T，( 176)
Φ̂( p，t) =［̂φ( t) ，̂φ( t －1) ，…，̂φ( t －p +1) ］， ( 177)
φ̂( t) =［－ y( t －1) ，－ y( t －2) ，…，－ y( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb ) ，̂v( t － 1) ，
v̂( t － 2) ，…，̂v( t － nd) ］

T， ( 178)
v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t) ． ( 179)

这里 E( p，t) : = Y( p，t) － Φ̂T ( p，t) θ̂( t － 1 ) ∈Rp
为

新息向量．

7. 3 受控自回归自回归系统(CARAR)
考虑下列受控自回归自回归系统( CARAR) ，

A( z) y( t) = B( z) u( t) + 1
C( z) v( t) ． ( 180)

令

w( t) : = 1
C( z) v( t) ， ( 181)

定义增广参数向量 θ和包含噪声项的信息向量φ( t)
如下:

θ: =［θTs，c1，c2，…，cnc］
T∈Rna + nb + nc，

θs : =［a1，a2，…，ana，b1，b2，…，bnb］
T∈Rna + nb，

φ( t) =［φT
s ( t) ，－ w( t － 1) ，－ w( t － 2) ，…，

－ w( t － nc) ］
T∈Rna + nb + nc，

φs( t) : =［－ y( t －1) ，－ y( t －2) ，…，－ y( t － na) ，

u( t －1) ，u( t －2) ，…，u( t － nb) ］
T∈Rna + nb ．
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由式( 180) —( 181) 可得
y( t) =［1 － A( z) ］y( t) + B( z) u( t) + w( t) =

φT
s ( t) θs + w( t) = φT ( t) θ + v( t) ． ( 182)

估计 CARAR系统参数向量 θ的广义随机梯度
算法( GSG，Generalized Stochastic Gradient algorithm)
如下:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + φ̂( t)r( t) e( t) ， ( 183)

e( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t － 1) ， ( 184)
r( t) = r( t － 1) +‖φ̂( t) ‖2， r( 0) = 1，( 185)
φ̂( t) =［φT

s ( t) ，－ ŵ( t － 1) ，－ ŵ( t － 2) ，
…，－ ŵ( t － nc) ］

T， ( 186)
φs( t) =［－ y( t －1) ，－ y( t －2) ，…，－ y( t － na) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T，( 187)

ŵ( t) = y( t) － φT
s ( t) θ̂s ( t) ， ( 188)

θ̂( t) =［̂θTs ( t) ，̂c1( t) ，̂c2( t) ，…，̂cnc( t) ］
T， ( 189)

θ̂s ( t) =［̂a1 ( t) ，̂a2 ( t) ，…，̂ana ( t) ，
b̂1 ( t) ，̂b2 ( t) ，…，̂bnb ( t) ］

T ． ( 190)
估计 CARAR系统参数向量 θ的多新息广义随

机梯度算法 ( MI-GSG，Multi-Innovation Generalized
Stochastic Gradient algorithm) 如下:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + Φ̂( p，t)r( t) E( p，t) ， ( 191)

E( p，t) = Y( p，t) － Φ̂T ( p，t) θ̂( t － 1) ， ( 192)
r( t) = r( t － 1) +‖φ̂( t) ‖2， r( 0) = 1，( 193)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T，( 194)
Φ̂( p，t) =［̂φ( t) ，̂φ( t －1) ，…，̂φ( t －p +1) ］， ( 195)
φ̂( t) =［φT

s ( t) ，－ ŵ( t － 1) ，－ ŵ( t － 2) ，
…，－ ŵ( t － nc) ］

T， ( 196)
φs( t) =［－ y( t －1) ，－ y( t －2) ，…，－ y( t － na) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T，( 197)

ŵ( t) = y( t) － φT
s ( t) θ̂s ( t) ， ( 198)

θ̂( t) =［̂θTs ( t) ，̂c1( t) ，̂c2( t) ，…，̂cnc( t) ］
T， ( 199)

θ̂s ( t) =［̂a1 ( t) ，̂a2 ( t) ，…，̂ana ( t) ，
b̂1 ( t) ，̂b2 ( t) ，…，̂bnb ( t) ］

T ． ( 200)
CARAR系统参数向量 θ 的多新息广义最小二

乘算法 ( MI-GLS，Multi-Innovation Generalized Least
Squares algorithm) ［13］如下:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + L( t) ［Y( p，t) －
Φ̂T ( p，t) θ̂( t － 1) ］， ( 201)

L( t) = P( t － 1) Φ̂( p，t) ［Ip +
Φ̂T ( p，t) P( t － 1) Φ̂( p，t) ］－ 1， ( 202)

P( t) = P( t － 1) － L( t) Φ̂T ( p，t) P( t － 1) ，

P( 0) = p0I， ( 203)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T，( 204)
Φ̂( p，t) =［̂φ( t) ，̂φ( t －1) ，…，̂φ( t －p +1) ］， ( 205)
φ̂( t) =［φT

s ( t) ，－ ŵ( t － 1) ，－ ŵ( t － 2) ，
…，－ ŵ( t － nc) ］

T， ( 206)
φs( t) =［－ y( t －1) ，－ y( t －2) ，…，－ y( t － na) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T，( 207)

ŵ( t) = y( t) － φT
s ( t) θ̂s ( t) ， ( 208)

θ̂( t) =［̂θTs ( t) ，̂c1 ( t) ，̂c2 ( t) ，…，̂cnc ( t) ］
T， ( 209)

θ̂s ( t) =［̂a1 ( t) ，̂a2 ( t) ，…，̂ana ( t) ，

b̂1 ( t) ，̂b2 ( t) ，…，̂bnb ( t) ］
T ． ( 210)

7. 4 受控自回归自回归滑动平均系统(CARARMA)
考虑下列受控自回归自回归滑动平均系统

( CARARMA) :

A( z) y( t) = B( z) u( t) + D( z)
C( z) v( t) ． ( 211)

定义中间相关噪声变量

w( t) : = D( z)
C( z) v( t) ( 212)

和参数向量 θ和信息向量 φ( t) 如下:

θ: =
θs
θ[ ]
n

∈Rna + nb + nc + nd，

θs : =［a1，a2，…，ana，b1，b2，…，bnb］
T∈Rna + nb，

θn : =［c1，c2，…，cnc，d1，d2，…，dnd］
T∈Rnc + nd，

φ( t) : =
φs ( t)

φn ( t[ ]) ∈Rna + nb + nc + nd，

φs( t) : =［－ y( t －1) ，－ y( t －2) ，…，－ y( t － na) ，

u( t －1) ，u( t －2) ，…，u( t － nb) ］
T∈Rna + nb，

φn( t) : =［－w( t －1) ，－w( t －2) ，…，－w( t － nc) ，

v( t － 1) ，v( t － 2) ，…，v( t － nd) ］
T∈Rnc + nd ．

这里的下标 s和 n分别表示系统模型和噪声模
型之意．由式( 211) —( 212) 可得辨识模型，

w( t) =［1 －C( z) ］w( t) +［D( z) －1］v( t) + v( t) =
φT

n ( t) θn + v( t) ， ( 213)
y( t) =［1 － A( z) ］y( t) + B( z) u( t) + w( t) =

φT
s ( t) θs +w( t) =φ

T
s ( t) θs +φ

T
n ( t) θn + v( t) =

φT ( t) θ + v( t) ． ( 214)
信息向量 φ( t) 中未知相关噪声项 w( t － i) 和白

噪声项 v( t － i) 分别用其估计 ŵ( t － i) 和 v̂( t － i) 代
替，可以得到估计 CARARMA 系统参数向量 θ的广
义增广随机梯度算法 ( GESG，Generalized Extended
Stochastic Gradient algorithm) :
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θ̂( t) = θ̂( t － 1) + φ̂( t)r( t) e( t) ， ( 215)

e( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t － 1) ， ( 216)
r( t) = r( t － 1) +‖φ̂( t) ‖2， r( 0) = 1，( 217)
φ̂( t) =［φT

s ( t) ，φ
T
n ( t) ］

T， ( 218)
φs( t) =［－ y( t －1) ，－ y( t －2) ，…，－ y( t － na) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T，( 219)

φ̂n( t) =［－ ŵ( t －1) ，－ ŵ( t －2) ，…，－ ŵ( t － nc) ，

v̂( t － 1) ，̂v( t － 2) ，…，̂v( t － nd) ］
T， ( 220)

ŵ( t) = y( t) － φT
s ( t) θ̂s ( t) ， ( 221)

v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t) ， ( 222)
θ̂( t) =［̂θTs ( t) ，̂θ

T
n ( t) ］

T ． ( 223)
估计 CARARMA系统参数向量 θ的多新息广义

随机梯度算法 ( MI-GESG，Multi-Innovation General-
ized Extended Stochastic Gradient algorithm) 如下:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + Φ̂( p，t)r( t) E( p，t) ， ( 224)

E( p，t) = Y( p，t) － Φ̂T ( p，t) θ̂( t － 1) ， ( 225)
r( t) = r( t － 1) +‖φ̂( t) ‖2， r( 0) = 1，( 226)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T，( 227)
Φ̂( p，t) =［̂φ( t) ，̂φ( t －1) ，…，̂φ( t －p +1) ］， ( 228)
φ̂( t) =［φT

s ( t) ，φ
T
n ( t) ］

T， ( 229)
φs( t) =［－ y( t －1) ，－ y( t －2) ，…，－ y( t － na) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T，( 230)

φ̂n( t) =［－ ŵ( t －1) ，－ ŵ( t －2) ，…，－ ŵ( t － nc) ，

v̂( t － 1) ，̂v( t － 2) ，…，̂v( t － nd) ］
T， ( 231)

ŵ( t) = y( t) － φT
s ( t) θ̂s ( t) ， ( 232)

v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t) ， ( 233)
θ̂( t) =［̂θTs ( t) ，̂θ

T
n ( t) ］

T ． ( 234)
估计 CARARMA系统参数向量 θ的多新息广义

最小二乘算法 ( MI-GELS，Multi-Innovation General-
ized Extended Least Squares algorithm) ［13］如下:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + L( t) ［Y( p，t) －
Φ̂T ( p，t) θ̂( t － 1) ］， ( 235)

L( t) = P( t － 1) Φ̂( p，t) ［Ip +
Φ̂T ( p，t) P( t － 1) Φ̂( p，t) ］－ 1， ( 236)

P( t) = P( t － 1) － L( t) Φ̂T ( p，t) P( t － 1) ，
P( 0) = p0I， ( 237)

Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T，( 238)
Φ̂( p，t) =［̂φ( t) ，̂φ( t －1) ，…，̂φ( t －p +1) ］， ( 239)
φ̂( t) =［φT

s ( t) ，φ
T
n ( t) ］

T， ( 240)
φs( t) =［－ y( t －1) ，－ y( t －2) ，…，－ y( t － na) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T，( 241)

φ̂n( t) =［－ ŵ( t －1) ，－ ŵ( t －2) ，…，－ ŵ( t － nc) ，

v̂( t － 1) ，̂v( t － 2) ，…，̂v( t － nd) ］
T， ( 242)

ŵ( t) = y( t) － φT
s ( t) θ̂s ( t) ， ( 243)

v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t) ， ( 244)
θ̂( t) =［̂θTs ( t) ，̂θ

T
n ( t) ］

T ． ( 245)

8 输出误差类系统(OET)

8. 1 输出误差系统(OE)
考虑输出误差系统

［10-11，14］:

y( t) = B( z)
A( z) u( t) + v( t) ． ( 246)

令

x( t) : = B( z)
A( z) u( t) ． ( 247)

定义参数向量 θ和包含噪声项的信息向量φ( t)
如下:

θ: =［a1，a2，…，ana，b1，b2，…，bnb］
T∈Rna + nb，

φ( t) : =［－ x( t －1) ，－ x( t －2) ，…，－ x( t － na) ，

u( t －1) ，u( t －2) ，…，u( t － nb) ］
T∈Rna + nb ．

由式( 246) —( 247) 可得输出误差系统的辨识模型
x( t) = φT ( t) θ，
y( t) = φT ( t) θ + v( t) ． ( 248)
估计输出系统参数向量 θ的辅助模型随机梯度

算法( AM-SG，Auxiliary Model based Stochastic Gradi-
ent algorithm) 如下:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + φ̂( t)r( t) e( t) ， ( 249)

e( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t － 1) ， ( 250)
r( t) = r( t － 1) +‖φ̂( t) ‖2， r( 0) = 1，( 251)
φ̂( t) =［－ x̂( t －1) ，－ x̂( t －2) ，…，－ x̂( t －na) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T，( 252)

x̂( t) = φ̂T ( t) θ̂( t) ． ( 253)
为了改善 AM-SG算法的收敛速度，扩展标量新息

e( t)∈R为一个新息向量(即多新息) E( p，t) ∈Rp，可

以得到估计输出系统参数向量 θ的辅助模型多新息
随机梯度算法 ( AM-MISG，Auxiliary Model based
Multi-Innovation Stochastic Gradient algorithm) ［44］:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + Φ̂( p，t)r( t) E( p，t) ， ( 254)

E( p，t) = Y( p，t) － Φ̂T ( p，t) θ̂( t － 1) ， ( 255)
r( t) = r( t － 1) +‖φ̂( t) ‖2， r( 0) = 1，( 256)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T，( 257)
Φ̂( p，t) =［̂φ( t) ，̂φ( t －1) ，…，̂φ( t －p +1) ］， ( 258)
φ̂( t) =［－ x̂( t －1) ，－ x̂( t －2) ，…，－ x̂( t － na) ，
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u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T，( 259)

x̂( t) = φ̂T ( t) θ̂( t) ． ( 260)
在这个算法的收敛性证明中，需要将式( 260) 修

改为

x̂( t － i) = φ̂T ( t － i) θ̂( t) ，i = p － 1，p － 2，…，1，0．
当新息长度 p = 1 时，AM-MISG 算法退化为 AM-SG
算法．
估计输出系统参数向量 θ的辅助模型多新息最

小二乘算法 ( AM-MILS，Auxiliary Model based Multi-
Innovation Least Squares algorithm) ［13］如下:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + L( t) ［Y( p，t) －
Φ̂T ( p，t) θ̂( t － 1) ］， ( 261)

L( t) = P( t － 1) Φ̂( p，t) ［Ip +
Φ̂T ( p，t) P( t － 1) Φ̂( p，t) ］－ 1， ( 262)

P( t) = P( t － 1) － L( t) Φ̂T ( p，t) P( t － 1) ，
P( 0) = p0I， ( 263)

Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T，( 264)
Φ̂( p，t) =［̂φ( t) ，̂φ( t －1) ，…，̂φ( t －p +1) ］， ( 265)
φ̂( t) =［－ x̂( t －1) ，－ x̂( t －2) ，…，－ x̂( t － na) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T，( 266)

x̂( t) = φ̂T ( t) θ̂( t) ． ( 267)
当新息长度 p = 1 时，AM-MILS 算法退化为 AM-RLS
算法．

8. 2 输出误差滑动平均系统(OEMA)
考虑输出误差滑动平均模型( OEMA，Output Er-

ror Moving Average model) 描述的系统

y( t) = B( z)
A( z) u( t) + D( z) v( t) ． ( 268)

定义未知中间变量

x( t) : = B( z)
A( z) u( t) ． ( 269)

置系统参数向量 θ和信息向量 φ( t) 如下:
θ: =［θTs，d1，d2，…，dnd］

T∈Rna + nb + nd，

θs : =［a1，a2，…，ana，b1，b2，…，bnb］
T∈Rna + nb，

φ( t) : =［φT
s ( t) ，v( t － 1) ，v( t － 2) ，…，

v( t － nd) ］
T∈Rna + nb + nd，

φs( t) : =［－ x( t －1) ，－ x( t －2) ，…，－ x( t － na) ，

u( t －1) ，u( t －2) ，…，u( t － nb) ］
T∈Rna + nb ．

借助于上述定义，式( 269 ) 和( 268 ) 可以写为下列辨
识模型:

x( t) =［1 － A( z) ］x( t) + B( z) u( t) ( 270)
= φT

s ( t) θs， ( 271)
y( t) = x( t) + D( z) v( t) = φT ( t) θ + v( t) ． ( 272)

因为上式辨识模型信息向量 φ( t) 中不仅包含
了不可测真实输出 x ( t － i ) ，而且包含了噪声项
v( t － i) ，我们用其估计值代替，可以得到估计 OEMA
系统参数向量 θ 的辅助模型增广随机梯度算法
( AM-ESG，Auxiliary Model based Extended Stochastic
gradient algorithm) ［29］:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + φ̂( t)r( t) e( t) ， ( 273)

e( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t － 1) ， ( 274)
r( t) = r( t － 1) +‖φ̂( t) ‖2， r( 0) = 1，( 275)
φ̂( t) =［φ̂T

s ( t) ，̂v( t － 1) ，̂v( t － 2) ，…，
v̂( t － nd) ］

T， ( 276)
φ̂s( t) =［－ x̂( t －1) ，－ x̂( t －2) ，…，－ x̂( t － na) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T，( 277)

x̂( t) = φ̂T
s ( t) θ̂s ( t) ， ( 278)

v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t) ， ( 279)
θ̂( t) =［̂θTs ( t) ，̂d1( t) ，̂d2( t) ，…，̂dnd( t) ］

T， ( 280)
θ̂s ( t) =［̂a1 ( t) ，̂a2 ( t) ，…，̂ana ( t) ，

b̂1 ( t) ，̂b2 ( t) ，…，̂bnb ( t) ］
T ． ( 281)

估计 OEMA系统参数向量 θ的辅助模型多新息
增广随机梯度算法 ( AM-MI-ESG，Auxiliary Model
based Multi-Innovation Extended Stochastic Gradient
algorithm) ［29］如下:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + Φ̂( p，t)r( t) E( p，t) ， ( 282)

E( p，t) = Y( p，t) － Φ̂T ( p，t) θ̂( t － 1) ， ( 283)
r( t) = r( t － 1) +‖φ̂( t) ‖2， r( 0) = 1，( 284)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T，( 285)
Φ̂( p，t) =［̂φ( t) ，̂φ( t －1) ，…，̂φ( t －p +1) ］， ( 286)
φ̂( t) =［φ̂T

s ( t) ，̂v( t － 1) ，̂v( t － 2) ，…，
v̂( t － nd) ］

T， ( 287)
φ̂s ( t) =［－ x̂( t －1) ，－ x̂( t －2) ，…，－ x̂( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T，( 288)

x̂( t) = φ̂T
s ( t) θ̂s ( t) ， ( 289)

v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t) ， ( 290)
θ̂( t) =［̂θTs ( t) ，̂d1( t) ，̂d2( t) ，…，̂dnd( t) ］

T， ( 291)
θ̂s ( t) =［̂a1 ( t) ，̂a2 ( t) ，…，̂ana ( t) ，̂b1 ( t) ，

b̂2 ( t) ，…，̂bnb ( t) ］
T ． ( 292)

估计 OEMA系统参数向量 θ的辅助模型多新息
增广最小二乘算法 ( AM-MI-ELS，Auxiliary Model
based Multi-Innovation Extended Least Squares algo-
rithm) ［13］如下:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + L( t) ［Y( p，t) －
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Φ̂T ( p，t) θ̂( t － 1) ］， ( 293)
L( t) = P( t － 1) Φ̂( p，t) ［Ip +

Φ̂T ( p，t) P( t － 1) Φ̂( p，t) ］－ 1， ( 294)
P( t) = P( t － 1) － L( t) Φ̂T ( p，t) P( t － 1) ，

P( 0) = p0I， ( 295)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T，( 296)
Φ̂( p，t) =［̂φ( t) ，̂φ( t －1) ，…，̂φ( t －p +1) ］， ( 297)
φ̂( t) =［φ̂T

s ( t) ，̂v( t － 1) ，̂v( t － 2) ，…，
v̂( t － nd) ］

T， ( 298)
φ̂s( t) =［－ x̂( t －1) ，－ x̂( t －2) ，…，－ x̂( t － na) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T，( 299)

x̂( t) = φ̂T
s ( t) θ̂s ( t) ， ( 300)

v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t) ， ( 301)
θ̂( t) =［̂θTs ( t) ，̂d1( t) ，̂d2( t) ，…，̂dnd( t) ］

T， ( 302)
θ̂s ( t) =［̂a1 ( t) ，̂a2 ( t) ，…，̂ana ( t) ，̂b1 ( t) ，

b̂2 ( t) ，…，̂bnb ( t) ］
T ． ( 303)

8． 3 输出误差自回归系统(OEAR)
考虑下列输出误差自回归模型 ( OEAR，Output

Error AutoRegressive model) 描述的系统:

y( t) = B( z)
A( z) u( t) +

1
C( z) v( t) ． ( 304)

定义系统真实输出 x( t) 和噪声模型输出 w( t) 分别为

x( t) : = B( z)
A( z) u( t) ， ( 305)

w( t) : = 1
C( z) v( t) ． ( 306)

置系统参数向量 θ和信息向量 φ( t) 如下:
θ: =［θTs，c1，c2，…，cnc］

T∈Rna + nb + nc，

θs : =［a1，a2，…，ana，b1，b2，…，bnb］
T∈Rna + nb，

φ( t) : =［φT
s ( t) ，－ w( t － 1) ，－ w( t － 2) ，…，

－ w( t － nc) ］
T∈Rna + nb + nc，

φs( t) : =［－ x( t －1) ，－ x( t －2) ，…，－ x( t － na) ，

u( t －1) ，u( t －2) ，…，u( t － nb) ］
T∈Rna + nb ．

借助于上述定义，式( 305) —( 306) 可以写为
x( t) =［1 － A( z) ］x( t) + B( z) u( t) = φT

s ( t) θs，
w( t) =［1 － C( z) ］w( t) + v( t) ． ( 307)

则 OEAR系统( 304) 可以写为下列辨识模型:
y( t) = x( t) + w( t) = x( t) +［1 － C( z) ］w( t) +

v( t) = φT ( t) θ + v( t) ． ( 308)
式( 308) 辨识模型信息向量 φ( t) 中包含的不可

测真实输出 x( t － i) 和相关噪声项 w( t － i) 用其估计
值代替，可以得到辨识 OEAR 系统参数向量 θ的辅
助模型广义随机梯度算法( AM-GSG，Auxiliary Model

based Generalized Stochastic Gradient algorithm) :

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + φ̂( t)r( t) e( t) ， ( 309)

e( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t － 1) ， ( 310)
r( t) = r( t － 1) +‖φ̂( t) ‖2， r( 0) = 1，( 311)
φ̂( t) =［φ̂T

s ( t) ，－ ŵ( t － 1) ，－ ŵ( t － 2) ，…，
－ ŵ( t － nc) ］

T， ( 312)
φ̂s( t) =［－ x̂( t －1) ，－ x̂( t －2) ，…，－ x̂( t － na) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T，( 313)

x̂( t) = φ̂T
s ( t) θ̂s ( t) ， ( 314)

ŵ( t) = y( t) － x̂( t) ， ( 315)
θ̂( t) =［̂θTs ( t) ，̂c1 ( t) ，̂c2 ( t) ，…，̂cnc ( t) ］

T，( 316)
θ̂s ( t) =［̂a1 ( t) ，̂a2 ( t) ，…，̂ana ( t) ，̂b1 ( t) ，

b̂2 ( t) ，…，̂bnb ( t) ］
T ． ( 317)

辨识 OEAR系统参数向量 θ的辅助模型多新息
广义随机梯度算法 ( AM-MI-GSG，Auxiliary Model
based Multi-Innovation Generalized Stochastic Gradient
algorithm) 如下:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + Φ̂( p，t)r( t) E( p，t) ， ( 318)

E( p，t) = Y( p，t) － Φ̂T ( p，t) θ̂( t － 1) ， ( 319)
r( t) = r( t － 1) +‖φ̂( t) ‖2， r( 0) = 1，( 320)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T，( 321)
Φ̂( p，t) =［̂φ( t) ，̂φ( t －1) ，…，̂φ( t －p +1) ］， ( 322)
φ̂( t) =［φ̂T

s ( t) ，－ ŵ( t － 1) ，－ ŵ( t － 2) ，
…，－ ŵ( t － nc) ］

T， ( 323)
φ̂s( t) =［－ x̂( t －1) ，－ x̂( t －2) ，…，－ x̂( t － na) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T，( 324)

x̂( t) = φ̂T
s ( t) θ̂s ( t) ， ( 325)

ŵ( t) = y( t) － x̂( t) ， ( 326)
θ̂( t) =［̂θTs ( t) ，̂c1 ( t) ，̂c2 ( t) ，…，̂cnc ( t) ］

T，( 327)
θ̂s ( t) =［̂a1 ( t) ，̂a2 ( t) ，…，̂ana ( t) ，̂b1 ( t) ，

b̂2 ( t) ，…，̂bnb ( t) ］
T ． ( 328)

辨识 OEAR系统参数向量 θ的辅助模型多新息
广义最小二乘算法 ( AM-MI-GLS，Auxiliary Model
based Multi-Innovation Generalized Least Squares algo-
rithm) 如下:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + L( t) ［Y( p，t) －
Φ̂T ( p，t) θ̂( t － 1) ］， ( 329)

L( t) = P( t － 1) Φ̂( p，t) ［Ip +
Φ̂T ( p，t) P( t － 1) Φ̂( p，t) ］－ 1， ( 330)

P( t) = P( t － 1) － L( t) Φ̂T ( p，t) P( t － 1) ，
P( 0) = p0I， ( 331)
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Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T，( 332)
Φ̂( p，t) =［̂φ( t) ，̂φ( t －1) ，…，̂φ( t －p +1) ］， ( 333)
φ̂( t) =［φ̂T

s ( t) ，－ ŵ( t － 1) ，－ ŵ( t － 2) ，
…，－ ŵ( t － nc) ］

T， ( 334)
φ̂s( t) =［－ x̂( t －1) ，－ x̂( t －2) ，…，－ x̂( t － na) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T，( 335)

x̂( t) = φ̂T
s ( t) θ̂s ( t) ， ( 336)

ŵ( t) = y( t) － x̂( t) ， ( 337)
θ̂( t) =［̂θTs ( t) ，̂c1 ( t) ，̂c2 ( t) ，…，̂cnc ( t) ］

T， ( 338)
θ̂s ( t) =［̂a1 ( t) ，̂a2 ( t) ，…，̂ana ( t) ，̂b1 ( t) ，

b̂2 ( t) ，…，̂bnb ( t) ］
T ． ( 339)

8． 4 Box-Jenkins系统(BJ)
考虑下列 Box-Jenkins系统

y( t) = B( z)
A( z) u( t) +

D( z)
C( z) v( t) ． ( 340)

定义系统真实输出 x( t) 和噪声模型输出 w( t) 分别为

x( t) : = B( z)
A( z) u( t) ， ( 341)

w( t) : = D( z)
C( z) v( t) ． ( 342)

定义参数向量 θ和和信息向量 φ( t) 分别为

θ: =
θs
θ[ ]
n

∈Rna + nb + nc + nd，

θs : =［a1，a2，…，ana，b1，b2，…，bnb］
T∈Rna + nb，

θn : =［c1，c2，…，cnc，d1，d2，…，dnd］
T∈Rnc + nd，

φ( t) : =
φs ( t)

φn ( t[ ]) ∈Rna + nb + nc + nd，

φs( t) : =［－ x( t －1) ，－ x( t －2) ，…，－ x( t － na) ，

u( t －1) ，u( t －2) ，…，u( t － nb) ］
T∈Rna + nb，

φn( t) : =［－w( t －1) ，－w( t －2) ，…，－w( t － nc) ，

v( t － 1) ，v( t － 2) ，…，v( t － nd) ］
T∈Rnc + nd ．

由式( 341) —( 342) 可得
x( t) = φT

s ( t) θs， ( 343)
w( t) =［1 －C( z) ］w( t) +［D( z) －1］v( t) + v( t) =

φT
n ( t) θn + v( t) ， ( 344)

把式( 341) 和( 342) 代入式( 340) 可得
y( t) = x( t) + w( t) =φT

s ( t) θs +φ
T
n ( t) θn + v( t) =

［φT
s ( t) ，φ

T
n ( t) ］

θs
θ[ ]
n

+ v( t) =

φT ( t) θ + v( t) ． ( 345)
辨识 Box-Jenkins 系统参数向量 θ 的辅助模型

广义增广随机梯度算法 ( AM-GESG，Auxiliary Model
based Generalized Extended Stochastic Gradient algo-

rithm) 如下:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + φ̂( t)r( t) e( t) ， ( 346)

e( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t － 1) ， ( 347)
r( t) = r( t － 1) +‖φ̂( t) ‖2， r( 0) = 1，( 348)

φ̂( t) =
φ̂s ( t)

φ̂n ( t[ ]) ， θ̂( t) =
θ̂s ( t)

θ̂n ( t[ ]) ， ( 349)
φ̂s ( t) =［－ x̂( t －1) ，－ x̂( t －2) ，…，－ x̂( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T，( 350)

φ̂n( t) =［－ ŵ( t －1) ，－ ŵ( t －2) ，…，－ ŵ( t － nc) ，

v̂( t － 1) ，̂v( t － 2) ，…，̂v( t － nd) ］
T， ( 351)

x̂( t) = φ̂T
s ( t) θ̂s ( t) ， ( 352)

ŵ( t) = y( t) － x̂( t) ， ( 353)
v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t) ． ( 354)
辨识 Box-Jenkins系统参数向量 θ的辅助模型多

新息广义增广随机梯度算法 ( AM-MI-GESG，Auxil-
iary Model based Multi － Innovation Generalized Ex-
tended Stochastic Gradient algorithm) ［41］如下:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + Φ̂( p，t)r( t) E( p，t) ， ( 355)

E( p，t) = Y( p，t) － Φ̂T ( p，t) θ̂( t － 1) ， ( 356)
r( t) = r( t － 1) +‖φ̂( t) ‖2， r( 0) = 1，( 357)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T，( 358)
Φ̂( p，t) =［̂φ( t) ，̂φ( t －1) ，…，̂φ( t －p +1) ］， ( 359)

φ̂( t) =
φ̂s ( t)

φ̂n ( t[ ]) ， θ̂( t) =
θ̂s ( t)

θ̂n ( t[ ]) ， ( 360)
φ̂s ( t) =［－ x̂( t －1) ，－ x̂( t －2) ，…，－ x̂( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T，( 361)

φ̂n( t) =［－ ŵ( t －1) ，－ ŵ( t －2) ，…，－ ŵ( t － nc) ，

v̂( t － 1) ，̂v( t － 2) ，…，̂v( t － nd) ］
T， ( 362)

x̂( t) = φ̂T
s ( t) θ̂s ( t) ， ( 363)

ŵ( t) = y( t) － x̂( t) ， ( 364)
v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t) ． ( 365)
当新息长度 p = 1 时，AM-MI-GESG 算法退化为

AM-GESG算法．
辨识 Box-Jenkins系统参数向量 θ的辅助模型多

新息广义增广最小二乘算法( AM-MI-GELS，Auxiliary
Model based Multi-Innovation Generalized Extended
Least Squares algorithm) 如下:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + L( t) ［Y( p，t) －
Φ̂T ( p，t) θ̂( t － 1) ］， ( 366)

L( t) = P( t － 1) Φ̂( p，t) ［Ip +

Φ̂T ( p，t) P( t － 1) Φ̂( p，t) ］－ 1， ( 367)
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P( t) = P( t － 1) － L( t) Φ̂T ( p，t) P( t － 1) ，
P( 0) = p0I， ( 368)

Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T，( 369)
Φ̂( p，t) =［̂φ( t) ，̂φ( t －1) ，…，̂φ( t －p +1) ］， ( 370)

φ̂( t) =
φ̂s ( t)

φ̂n ( t[ ]) ， θ̂( t) =
θ̂s ( t)

θ̂n ( t[ ]) ， ( 371)
φ̂s( t) =［－ x̂( t －1) ，－ x̂( t －2) ，…，－ x̂( t － na) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T，( 372)

φ̂n( t) =［－ ŵ( t －1) ，－ ŵ( t －2) ，…，－ ŵ( t － nc) ，

v̂( t － 1) ，̂v( t － 2) ，…，̂v( t － nc) ］
T， ( 373)

x̂( t) = φ̂T
s ( t) θ̂s ( t) ， ( 374)

ŵ( t) = y( t) － x̂( t) ， ( 375)
v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t) ． ( 376)

9 输入非线性受控自回归自回归滑动平均
系统( IN-CARARMA)

考虑下列输入非线性受控自回归自回归滑动平

均系统 ( IN-CARARMA，Input Nonlinear CARARMA
system) ［5］:

A( z) y( t) = B( z) 珔u( t) + D( z)
C( z) v( t) ， ( 377)

其结构如图 4 所示，其非线性部分方程为
珔u( t) = f( u( t) ) = γ1 f1 ( u( t) ) + γ2 f2 ( u( t) ) +

… + γmfm ( u( t) ) = f( u( t) ) γ， ( 378)
其中 f ( u ( t ) ) : = ［f1 ( u ( t ) ) ，f2 ( u ( t ) ) ，…，
fm ( u( t) ) ］∈R1 × m

是基函数构成的行向量，γ: =
［γ1，γ2，…，γm］

T∈Rm
是非线性部分的参数向量．同

样假定了多项式

B( z) : = b0 + b1 z
－ 1 + b2 z

－ 2 +… + bnbz
－ nb ( 379)

的首项系数 b0 = 1．当然也可假定
B( z) : = z － 1 + b2 z

－ 2 + b3 z
－ 3 +… + bnbz

－ nb ．

图 4 输入非线性受控自回归自回归
滑动平均系统( IN-CARARMA)

Fig． 4 The input nonlinear CARARMA system

定义中间相关噪声变量:

w( t) : = D( z)
C( z) v( t) ． ( 380)

定义参数向量 θ和信息向量 φ( t) 如下:

θ: =
θs
θ[ ]
n

∈Rna + nb +m + nc + nd， θs : =
a
b









γ
∈Rna + nb +m，

θn : = [ ]cd ∈Rnc + nd，

a: =

a1

a2


an













a

∈Rna， b: =

b1
b2

bn













b

∈Rnb，

c: =

c1
c2

cn













c

∈Rnc， d: =

d1

d2


dn













d

∈Rnd，

φ( t) : =［φT
s ( t) ，－ w( t － 1) ，－ w( t － 2) ，…，

－ w( t － nc ) ，v( t － 1) ，v( t － 2) ，…，
v( t － nd) ］

T∈Rna + nb + m + nc + nd，

φs( t) : =［－ y( t －1) ，－ y( t －2) ，…，－ y( t － na) ，

珔u( t －1) ，珔u( t －2) ，…，珔u( t － nb ) ，f( u( t) ) ］∈
Rna + nb + m．

将式( 378) 和( 380) 代入式( 377) ，可得辨识模型
y( t) =［1 － A( z) ］y( t) +［B( z) － 1］珔u( t) +

珔u( t) + w( t) = φT
s ( t) θs + w( t) = ( 381)

φT
s ( t) θs +［1 －C( z) ］w( t) +［D( z) －1］v( t) +v( t) =

φT ( t) θ + v( t) ． ( 382)
信息向量 φ( t) 中未知中间变量 珔u( t － i) 用辅助

模型的输出 珔û( t － i) 代替，未知相关噪声项 w( t － i)
和白噪声项 v( t － i) 分别用其估计 ŵ( t － i) 和 v̂( t －
i) 代替，可以得到估计 IN-CARARMA 系统参数向量
θ的辅助模型广义增广随机梯度识算法 ( AM-
GESG) :

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + φ̂( t)r( t) e( t) ， ( 383)

e( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t － 1) ， ( 384)
r( t) = r( t － 1) +‖φ̂( t) ‖2， r( 0) = 1，( 385)
φ̂( t) =［φ̂T

s ( t) ，－ ŵ( t － 1) ，－ ŵ( t － 2) ，…，
－ ŵ( t － nc) ，̂v( t －1) ，̂v( t －2) ，…，̂v( t － nd) ］

T， ( 386)
φ̂s( t) =［－ y( t －1) ，－ y( t －2) ，…，－ y( t － na) ，

珔û( t － 1) ，珔û( t － 2) ，…，珔û( t － nb ) ，f( u( t) ) ］
T，( 387)

珔û( t) = f( u( t) ) γ̂( t) ， ( 388)
f( u( t) ) =［f1 ( u( t) ) ，f2 ( u( t) ) ，…，

fm ( u( t) ) ］， ( 389)
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θ̂( t) =
θ̂s ( t)

θ̂n ( t[ ]) ， θ̂s ( t) =

â( t)

b̂( t)
γ̂( t









)

， ( 390)

ŵ( t) = y( t) － φ̂T
s ( t) θ̂s ( t) ， ( 391)

v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t) ． ( 392)
估计 IN-CARARMA 系统参数向量 θ 的辅助模

型多新息广义增广随机梯度算法 ( AM-MI-GESG，
Auxiliary Model based Multi-Innovation Generalized
Extended Stochastic Gradient algorithm) 如下:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + Φ̂( p，t)r( t) E( p，t) ， ( 393)

E( p，t) = Y( p，t) － Φ̂T ( p，t) θ̂( t － 1) ， ( 394)
r( t) = r( t － 1) +‖φ̂( t) ‖2，r( 0) = 1， ( 395)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T，( 396)
Φ̂( p，t) =［̂φ( t) ，̂φ( t －1) ，…，̂φ( t －p +1) ］， ( 397)
φ̂( t) =［φ̂T

s ( t) ，－ ŵ( t － 1) ，－ ŵ( t － 2) ，…，
－ ŵ( t － nc ) ，̂v( t －1) ，̂v( t －2) ，…，̂v( t － nd) ］

T，( 398)
φ̂s( t) =［－ y( t －1) ，－ y( t －2) ，…，－ y( t － na) ，

珔û( t － 1) ，珔û( t － 2) ，…，珔û( t － nb ) ，f( u( t) ) ］
T，( 399)

珔û( t) = f( u( t) ) γ̂( t) ， ( 400)
f( u( t) ) =［f1 ( u( t) ) ，f2 ( u( t) ) ，

…，fm ( u( t) ) ］， ( 401)

θ̂( t) =
θ̂s ( t)

θ̂n ( t[ ]) ， θ̂s ( t) =

â( t)

b̂( t)
γ̂( t









)

， ( 402)

ŵ( t) = y( t) － φ̂T
s ( t) θ̂s ( t) ， ( 403)

v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t) ． ( 404)
估计 IN-CARARMA 系统参数向量 θ 的辅助模

型多新息广义增广最小二乘算法 ( AM-MI-GELS，
Auxiliary Model based Multi-Innovation Generalized
Extended Least Squares algorithm) 如下:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + L( t) ［Y( p，t) －
Φ̂T ( p，t) θ̂( t － 1) ］， ( 405)

L( t) = P( t － 1) Φ̂( p，t) ［Ip +

Φ̂T ( p，t) P( t － 1) Φ̂( p，t) ］－ 1， ( 406)
P( t) = P( t － 1) － L( t) Φ̂T ( p，t) P( t － 1) ，

P( 0) = p0I， ( 407)
Y( p，t) =［y( t) ，y( t －1) ，…，y( t －p +1) ］T，( 408)
Φ̂( p，t) =［̂φ( t) ，̂φ( t －1) ，…，̂φ( t －p +1) ］， ( 409)
φ̂( t) =［φ̂T

s ( t) ，－ ŵ( t － 1) ，－ ŵ( t － 2) ，…，
－ ŵ( t － nc ) ，̂v( t －1) ，̂v( t －2) ，…，̂v( t － nd) ］

T，( 410)
φ̂s( t) =［－ y( t －1) ，－ y( t －2) ，…，－ y( t － na) ，

珔û( t － 1) ，珔û( t － 2) ，…，珔û( t － nb ) ，f( u( t) ) ］
T，( 411)

珔û( t) = f( u( t) ) γ̂( t) ， ( 412)
f( u( t) ) =［f1 ( u( t) ) ，f2 ( u( t) ) ，

…，fm ( u( t) ) ］， ( 413)

θ̂( t) =
θ̂s ( t)

θ̂n ( t[ ]) ， θ̂s ( t) =

â( t)

b̂( t)
γ̂( t









)

， ( 414)

ŵ( t) = y( t) － φ̂T
s ( t) θ̂s ( t) ， ( 415)

v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t) ． ( 416)
本节讨论了输入非线性 CARARMA系统的辅助

模型广义增广随机梯度算法、辅助模型多新息广义
增广随机梯度算法、辅助模型广义增广最小二乘算
法，它包括了输入非线性 FIR系统( IN-FIR) 、输入非
线性 CARMA系统( IN-CARMA) 、输入非线性 CAR-
AR系统( IN-CARAR) 等特殊情形． 这个方法可以推
广到输入非线性输出误差系统 ( IN-OE) 、输入非线
性输出误差滑动平均系统( IN-OEMA) 、输入非线性
输出误差自回归系统( IN-OEAR) 和输入非线性 Box-
Jenkins系统 ( IN-BJ) ． 这些辨识算法的收敛性分析
( 参数估计的一致收敛性，估计误差的有界收敛性)

仍然是控制科学家有待解决的辨识难题．

10 多新息观测器和多新息卡尔曼滤波器
(MI-Observer and MI-KF)

10. 1 多新息观测器(MI-Observer)
考虑离散时间状态空间模型描述的系统

x( t + 1) = Ax( t) + Bu( t) ，
y( t) = Cx( t) +Du( t{ ) ，

( 417)

其中 x( t) ∈Rn
为状态向量，u( t) ∈Rr

为输入向量，

y( t) ∈Rm
为输出向量，A∈Rn × n，B∈Rn × r，C∈Rm × n

和 D∈Rm × r
为系统参数矩阵．

系统( 417) 的闭环观测器为
x̂( t + 1) = Ax̂( t) + Bu( t) + L［y( t) － ŷ( t) ］= :

Ax̂( t) + Bu( t) + Le( t) ，
ŷ( t) = Cx̂( t) +Du( t){ ．
其中 L∈Rn × m

为增益矩阵，e ( t) : = y ( t) － ŷ ( t) =
y( t) － Cx̂( t) －Du( t) 为向量新息，用于反馈校正观
测器状态偏差．扩展 e( t) 则得到多新息观测器:

x̂( t + 1) = Ax̂( t) + Bu( t) +∑
p

i = 1
L ie( t － i + 1) ，

ŷ( t) = Cx̂( t) + Du( t) ，
e( t) = y( t) － ŷ( t) = y( t) － Cx̂( t) － Du( t)

{
．
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其中 L i∈Rn × m
为增益矩阵，p为新息长度．

10. 2 多新息卡尔曼滤波器(Multi-innovation Kal-
man filter)
考虑下列随机系统状态空间模型

x( t + 1) = Ax( t) + Bu( t) + w( t) ，
y( t) = Cx( t) +Du( t) + v( t){ ．

( 418)

其中 x( t) ∈Rn
为状态向量，u( t) ∈Rr

为输入向量，

y( t) ∈Rm
为输出向量，w( t) ∈Rn

为零均值过程噪

声向量( process noise vector) ，v( t) ∈Rm
为零均值观

测噪声向量( observation noise vector) ，A∈Rn × n，B∈
Rn × r，C∈Rm × n

和 D∈Rm × r
为系统参数矩阵，E［w( t)

wT ( t) ］= Rw∈Rn × n，E［v( t) vT ( t) ］= Rv∈Rm × m．
假设白噪声过程{ w( t) } 和{ v ( t) } 与系统输入

{ u( t) }不相关，一步超前卡尔曼状态估计算法( one-
step ahead Kalman state estimation algorithm) 或卡尔
曼状态滤波算法( 卡尔曼新息滤波器) 如下:

x̂( t + 1) = Ax̂( t) + Bu( t) + L( t) e( t) ，
L( t) = AP( t) CT［Rv + CP( t) C

T］－ 1，

P( t + 1) = AP( t) AT + Rw －

AP( t) CT［Rv + CP( t) C
T］－ 1CP( t) AT










．

其中 L( t) ∈Rn × m
为时变增益矩阵，e ( t) : = y ( t) －

ŷ( t) = y( t) － Cx̂( t) －Du( t) 为向量新息．扩展 e( t)
为新息矩阵

E( p，t) =

e( t)
e( t － 1)
e( t － 2)


e( t － p + 1















)

=

y( t) －Cx̂( t) －Du( t)
y( t －1) －Cx̂( t －1) －Du( t －1)
y( t －2) －Cx̂( t －2) －Du( t －2)


y( t － p +1) －Cx̂( t － p +1) －Du( t － p +1















)

∈R( mp) ，

得到多新息卡尔曼状态估计算法( 多新息卡尔曼状

态滤波算法，多新息卡尔曼新息滤波器)

x̂( t + 1) =
Ax̂( t) + Bu( t) +［L1 ( t) ，L2 ( t) ，…，Lp ( t) ］E( p，t) =

Ax̂( t) + Bu( t) +∑
p

i = 1
L i ( t) e( t － i + 1) ．

这里可取增益矩阵 L i ( t) = L( t － i + 1) ．
多新息卡尔曼滤波器优于( 至少等于) 卡尔曼滤

波器，因为只需取 L1 ( t) = L( t) ，L2 ( t) = L3 ( t) =… =
Lp ( t) = 0．

11 结语

系统辨识是利用系统采样数据信息辨识系统数

学模型参数的过程． 多新息辨识方法是充分利用和
扩展辨识新息的一种辨识方法，即通过对辨识新息

的扩展，从标量新息到新息向量，从向量新息到新息

矩阵，提出的一种基于新息的辨识理论与方法．这种
多新息辨识理论可以发展到观测器设计和卡尔曼滤

波中，研究和提出多新息观测器设计和多新息卡尔

曼滤波理论与方法．
多新息辨识方法是系统辨识的一个重要分支．

本文详细讨论了线性回归模型、方程误差类系统、输
出误差类系统、输入非线性系统的多新息梯度型辨
识方法和多新息最小二乘类辨识方法等，简单说明

了多新息辨识理论可以应用于观测器设计和卡尔曼

滤波器的设计．这些方法也可推广到输出非线性方
程误差类系统和输出非线性输出误差类系统，以及

反馈非线性系统． 一些有色噪声干扰系统多新息辨
识算法的收敛性分析仍然是辨识领域有待解决的困

难课题．
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System identification． Part F: Multi-innovation
identification theory and methods
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Abstract Multi-innovation identification is an important branch of system identification． The innovation is the use-
ful information that can improve parameter estimation or state estimation accuracies． This paper discusses various
multi-innovation identification methods for linear regression models，including the multi-innovation projection algo-
rithm，the multi-innovation stochastic gradient algorithm，the multi-innovation forgetting gradient algorithm，the inter-
val-varying multi-innovation stochastic gradient algorithm，the multi-innovation least squares algorithm，the interval-
varying multi-innovation least squares algorithm，and so on． We give the stochastic gradient algorithm，the multi-in-
novation stochastic gradient algorithm and the multi-innovation least squares identification algorithm for equation
error type systems，output error type systems and input nonlinear systems． Finally，we state that the multi-innovation
identification theory can be developed to multi-innovation observer and multi-innovation Kalman filtering theory．
Key words iterative identification; recursive identification; parameter estimation; FIR model; equation error model;
CAR model; CARMA model; CARAR model; CARARMA model; output error model; OEMA model; OEAR model;
auxiliary model identification; multi-innovation identification; hierarchical identification; coupled identification
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