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摘要

GM( 1，1) 模型是灰色系统理论的核

心预测模型，对 GM( 1，1 ) 模型的建模条

件进行研究是提高模拟精度的基础． 采

用理论证明和数值算例相结合的方法对

GM( 1，1 ) 模型的建模条件进行研究，拓

展了经典灰色预测模型的级比判定条

件． 结果表明: 当原始序列的累加序列值

都相等时，发展系数不存在; 提高原始序

列光 滑 度 不 是 提 高 模 拟 精 度 的 充 分

条件．
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0 引言

GM( 1，1) 模型是灰色预测理论的基本模型，自创立以来得到了

广泛应用，通过对灰色预测模型进行拓展，提出了诸多新思路、新模

型和新方法，发展了灰色预测理论体系
［1-2］． 发展 GM( 1，1 ) 模型建模

新技术，提高灰色预测精度，其关键在于研究 GM( 1，1 ) 模型的性质，

找出 GM( 1，1) 模型建模的条件
［3］，因此对于灰色预测建模条件进行

研究具有重要意义． 邓聚龙
［4-5］

建立了 GM( 1，1) 模型参数包的求解方

法; 并对只需要 4 个数据就能建立 GM( 1，1) 模型进行了理论证明
［6］．

李希灿在文献［7］中的研究表明原始序列乘以常数 ρ 后，发展系数及

误差均不变，但灰色输出 b 及预测值均扩大 ρ 倍． 肖新平等
［8-9］

分别讨

论了 GM( 1，N) 模型和 GM( 0，N) 模型的数乘变换影响． 李炳乾
［10］

研

究了原始序列特征与发展系数的关系，结果表明若原始序列是单调

递增序列，则 a ＜ 0; 若原始序列为单调递减序列，则 a ＞ 0． 邓聚龙
［11］

还研究了投入系数 b 的边界区间问题． 冯利华
［12］

得到预测值增大的 3
个充分条件，即计算零点升高、序列的第 2 项减少、累加次数增多． 刘

思峰等
［13］

研究了发展系数的取值条件，讨论了 GM( 1，1) 模型的适用

范围．
以上学者在经典 GM( 1，1 ) 模型的参数特性、建模条件和适用范

围方面的研究取得了较大成就． 本文将研究经典 GM( 1，1 ) 模型发展

系数存在的初始条件，对于级比、光滑比建模条件存在的问题进行探

讨，拓展经典 GM( 1，1) 模型的级比判定条件．

1 GM( 1，1) 模型

定义 1 设X( 0) = { x( 0) ( 1) ，x( 0) ( 1) ，…，x( 0) ( n) } ，X( 1) {= x( 1) ( 1) ，

x( 1) ( 1) ，…，x( 1) ( n) } ，Z( 1) ={ z( 1) ( 1) ，z( 1) ( 1) ，…，z( 1) ( n }) ，其中 z( 1) ( k) =
0. 5( x ( 1) ( k) + x ( 1) ( k － 1) ) ，则称 x ( 1) ( k) + az( 1) ( k) = b 为 GM( 1，1)

模型的基本形式，a 为发展系数，b 为灰色作用量．
GM( 1，1) 模型的时间响应式为

［1］

x̂ ( 1) ( k + 1) = x ( 0) ( 1) － b( )a
e －ak + b

a ，k = 1，2，…，n． ( 1)

还原值

x̂ ( 0) ( k + 1) = x̂ ( 1) ( k + 1) － x̂ ( 1) ( k) = ( 1 － ea ) x ( 0) ( 1) － b( )a
e －ak ;



k = 1，2，…，n． ( 2)

称 X̂ ( 0) = { x̂ ( 0) ( 1) ，̂x ( 0) ( 1) ，…，̂x ( 0) ( n) } 为 X ( 0)
的

模拟序列，̂x ( 1) ( k + 1) 为 x ( 1) ( k + 1) 的模拟值．
GM( 1，1) 模型的求解公式

a =

1
n － 1∑

n

k =2
x( 0) ( k)∑

n

k =2
z( 1) ( k) －∑

n

k =2
x( 0) ( k) z( 1) ( k)

∑
n

k =2
( z( 1) ( k) ) 2 － 1

n － (1 ∑
n

k =2
z( 1) ( k ))

2
，( 3)

b = 1
n － 1 ∑

n

k = 2
x ( 0) ( k) + a∑

n

k = 2
z( 1) ( k[ ]) ． ( 4)

2 GM( 1，1) 模型建模条件

引理1 令非负序列 X( 0) ={ x( 0) ( 1) ，x( 0) ( 2) ，…，

x( 0) ( n) } ，X( 1) = { x( 1) ( 1) ，x( 1) ( 2) ，…，x( 1) ( n) } ，其

中 x( 1) ( k) = ∑
k

i = 1
x( 0) ( i) ，k = 1，2，…，n． 令 Z( 1) =

{ z( 1) ( 1) ，z( 1) ( 2) ，…，z( 1) ( n) } ，z( 1) ( k) = 0. 5( x( 1) ( k) +
x ( 1) ( k － 1) ) ． 若 x ( 0) ( k) = 0，k = 2，3，…，n 不成立，

则 z( 1) ( k) = z( 1) ( k + 1) ，k = 2，3，…，n － 1 不成立．
证明 引理 1 成立的条件是其逆否命题成立，

即“若 z( 1) ( k) = z( 1) ( k + 1) ，k = 2，3，…，n － 1 成立，

则 x ( 0) ( k) = 0，k = 2，3，…，n．”
若 z( 1) ( k) ，k = 2，3，…，n 同时相等，即 z( 1) ( k) =

z( 1) ( k + 1) ． k = 2，3，…，n － 1．
由 z( 1) ( k) = 0. 5( x ( 1) ( k) + x ( 1) ( k － 1) ) ，k =

2，3，…，n 得

0. 5( x ( 1) ( k) + x ( 1) ( k － 1) ) =
0. 5( x ( 1) ( k + 1) + x ( 1) ( k) ) ， ( 5)

x( 1) ( k － 1) = x( 1) ( k + 1) ，k = 2，3，…，n． ( 6)

由 x ( 1) ( k) = ∑
k

i = 1
x ( 0) ( i) ，k = 1，2，…，n，得

∑
k－1

i = 1
x ( 0) ( i) = ∑

k+1

i = 1
x ( 0) ( i) ． ( 7)

由∑
k+1

i = 1
x ( 0) ( i) =∑

k－1

i = 1
x ( 0) ( i) + x ( 0) ( k) + x ( 0) ( k + 1) ，

得

∑
k－1

i =1
x( 0) ( i) =∑

k－1

i =1
x( 0) ( i) + x( 0) ( k) + x( 0) ( k + 1) ． ( 8)

即 x ( 0) ( k) + x ( 0) ( k + 1) = 0，由于 x ( 0) ( k) 非

负，则

x ( 0) ( k) = 0，k = 2，3，…，n． ( 9)

若 X ( 0) ≠ { λ，0，0，…，0} ，则 z( 1) ( k) ，k = 2，3，…，n
不同时相等．

定理 1 令 X ( 0) ，X ( 1) ，Z ( 1)
定义如引理 1 所述，

BT = － z( 1) ( 2) － z( 1) ( 3) … － z( 1) ( n)

1 1 …[ ]1
． 若

x ( 0) ( k) = 0，k = 2，3，…，n 不成立，则 BTB 可逆．
证明 只需要证明 | BTB |≠ 0．

BTB = － z( 1) ( 2) － z( 1) ( 3) … － z( 1) ( n)

1 1 …[ ]1
·

－ z( 1) ( 2) － z( 1) ( 3) … － z( 1) ( n)

1 1 …[ ]1

T

=

∑
n

k = 2
( z( 1) ( k) ) 2 －∑

n

k = 2
z( 1) ( k)

－∑
n

k = 2
z( 1) ( k) n －











1
． ( 10)

则

| BTB | = ( n － 1)∑
n

k =2
( z( 1) ( k) ) 2 (－ ∑

n

k =2
z( 1) ( k ))

2
． ( 11)

令 ηk = z( 1) ( k) ，则

| BTB | = ( n － 1)∑
n

k = 2
η2

k (－ ∑
n

k = 2
η )k

2
． ( 12)

用数学归纳法证明． 因为建立 GM 模型需要至

少 4 个数据，当 n = 4 时，

( η2 － η3 ) 2 + ( η2 － η4 ) 2 + ( η3 － η4 ) 2 ≥ 0． ( 13)

若 x ( 0) ( k) = 0，k = 2，3，…，n 不成立，由引理 1，

ηk ( k = 2，3，4) 不同时相等，则

( η2 － η3 ) 2 + ( η2 － η4 ) 2 + ( η3 － η4 ) 2 ＞ 0， ( 14)

2( η2
2 + η2

3 + η2
4 ) ＞ 2η2η3 + 2η2η4 + 2η3η4， ( 15)

3( η2
2 + η2

3 + η2
4 ) ＞ ( η2 + η3 + η4 ) 2 ． ( 16)

即当 n = 4 时，( n － 1)∑
n

k = 2
η2

k (＞ ∑
n

k = 2
η )k

2

成立．

假定当 n = i 时，( i － 1)∑
i

k = 2
η2

k (＞ ∑
i

k = 2
η )k

2

成

立，则当 n = i + 1 时，由于 x ( 0) ( k) = 0，k = 2，3，…，

n 不成立，由引理 1，ηk ( k = 2，3，…，i + 1) 不同时相

等，结论成立． 则

∑
i

k = 2
( ηi +1 － ηk )

2 ＞ 0， ( 17)

( ηi +1 － η2 ) 2 + ( ηi +1 － η3 ) 2 + ( ηi +1 － η4 ) 2 +
… + ( ηi +1 － ηi )

2 ＞ 0， ( 18)

∑
i

k = 2
η2

k + ( i － 1) η2
i +1 － 2ηi +1∑

i

k = 2
ηk ＞ 0， ( 19)

∑
i

k = 2
η2

k + ( i － 1) η2
i +1 ＞ 2ηi +1∑

i

k = 2
ηk， ( 20)

∑
i

k = 2
η2

k + iη2
i +1 ＞ 2ηi +1∑

i

k = 2
ηk + η2

i +1 ． ( 21)
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由 ( i － 1)∑
i

k = 2
η2

k (＞ ∑
i

k = 2
η )k

2
，则

( i － 1)∑
i

k = 2
η2

k +∑
i

k = 2
η2

k + iη2
i +1

(
＞

∑
i

k = 2
η )k

2
+ 2ηi +1∑

i

k = 2
ηk + η2

i +1， ( 22)

i∑
i

k = 2
η2

k +∑
i

k = 2
η2

k －∑
i

k = 2
η2

k + iη2
i +1

(
＞

∑
i

k = 2
η )k

2
+ 2ηi +1∑

i

k = 2
ηk + η2

i +1， ( 23)

i∑
i

k =2
η2

k + iη2
i+1 (＞ ∑

i

k =2
η )k

2
+ 2ηi+1∑

i

k =2
ηk + η2

i+1， ( 24)

(i ∑
i

k = 2
η2

k + η2
i + )1 (＞ ∑

i

k = 2
ηk + ηi + )1

2
， ( 25)

i∑
i +1

k = 2
η2

k (＞ ∑
i +1

k = 2
η )k

2
． ( 26)

即当 n = i + 1 时，i∑
i +1

k = 2
η2

k (＞ ∑
i +1

k = 2
η )k

2

成立，则当

x ( 0) ( k) ，k = 2，3，…，n 不同时相等时 BTB 可逆．

定义 2［4］
令i与j 为连续灰数，

～

i∈i


～

i ∈［ai，bi］，
～

j ∈ j
～

j ∈［aj，bj］，［ai，bj］

为联通区间; 令 Opr 为除运算，则有连续覆盖除运

算为


～

iOpr 
～

j∈i Oprj，Opr ÷ ，
～

i / 
～

j ∈

min ai

aj
，
ai

bj
，
bi

aj
，
bi

b{ }
j

，max ai

aj
，
ai

bj
，
bi

aj
，
bi

b{ }[ ]
j

． ( 27)

注: 定义 2 即文献［4］定义 2. 38．
定义 2 默认 bi ≥ ai ≥ 0，bj ≥ aj ≥ 0．

命 题 1［4］
令 X ( 0) = { x ( 0) ( 1) ，x ( 0) ( 2) ，…，

x ( 0) ( n) } ，令 X ( 0)
的 GM( 1，1) 建模为 GM  AGO:

X ( 0) → ( a，b) ，a 为发展系数，a = CD － ( n － 1) E
( n － 1) F － C2 ，

若有 x ( 0) ( k) ∈［0，β］，k = 1，2，…，n，则 a 的覆盖为

a∈ － 2
n + 1， 2

n +( )1 ．

命题 1 可参见文献［4］定 理 3. 13． 部 分 证 明

如下．

由 a =
Δa

Δ
，Δa ∈［－ H，H］，Δ∈［L，M］，其中

H = β2

2 ( n2 － 1) ( n － 1) ，L = － β2

4 ( n2 － 1) 2，

M = β2

4 ( n － 1 () 1
3 n( 4n2 － 1) － )1 ． ( 28)

由定义 2 知

a =
Δa

Δ [∈ min － H
L ，HL ，－ H

M ，H{ }M
，

max － H
L ，HL ，－ H

M ，H{ } ]M
． ( 29)

灰色系统建模需要至少 4 个数据，即 n≥4，则容

易证明

L = － β2

4 ( n2 － 1) 2 ≤ 0，

M = β2
4 ( n － 1 () 1

3 n( 4n2 － 1) － )1 ≥ 0． ( 30)

因此 a =
Δa

Δ [∈ {min － H
L ，H

L ，－ H
M ，H }M ，

{max － H
L ，HL ，－ H

M ，H } ]M 成立的条件不充分．

结论 a∈ － 2
n + 1， 2

n +( )1 成立的条件不充分．

级比 σ( k) ∈ e
－2
n+1，e

2
n+( )1 成立的条件不充分． 命题 1

成立的条件不充分．
假如 σ( k) ∈ e

－2
n+1，e

2
n+( )1 成立，由此产生的结论

是 X ( 0)
的数据越多，n 越大，级比覆盖越靠近 1［4］，而

级比越接近于 1，通常模拟精度越高，这显然与 GM
( 1，1) 模型小样本建模比大样本建模具有更高精度

不符合．
定理 2［14］

令 X ( 0) = { x ( 0) ( 1) ，x ( 0) ( 2) ，…，

x ( 0) ( n) } ，其中 x ( 0) ( k) = ak，x ( 1) ( k) = ∑
k

i = 1
x ( 0) ( i) ，

x̂ ( 1) ( 1) = x ( 0) ( 1) ( 或 x̂ ( 1) ( 1) = x ( 0) ( n) ) ． 若

x̂ ( 0) ( k) 是 建 立 离 散 GM( 1，1) 模 型 的 还 原 值，则

x̂ ( 0) ( k) = ak，其中 k = 1，2，…，n．
由定理 2 可以看出，由于离散 GM( 1，1 ) 模型可

以完全拟合等比序列，文献［4］提出灰建模数据的处

理原则“经过处理后的级比 σy ( k) 应尽量靠近 1，也

就是 δy ( k) 应尽可能小”，可以拓展为“经过处理后

的级比 σy ( k) 应尽量靠近某一个常数 c”． 文献［4］

提出灰建模数据的处理原则仅仅是一种特殊情况．
虽然命题 1 级比存在范围不够严密，但是级比

判断对于建立 GM( 1，1) 模型仍然具有重要意义． 在

选择建模数据样本时，如果级比接近于 1，通常模型

的模拟精度较高，这主要是因为发展系数较小的缘

故． 即使级比不接近于 1，只要 σ( k) ，k = 2，3，…，n
比较接近，原始序列的指数特性明显，通常模型仍然

具有较高的模拟精度． 经典 GM( 1，1) 模型要求发展

系数 | a | ＜ 2，当发展系数接近于 2 时，即使所有级比

都接近于一个常数，模型的模拟值相对偏差仍然较

大，这是因为在对经典 GM( 1，1) 模型的基本形式求
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解时采用了白化方程求解，而这两类方程并不是同

解方程． 由于离散 GM( 1，1) 模型对于发展系数和原

始序列没有限制，当离散 GM( 1，1) 模型的所有级比

都接近于一个常数时，模型具有较高的模拟精度．
命 题 2［4］

令 X ( 0) = { x ( 0) ( 1) ，x ( 0) ( 2) ，…，

x ( 0) ( n) } ，令 X ( 0)
的 GM( 1，1) 建模为 GM  AGO:

X ( 0) → ( a，b) ，b 为灰作用量，b = DF － CE
( n － 1) F － C2，若

x ( 0) ( k) ∈［0，β］，k = 1，2，…，n，则 b 的覆盖为

b∈ － β
( n － 1 () 1

3 n( 4n2 － 1) － )1

( n2 － 1) 2 ，[ ]β ． ( 31)

命题 2 可参见文献［4］定 理 3. 14． 部 分 证 明

如下．

P = － β3

4 ( n2 － 1) 2，

Q = β3

4 ( n － 1 () 1
3 n( 4n2 － 1) － )1 ，

Δ = ( n － 1) F － C2 ∈［L，M］， ( 32)

L = － β2

4 ( n2 － 1) 2，

M = β2

4 ( n － 1 () 1
3 n( 4n2 － 1) － )1 ． ( 33)

有 Q = βM，P = βL．
由于 b 的表达式为

b =
Δb

Δ
= DF － CE

( n － 1) F － C2， ( 34)

由定义 2 知

Δb

Δ [∈ min P
L ，QL ，PM，Q{ }M

，max P
L ，QL ，PM，Q{ } ]M

． ( 35)

灰色系统建模需要至少 4 个数据，即 n≥4，则容

易证明

L = － β2

4 ( n2 － 1) 2 ≤ 0，

M = β2
4 ( n － 1 () 1

3 n( 4n2 － 1) － )1 ≥ 0． ( 36)

因此 b =
Δb

Δ [∈ {min P
L ，QL ，P

M，Q }M ， {max P
L ，

Q
L ，P

M，Q } ]M 成立的条件不充分． 命题 2 成立的条

件不充分．

定义 3［2］
称 ρ( k) = x( k)

∑
k－1

i = 1
x( i)

; k = 2，3，…，n为

序列 X 的光滑比．
定理 3［15］

若 x( k) 为递增数列，且 x( 1) ≥ e，

则
ln x( k)

∑
k－1

i = 1
lnx( i)

≤ x( k)

∑
k－1

i = 1
x( i)

．

很多文章用降低光滑比的方法提高建模的模拟

精度． 通常光滑比越小，反映模型精度的模拟值平均

相对偏差越小，但是降低光滑比不是提高模拟精度

的充分条件，有时当光滑比降低时，平均相对偏差反

而增大． 如以下例子．
令 X ( 0) = { 3，3. 3，3. 63，3. 993，4. 392 3} ，采用

降低光滑比的对数变换方法得到 Y( 0) = { 1. 098 61，

1. 193 92，1. 289 23，1. 384 54，1. 479 85} ，首先直接

对 X ( 0)
建立GM( 1，1) 模型，记为原模型，其次对Y( 0)

建立 GM( 1，1) 模型并还原得到原始序列的模拟值，

记为新模型． 2 种模型的模拟精度如表 1 所示．

表 1 模拟精度比较

Table 1 Simulation result comparison

序号 实际值
原模型 新模型

模拟值 相对误差 /% 模拟值 相对误差 /%

2 3. 3 3. 297 4 0. 079 4 3. 310 4 0. 315 2

3 3. 63 3. 626 9 0. 086 5 3. 616 2 0. 379 5

4 3. 993 3. 989 3 0. 093 7 3. 976 2 0. 421 4

5 4. 392 3 4. 387 9 0. 100 9 4. 402 7 0. 236 0

由表 1 可以看出，原始序列的模拟值平均相对

误差为 0. 090 1%，采用对数变换再还原的模拟值平

均相对偏差为 0. 338 0%，降低光滑比并未提高原始

序列的光滑度，降低光滑比不是提高模拟精度的充

分条件．

3 结束语

本文对经典 GM( 1，1 ) 模型的建模条件、级比和

光滑比判断存在的问题进行了研讨． 研究结果表明:

当原始序列的累加序列都相等时，经典 GM( 1，1) 模

型的发展系数不存在，建立经典模型对于原始数据

有一定要求． 经典模型的级比判定条件是一个特例，

本文对经典模型的建模条件进行了拓展． 尽管提高

原始序列的光滑度通常可以提高建模精度，但是提

高光滑度并不是提高模拟精度的充分条件． 关于 GM
( 1，1) 模型的建模条件还有待进一步研究．
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Modeling conditions of GM ( 1，1) model

YAO Tianxiang1 CAO Jie1

1 School of Economics and Management，Nanjing University of Information Science ＆ Technology，Nanjing 210044

Abstract GM ( 1，1) model is the core prediction model in grey system． The study on the modeling conditions of
grey system has been considered the base of improving the simulation accuracy． This paper adopts the method of
combining theory proof and numerical example to study the modeling conditions of grey system，with the purpose to
expand the class ratio judgment conditions of traditional grey prediction model． Results indicate that when the accu-
mulate values of the raw sequence are equal，the development coefficient does not exist． The class ratio judgment in-
tervals of the traditional modeling condition are not accurate enough，due to the still incomplete understanding of
class ratio． Improving the smooth degree of the raw sequence is not the adequate condition to improve the simulation
accuracy． Therefore，the modeling conditions of the traditional GM ( 1，1) model still need further research．
Key words grey system; GM( 1，1) model; class ratio; smooth ration
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