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小波频率估计方法及其在通信信号检测中的应用
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摘要

小波变换作为新的信号分析工具，
受到学者们的重视，然而如何将小波尺
度与频率联系起来，是一个亟待解决的
问题．为了求解小波的中心频率，提出了
一种基于正弦波的模型，并将模型推广
到任意采样间隔与任意小波尺度． 由于
模型的非凸性，传统的基于梯度的优化
方法容易陷入局部最优，因此提出了一
种基于 Rossler吸引子的粒子群算法． 实
验给出了常见小波的频率值，并通过一
个通信信号检测的例子证明了该方法的

有效性．
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0 引言

小波分析( wavelet analysis) 是指用有限长或快速衰减的母小波
( mother wavelet) 的振荡波形来表示信号［1］，母小波被缩放与平移以
匹配输入的信号．小波变换可视为传统傅立叶变换的发展，且舍弃了
“频率( frequency) ”代之以“尺度( scale) ”的概念．小波变换分为 2 大
类:离散小波变换( Discrete Wavelet Transform，DWT) 与连续小波变换
( Continuous Wavelet Transform，CWT) ．主要区别是: CWT 在所有可能
的缩放和平移上操作; 而 DWT 采用所有缩放和平移值的特定子
集
［2］．目前小波变换已在多个领域得到广泛应用，例如: 图像去噪［3］、
视频压缩

［4］、工业检测［5］等．
在某些领域尤其是通信中，需要将小波的尺度转换为频率．传统

的方法是采用功率谱密度分析
［6］，然而这样得到的频率往往不精确，

尤其在高频情况下存在误差
［7］． 本文提出一种基于正弦波模型的频

率估计策略，同时提出一种基于 Rossler 吸引子的混沌粒子群算法求
解该模型．仿真结果表明该算法能够精确估计小波的频率，并以通信
信号检测的例子证明其有效．

1 背景

假设 s ( t) 表示信号，a 表示尺度，b 表示位移，ψ ( t) 表示小波函
数，则 s( t) 的小波变换为

C( a，b) = ∫
R

s( t) 1

槡a
Ψ t － b( )a

dt． ( 1)

由式( 1) 可知，尺度 a表示母小波的缩放比例，如图 1 所示．一般地，a
越小，小波函数越窄，变化越快，表征高频分量; a 越大，小波函数越
宽，变化越慢，表征低频分量．然而，在小波变换中，仅有尺度的衡量，
没有频率的衡量，因此需要将两者联系起来．

2 模型

假设小波的中心频率为 Fc，相位为 θ，采用正弦波 sin( 2πFcn + θ)

去逼近母小波的主瓣，使其误差的平方和最小，此时对应的 Fc 即为小

波的频率:

Fc
^ = argmin

Fc，θ
| Ψ( n) － sin( 2πFcn + θ) | 2 ． ( 2)



图 1 不同尺度的小波函数( db4 为例)
Fig． 1 Wavelet functions of different scales

( db4 as an example)

模型( 2) 的概念明确． 另外，图 2 给出了 db4 小波的
最终逼近结果，可见此时曲线 ψ( n) 的主瓣与
sin( 2πFcn + θ) 基本重叠在一起，显然Fc反映了 db4
小波的伪频率，θ此处无用舍弃．

图 2 db4 小波的正弦波模型
Fig． 2 Sinc model of db4 wavelet

现实的通信系统中还有 2 个相关量，即采样间
隔 δ与小波变换时的尺度 a．在上述模型中忽略了这
2 个变量，即假设它们等于 1． 若同时考虑这 2 个物
理量，则小波函数为 ψ［n / ( aδ) ］，显然频率 F为

F =
Fc

a·δ
． ( 3)

3 方法

由于式( 2) 不是一个凸函数，传统的基于梯度的
优化方法会陷入局部最优值． 因此提出一种基于
Rossler吸引子的粒子群优化算法求解．

3. 1 传统粒子群算法
粒子群优化 ( Particle Swarm Optimization，PSO)

算法将每个可行解视作一个粒子，每个粒子有 2 个
属性:位置 x与速度 v．每次迭代过程中，计算每个粒
子的适应度函数，然后将粒子群不断跟踪 2 个最好
的粒子，一个是当前粒子经历的最好位置，称为

“pbest”，另一个是当前粒子邻域内最好的粒子，称为
“nbest”．如果邻域为整个粒子群，那么 nbest变为全局

最好的粒子，称为“gbest”． 随后，粒子的速度与位置
按照下式更新:

v = ω·v + c1 r1 ( pbest － x) + c2 r2 ( nbest － x) ． ( 4)

其中: ω表示惯性权重，控制过去速度对现在速度的
影响; c1与 c2是正常数，表示加速度系数; r1与 r2是2
个在［0，1］上均匀分布的随机数． 需要注意的是，粒
子速度存在一个上限 vmax，以保证粒子的搜索不会太
快． PSO 算法中参数 ( r1，r2 ) 是影响收敛的关键参
数，在理论上必须是绝对随机的，然而实际计算机上

运行时是伪随机的，这会造成以下 2 个问题: 1 ) 伪
随机性不能保证粒子在解空间中的遍历性; 2) 伪随
机性不能保证粒子在不同时刻的独立性．

3. 2 Rossler粒子群算法
本文提出一种基于 Rossler 吸引子的粒子群算

法( RPSO) ． Rossler方程是一个三维非线性常微分方
程组
［8］．它的一些特性可以通过线性方法例如特征
向量方法推导而来，然而其主要特性需要非线性方

法例如 Poincare 映射图与分岔图来推导． Rossler 方
程形式如下:

x' = － ( y + z) ，
y' = x + ay，
z' = b + z( x － c)

{
．

( 5)

式( 5) 中 a，b，c 是参数，当选择特定值时( 图 3，a =
0. 1，b = 0. 1，c = 14) ，这些点［x( t) ，y( t) ，z( t) ］将会
在三维空间中展示出“螺旋混沌”的特性，如图 3
所示．
规定 PSO算法中的参数 r1 ( t) = x ( t) ，r2 ( t) =

y( t) ．显然 Rossler曲线的遍历性与混沌性会传递给
ri ( t) ，ri ( t) 的遍历性保证了粒子在解空间中的遍历
性，ri ( t) 的混沌性保证了粒子之间的独立，这就很好
地解决了传统粒子群算法中的伪随机问题． 需要注
意的是，有学者提出基于 Lorenz 方程的混沌粒子群
算法
［9］，即 y = 4x ( 1 － x ) ． 然而，Rossler 吸引子较

Lorenz方程有如下 3 个优点［10］: 1 ) 更为简单; 2 ) 仅
仅保持一个流形; 3) 更加容易量化分析．
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图 3 Rossler吸引子 ( a = 0. 1，b = 0. 1，c = 14)
Fig． 3 Rossler attractor ( a = 0. 1，b = 0. 1，c = 14)

4 实验与应用

对经典小波诸如 haar、db 系列、symlet 系列、coi-
flet系列、biorspline 系列、逆 biorspline 系列、离散美
尔、高斯系列、墨西哥帽、morlet 小波一一计算其中
心频率，结果如图 4 所示． 可见，预测的各小波的中
心频率均非常准确，对应的正弦波模型均能较好地

与母小波的主瓣重合．另外，将详细的小波频率经过
升序排序后列于表 1．
以通信中的信号检测来说明表 1 的应用． 例如

已知发射机发射频率 ftransmit = 72 kHz、振幅为 1 的正
弦波信号，接收端采样间隔 δ = 0. 1 μs．另外，假设信
号受到方差为 3 的强高斯噪声干扰，如图 5 所示．
现采用“db6”小波检测正弦分量．如果不采用本

文方法，则一般给出尺度 a∈［1 10］的连续小波变
换图，如图 6a 所示，观察后没有发现任何有意义的
含量，则认为该信号不存在正弦分量．

图 4 不同小波的中心频率
Fig． 4 Central frequencies of different wavelets
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表 1 基准小波的中心频率( 升序格式)
Table 1 Central frequencies of standard wavelets ( scending order)

小波 Fc 小波 Fc 小波 Fc 小波 Fc

gaus1 0. 200 00 rbio2. 2 0. 600 06 sym7 0. 692 31 rbio1. 3 0. 800 08

mexh 0. 250 00 rbio2. 6 0. 615 41 coif4 0. 695 65 morl 0. 812 50

gaus2 0. 300 00 bior5. 5 0. 636 39 db9 0. 705 88 rbio5. 5 0. 818 22

rbio3. 1 0. 333 44 rbio6. 8 0. 647 08 coif3 0. 705 88 bior2. 8 0. 882 38

gaus3 0. 400 00 dmey 0. 663 37 db4 0. 714 29 bior2. 4 0. 888 94

rbio3. 3 0. 428 63 db2 0. 666 67 sym4 0. 714 29 bior2. 6 0. 923 11

gaus4 0. 500 00 db5 0. 666 67 db6 0. 727 27 bior3. 7 0. 933 36

gaus5 0. 500 00 db8 0. 666 67 sym6 0. 727 27 bior3. 9 0. 947 39

rbio3. 9 0. 526 33 sym2 0. 666 67 coif2 0. 727 27 haar 0. 999 51

rbio3. 7 0. 533 35 sym5 0. 666 67 bior6. 8 0. 764 73 bior1. 1 0. 999 51

rbio3. 5 0. 545 48 sym8 0. 666 67 bior1. 5 0. 777 82 rbio1. 1 0. 999 51

rbio2. 4 0. 555 59 rbio1. 5 0. 666 67 bior4. 4 0. 777 82 bior3. 5 1. 000 00

rbio2. 8 0. 588 25 rbio4. 4 0. 666 67 db3 0. 800 00 bior3. 3 1. 000 10

gaus6 0. 600 00 db10 0. 684 21 sym3 0. 800 00 bior2. 2 1. 000 10

gaus7 0. 600 00 coif5 0. 689 66 coif1 0. 800 00

gaus8 0. 600 00 db7 0. 692 31 bior1. 3 0. 800 08

图 5 发射信号模拟
Fig． 5 Simulation of transmit signal

图 6 连续小波变换系数
Fig． 6 Coefficients of CWT

采用本文方法，则计算可得最佳尺度为

abest = round Fc ( 'db6')
ftransmit

( )δ
= 101． ( 6)

于是在 abest附近计算小波系数，结果示于图 6b． 此
时，可很明显地观察到信号存在周期性振荡分量，于

是可得出结论，该信号存在周期正弦分量．

5 结论

本文探讨了小波尺度与频率的联系，提出采用

正弦波模型来估计小波的中心频率，并将模型推广

到任意采样间隔与任意小波尺度的情况． 为了有效
求解该模型，提出一种基于 Rossler 吸引子的粒子群
算法求解．实验部分对常用小波的频率进行了估计，
并将该方法应用到通信信号检测中，均获得了较好

的效果．未来进一步的研究方向在于如何将本文计
算得到的小波尺度与频率的联系，应用在图像编

码
［11］、字符识别［12］等更广的领域．
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Wavelet frequency estimation method and its application in
communication signal detection

ZHANG Yudong1 LI Tongchuan2 WANG Shuihua1 WU Lenan1

1 School of Information Science ＆ Engineering，Southeast University，Nanjing 210096
2 Huahang Institute of Radio Measurement，Beijing 100013

Abstract As a latest signal analysis toolkit，wavelet transform receives increasing interest from scholars． However，
the correlation between the wavelet scale and frequency is an outstanding problem． This paper proposed a sinusoid
model to estimate the central frequency of mother wavelets，besides，the model is generalized to the situation of arbi-
trary sample interval and arbitrary scale of wavelet． Moreover，traditional gradient-based optimization method will
find local optimum due to the non-convex property of the model，therefore，a novel Rossler-attractor based Particle
Swarm Optimization( RPSO) method was proposed． Experiments gave the center frequencies of all common wave-
lets，and applied the proposed method in the field communication signal detection to validate its effectiveness and ef-
ficiency．
Key words wavelet transform; continuous wavelet transform; scale and frequency; particle swarm optimization;
Rossler attractor
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