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系统辨识( 4) :辅助模型辨识思想与方法
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摘要

辅助模型辨识思想、多新息辨识理
论、递阶辨识原理、耦合辨识概念是该文
作者提出的研究辨识问题的原创性新方

法，已经被用在很多辨识问题的研究中，
形成了不同的辨识方法族，可以用于解
决许多线性或非线性模型的自适应信号

处理、自适应参数估计、自适应滤波和预
测、自适应控制等问题．由于客观事物具
有双重属性:一些特征变量是可观测的;
一些是不可测的． 如果表征系统特征的
观测变量都是可测的，就容易建立描述
其运动规律的数学模型． 客观事物的不
可测属性给建立系统数学模型带来特别

的困难．在这种情况下，如何利用系统的
可测信息，实现对系统未知变量的估算，
来建立系统的数学模型，是辨识领域极
具挑战性的研究课题． 辅助模型辨识思
想就是在这样的背景下发展起来的． 该
文介绍辅助模型辨识思想和一些基于辅

助模型的辨识方法．
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0 引言

自动化控制科学的高度发展，以及对科学最伟大贡献的标志在

于计算机的诞生和一些自动化电子产品的普及
［1-7］．在我们欣赏和享

受这些打上时代烙印和刻画了控制科学家痕迹的自动化电子产品

时，在我们感谢自动化科学家给人类铸造了高度的科学文明和人类

的辉煌成就时，我们不禁要问:科学是什么?

科学就是解释自然现象，探索未知世界，揭示事物的运动规律．
探索未知世界，其结果具有不可预见性．探索事物的运动规律具有不
可预见性，探索事物的本质特征具有不可预见性．事物的一些表层特
征可以通过观察得到，事物的本质特征可以通过对观测信息( 数据)

的处理、加工、抽象、推断获得．然而，客观事物具有双重属性: 一些特
征变量是可观测的; 一些是不可测的． 对于控制科学而言，就利用系
统观测输入输出数据了解系统本质特征———建立系统数学模型的系
统辨识而言，情况更是如此． 对于可测性，如果表征系统特征的输入
输出数据都是可测的，其内部过程变量( 或状态变量) 也是可测的，这

样的系统对我们来说就是“透明”的，很多辨识方法可以用来建立描
述其运动规律的数学模型． 由于客观事物的不可测属性给我们认识
世界，给我们建立描述事物运动规律的数学模型带来特别的困难，在

这种情况下，如何利用系统的可测信息，实现对系统未知变量的估

算，来建立系统的数学模型是摆在控制科学家面前的首要任务．这也
是辅助模型辨识思想产生的根源．
辅助模型辨识思想 ( auxiliary model identification idea) 是借助于

系统的可测信息，建立一个辅助模型，用辅助模型的输出代替系统的

不可测变量的一种辨识方法． 辅助模型辨识思想起源于本文作者的
硕士学位论文《多变量系统辨识》( 1990 年) ［8］．其第 1 篇基于辅助模
型辨识思想的研究论文“传递函数阵子子模型参数递推估计:辅助模
型方法”发表在 1991 年《控制与决策》第 6 期上［9］．起初，辅助模型思
想被用来研究多变量系统传递函数阵( transfer function matrix) 子子模
型( Sub-SubModel，SSM) 的辨识问题［8-9］; 1992 年被用于研究输出误差
模型描述的多变量系统辨识问题，提出了输出误差多变量系统的辅

助模型递推最小二乘辨识算法
［10］; 1997 年利用鞅收敛定理详细地分

析了文献［10］中的辅助模型递推最小二乘辨识方法的性能［11］．后经
发展，2004 年辅助模型辨识思想被首次介绍到国际控制领域，一些辅



助模型辨识研究成果发表在国际著名期刊《Auto-
matica》［12-13］和《IEEE Transactions on Automatic Con-
trol》［14］上．如今辅助模型辨识思想已经推广用于解
决双率( 多率) 采样数据系统［12，14］、损失数据系统或
稀少量测数据系统

［13，15］，以及输入非线性输出误差

系统
［16］
的辨识问题．
众所周知，在 CARMA 系统的最小二乘辨识模

型 y( t) = φT ( t) θ + v( t) 中，信息向量 φ( t) 除包含系
统可测输入输出数据 u( t － i) 和 y( t － i) 外，还包含
了不可测噪声项 v( t － i) ，递推增广最小二乘辨识算
法中是用其估计残差 v̂( t － i) 代替信息向量中的不
可测项 v( t － i) ．将估计值代替不可测未知变量的思
想加以发展，也可解释我们的辅助模型辨识思想．
辅助模型辨识是用系统的可测信息建立一个辅

助模型，用辅助模型的输出代替系统的不可测变量

( 如系统的真实输出或系统的状态) 的一种辨识方

法，并且通过选择辅助模型的参变量 ( 参数) ，使辅

助模型( auxiliary model) 的输出逼近这些不可测变
量，从而获得系统参数的一致估计［12-17］．辅助模型辨
识方法是估计一些存在未知变量系统的一种有效辨

识方法，如输出误差类系统，本文即将讨论的输入非

线性方程误差类系统，输入非线性输出误差类系

统等．
本文将以最小二乘方法为主线研究辅助模型类

辨识方法，即研究输出误差类( OET) 系统的辅助模
型递推最小二乘方法，输入非线性方程误差类( IN-
EET) 系统的辅助模型递推最小二乘辨识方法，输入
非线性输出误差类 ( IN-OET) 系统的辅助模型递推
最小二乘辨识方法等． 当然，也可以用随机梯度方
法、多新息随机梯度方法、多新息最小二乘方法等来
研究本文的辅助模型类辨识方法．
本文较长，为便于阅读，特将本文框架结构列示

如下．
0 引言
1 辅助模型辨识思想
2 线性输出误差类系统( OET)

2. 1 线性输出误差系统( OE)
2. 2 线性输出误差滑动平均系统( OEMA)
2. 3 线性输出误差自回归系统( OEAR)
2. 4 线性 Box-Jenkins系统( BJ)

3 输入非线性方程误差类系统( IN-EET)
3. 1 输入非线性有限脉冲响应系统 ( IN-

FIR)

3. 2 输入非线性受控自回归系统 ( IN-
CAR)

3. 3 输入非线性受控自回归滑动平均系统
( IN-CARMA)

3. 4 输入非线性受控自回归自回归系统
( IN-CARAR)

3. 5 输入非线性受控自回归自回归滑动平
均系统( IN-CARARMA)

4 输入非线性输出误差类系统( IN-OET)
4. 1 输入非线性输出误差系统( IN-OE)
4. 2 输入非线性输出误差滑动平均系统
( IN-OEMA)

4. 3 输入非线性输出误差自回归系统( IN-
OEAR)

4. 4 输入非线性 Box-Jenkins系统( IN-BJ)
4. 5 其他输入非线性系统

5 输出非线性输出误差类系统( ON-OET)
6 结语

1 辅助模型辨识思想

为方便起见，设 { u ( t ) } 为系统输入序列，
{ y( t) }为系统观测输出序列，{ v( t) } 是零均值方差
为 σ2
的白噪声序列，z － 1

为单位后移算子: z － 1y( t) =
y( t － 1) 或 zy( t) = y( t + 1) ，A( z) ，B( z) ，C ( z) 和 D
( z) 是算子 z － 1

的常系数时不变多项式，定义如下:

A( z) : = 1 + a1 z
－ 1 + a2 z

－ 2 +… + anaz
－ na∈R;

B( z) : = b1 z
－ 1 + b2 z

－ 2 +… + bnbz
－ nb∈R;

C( z) : = 1 + c1 z
－ 1 + c2 z

－ 2 +… + cncz
－ nc∈R;

D( z) : = 1 + d1 z
－ 1 + d2 z

－ 2 +… + dndz
－ nd∈R．

多项式系数 ai，bi，ci 和 di 为模型参数． 根据移位算
子的性质，有

A( z) y( t) = ( 1 + a1 z
－ 1 + a2 z

－ 2 +… + anaz
－ na ) y( t) =

y( t) + a1y( t －1) + a2y( t －2) +… + anay( t － na) ，

B( z) u( t) = ( b1 z
－ 1 + b2 z

－ 2 +… + bnbz
－ nb ) u( t) =

b1u( t － 1) + b2u( t － 2) +… + bnbu( t － nb ) ，

D( z) v( t) = ( 1 + d1 z
－ 1 + d2 z

－ 2 +… + dndz
－ nd ) v( t) =

v( t) +d1v( t －1) +d2v( t －2) +… +dndv( t －nd) ，等．
实际工业系统中，经常有一些变量的值不可能

得到( 如系统的状态，内部变量，或系统的某些输出

值) ，对于这类存在一些不可测变量的系统，如何估

计其参数，就是辅助模型辨识方法要回答的问题．
递推最小二乘算法处理的 CAR系统辨识模型

y( t) =T ( t) θ + v( t) ，
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假设由系统量测数据构成的信息向量 ( t) 的各元
都是可以得到的． 递推增广最小二乘算法处理的
CARMA系统辨识模型

y( t) = φT ( t) θ + v( t) ，
假设信息向量 φ( t) 除包含系统的可测输入输出数据
外，还包含了不可测噪声项 v( t － i) ，解决的办法是这
些不可测噪声项 v( t － i) 用其估计残差 v̂( t － i) 代替．
类似地，如果信息向量 φ( t) 中还包括系统的不可

测内部变量，如系统的真实输出( 即无噪输出) x( t －
i) ，我们可以用辅助模型的输出 xa ( t － i) 或其估计
x̂( t － i) 代替，基于这种代替思想的辨识方法，我们
称为辅助模型辨识方法．这种“代替”的思想用于系
统辨识，就是辅助模型辨识思想．下面简单介绍基于
辅助模型辨识思想的辨识原理．
假设线性参数系统的输入输出关系可以用下列

函数关系表示:

y( t) = g( ，x( t) ，x( t － 1) ，…，x( t － n) ，u( t) ，
u( t － 1) ，…，u( t － n) ) + v( t) ; ( 1)

x( t) = f( θ，x( t － 1) ，x( t － 2) ，…，x( t － n) ，
u( t) ，u( t － 1) ，…，u( t － n) ) ． ( 2)

其中: y( t) 和 u( t) 是可测的输出和输入; x( t) 是中间
变量( 未知内部变量) ; 和 θ 是系统的参数向量;
v( t) 是零均值随机白噪声．对于线性参数系统，函数
g( ，x( t) ，x( t － 1) ，…，x( t － n) ，u( t) ，u( t － 1) ，…，
u( t － n) ) 是参数向量 的线性函数，是 x( t) ，x( t －
1) ，…，x( t － n) ，u( t) ，u( t － 1 ) ，…，u( t － n) 的非线
性函数;函数 f( θ，x( t － 1 ) ，x( t － 2 ) ，…，x( t － n) ，u
( t) ，u( t － 1) ，…，u( t － n) ) 是参数向量 θ的线性函
数，是 x( t － 1 ) ，x ( t － 2 ) ，…，x ( t － n) ，u ( t) ，u ( t －
1) ，…，u( t － n) 的非线性函数． 为简化表达，引入移
位算子 z: zx( t) = x( t + 1) 或 z － 1x( t) = x( t － 1) ，它们
可以简单记作:

g( ，x( t) ，u( t) ，z) : = g( ，x( t) ，x( t － 1) ，…，
x( t － n) ，u( t) ，u( t － 1) ，…，u( t － n) ) ;

f( θ，x( t － 1) ，u( t) ，z) : = f( θ，x( t － 1) ，
x( t － 2) ，…，x( t － n) ，u( t) ，u( t － 1) ，…，u( t － n) ) ．
式( 1) —( 2) 可以等价写为

y( t) = g( ，x( t) ，u( t) ，z) + v( t) ， ( 3)
x( t) = f( θ，x( t － 1) ，u( t) ，z) ． ( 4)

假设函数 g( * ) 可以写为或分解为下列形式，
g( ，x( t) ，u( t) ，z) =

x( t) + g'( ，x( t － 1) ，u( t) ，z) ， ( 5)
那么式( 3) 可以写为

y( t) = x( t) + g'( ，x( t － 1) ，u( t) ，z) + v( t) =
f( θ，x( t －1) ，u( t) ，z) + g'( ，x( t －1) ，u( t) ，z) + v( t) ．
因为假设是线性参数系统，f ( * ) 和 g' ( * ) 分

别是参数向量 θ和 的线性函数，所以上式可以写
为下列辨识模型

y( t) = φT ( x( t － 1) ，u( t) ，z) [ ]θ + v( t) =

φT ( x( t － 1) ，u( t) ，z) Θ + v( t) ， ( 6)

其中 Θ: = [ ]θ ，信息向量 φ( x( t － 1) ，u( t) ，z) ∈Rm

的元 φi ( x( t － 1) ，u( t) ，z) 也是 x ( t － 1 ) ，x ( t － 2 ) ，
…，x( t － n) ，u( t) ，u( t － 1) ，…，u( t － n) 的非线性函
数，即

φ( x( t － 1) ，u( t) ，z) =

φ1 ( x( t － 1) ，u( t) ，z)

φ2 ( x( t － 1) ，u( t) ，z)


φm ( x( t － 1) ，u( t) ，z













)

∈Rm，

φ( x( t － 1 ) ，u ( t) ，z) = φ( x ( t － 1 ) ，x ( t － 2 ) ，
…，x( t － n) ，u( t) ，u( t － 1) ，…，u( t － n) ) ∈Rm，

φi ( x( t － 1) ，u ( t) ，z) = φi ( x ( t － 1 ) ，x ( t － 2 ) ，
…，x( t － n) ，u( t) ，u( t － 1) ，…，u( t － n) ) ∈R．

设 Θ̂ ( t ) : =
θ̂( t)
̂( t[ ]) 是时刻 t 参数向量 Θ =

[ ]θ 的估计． 对于辨识模型 ( 6 ) ，极小化准则函数
( criterion function)

J1 ( Θ) : = ∑
t

j = 1
［y( j) － φT ( x( j － 1) ，u( j) ，z) Θ］2，

可以得到估计参数向量 Θ的递推最小二乘算法［18］:

Θ̂( t) = Θ̂( t － 1) + L( t) ［y( t) － φT ( x( t － 1) ，

u( t) ，z) Θ̂( t － 1) ］， ( 7)
L( t) = P( t － 1) φ( x( t － 1) ，u( t) ，z) ［1 +

φT( x( t －1) ，u( t) ，z) P( t －1)φ( x( t －1) ，u( t) ，z) ］－1， ( 8)
P( t) =［I － L( t) φT( x( t －1) ，u( t) ，z) ］P( t －1) ． ( 9)
由于中间变量 x( t － i) 是未知的，上述计算参数

估计Θ̂( t) 的算法无法实现．借助于辅助模型辨识思
想:设 xa ( t) 是辅助模型的输出，用 xa ( t －1) 代替 φ( x
( t －1) ，u( t) ，z) 中未知 x( t － 1) ，代替后的信息向量
记作

φ̂( xa ( t － 1) ，u( t) ，z) : = φ̂( xa ( t － 1) ，xa ( t － 2) ，…，
xa ( t － n) ，u( t) ，u( t － 1) ，…，u( t － n) ) ∈Rm．
根据式( 4) ，辅助模型可以取为
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xa ( t) = f( θ̂( t) ，xa ( t － 1) ，u( t) ，z) =
f( θ̂( t) ，xa ( t － 1) ，xa ( t － 2) ，…，xa ( t － n) ，
u( t) ，u( t － 1) ，…，u( t － n) ) ．
用 φ̂( xa ( t － 1) ，u( t) ，z) 代替式( 7 ) —( 8 ) 中 φ

( x( t － 1) ，u( t) ，z) ，我们可以得到估计参数向量 Θ
的辅助模型递推最小二乘算法( AM-RLS) :

Θ̂( t) = Θ̂( t － 1) + P( t) ［y( t) － φ̂T ( xa ( t － 1) ，

u( t) ，z) Θ̂( t － 1) ］， ( 10)
L( t) = P( t － 1) φ̂( xa ( t － 1) ，u( t) ，z) ［1 +

φ̂T( xa( t －1)，u( t)，z)P( t －1) φ̂
T( xa( t －1)，u( t)，z)］

－1， ( 11)
P( t) =［I － L( t) φ̂T ( xa ( t － 1) ，u( t) ，z) ］P( t － 1) ，

P( 0) = p0I ＞ 0， ( 12)
φ̂( xa ( t － 1) ，u( t) ，z) = φ̂( xa ( t － 1) ，xa ( t － 2) ，

…，xa ( t － n) ，u( t) ，u( t － 1) ，…，u( t － n) ) ， ( 13)
xa ( t) = f( θ̂( t) ，xa ( t － 1) ，u( t) ，z) =

f( θ̂( t) ，xa ( t － 1) ，xa ( t － 2) ，…，xa ( t － n) ，
u( t) ，u( t － 1) ，…，u( t － n) ) ， ( 14)

Θ̂( t) =
θ̂( t)
̂( t[ ]) ． ( 15)

这就是基于辅助模型辨识思想推导出的递推最小二

乘辨识算法．系统的输出预报为
ŷ( t) = g( ̂( t) ，xa ( t) ，u( t) ，z) =

g( ̂( t) ，xa ( t) ，xa ( t － 1) ，…，xa ( t － n) ，
u( t) ，u( t － 1) ，…，u( t － n) ) ． ( 16)
为简化，如果用 x̂( t) 表示 xa ( t) ，即令 x̂ ( t) : =

xa ( t) ，那么算法( 10) —( 15) 可以等价写为

Θ̂( t) = Θ̂( t － 1) + L( t) ［y( t) － φ̂T ( x̂( t － 1) ，

u( t) ，z) Θ̂( t － 1) ］， ( 17)
L( t) = P( t － 1) φ̂( x̂( t － 1) ，u( t) ，z) ［1 +

φ̂T( x̂( t －1) ，u( t) ，z) P( t －1) φ̂T( x̂( t －1) ，u( t) ，z) ］T，( 18)
P( t) =［I － L( t) φ̂T ( x̂( t － 1) ，u( t) ，z) ］P( t － 1) ，

P( 0) = p0I， ( 19)
φ̂( x̂( t － 1 ) ，u ( t) ，z) = ̂( x̂ ( t － 1 ) ，̂x ( t － 2 ) ，

…，̂x( t － n) ，u( t) ，u( t － 1) ，…，u( t － n) ) ， ( 20)
x̂( t) = f( θ̂( t) ，̂x( t － 1) ，u( t) ，z) =

f( θ̂( t) ，̂x( t － 1) ，̂x( t － 2) ，…，̂x( t － n) ，
u( t) ，u( t － 1) ，…，u( t － n) ) ， ( 21)

Θ̂( t) =
θ̂( t)
̂( t[ ]) ． ( 22)

系统输出预报可以等价写为

ŷ( t) = g( ̂( t) ，̂x( t) ，u( t) ，z) =
g( ̂( t) ，̂x( t) ，̂x( t － 1) ，…，̂x( t － n) ，u( t) ，

u( t － 1) ，…，u( t － n) ) ． ( 23)
考虑下列伪线性回归模型Ⅱ( 一类白噪声干扰

的输出误差模型)

y( t) =
f( ，u1 ( t) ，z)

A( z) + B2 ( z) u2 ( t) + v( t) ，

其中 u1 ( t) 和 u2 ( t) 是系统的 2 个输入，f( ，u1 ( t) ，
z) : = f( ，u1 ( t) ，u1 ( t － 1 ) ，…，u1 ( t － n) ) 是参数向
量 的线性函数，是 u1 ( t) ，u1 ( t － 1 ) ，…，u1 ( t － n)
的非线性函数．因此，这个伪线性回归模型Ⅱ是非线
性系统，可以用辅助模型方法来解决其辨识问题，只

需定义下列辅助模型

x̂( t) =
f( ̂( t) ，u1 ( t) ，z)

Â( t，z) ，

其中 Â( t，z) 是 t时刻 A( z) 的估计．
辅助模型辨识思想可以解决一些存在不可测变

量的系统辨识问题． 基于辅助模型辨识思想的辨识
理论和方法已成为一类辨识方法族，可以用于研究

( 包括有色噪声模型干扰下) 线性和非线性模型的自

适应信号处理、自适应滤波和预测、自适应辨识和参
数估计等问题．辅助模型辨识的相关成果和值得研
究的课题如下:

1) 稀少量测数据系统的辅助模型多新息随机
梯度辨识方法

［13］;

2) 损失数据输出误差系统的辅助模型( 遗忘因
子) 递推最小二乘辨识方法［15］;

3) 输出误差系统( 输出误差滑动平均系统) 的
辅助模型( 增广) 随机梯度辨识算法和辅助模型递推

( 增广) 最小二乘辨识算法［19］;

4) 输出误差系统辅助模型多新息随机梯度算
法的性能分析

［20］;

5) 多输入单输出系统的辅助模型多新息随机
梯度算法

［21］;

6) Hammerstein输出误差滑动平均系统的辅助
模型递推增广最小二乘辨识算法和辅助模型多新息

增广最小二乘辨识算法
［22］;

7) 输入非线性输出误差自回归系统的辅助模
型递推广义最小二乘参数估计算法

［23］;

8) 输出误差滑动平均模型 ( OEMA) 的辅助模
型多新息增广随机梯度辨识方法

［24］;

9) 多率多输入系统的辅助模型递推最小二乘
算法
［25］;

10) 输出误差滑动平均模型的辅助模型递推增
广最小二乘辨识方法

［26］;

11) 非均匀周期采样系统的辅助模型递推最小
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二乘算法及其收敛性
［27-28］;

12． ) Box-Jenkins 系统的辅助模型多新息广义
增广随机梯度辨识方法

［29］;

13) 非线性 Hammerstein 模型的辅助模型最小
二乘辨识方法、辅助模型随机梯度辨识方法［16］;

14) 基于辅助模型的多输入单输出系统多新息
最小二乘辨识方法

［30］;

15) 基于辅助模型的双率采样数据系统的联合
参数与损失输出估计

［12］;

16) 基于有限脉冲响应辅助模型的双率采样数
据系统辨识

［17］;

17) 传递函数阵子子模型参数的辅助模型最小
二乘辨识方法

［8-9］;

18) 多变量输出误差系统的辅助模型辨识方法
及其收敛性分析

［10-11］;

19) 随机干扰系统的辅助模型递推广义增广最
小二乘辨识方法、辅助模型广义增广随机梯度辨识
方法
［31］;

20) 辅助模型多新息辨识方法族、辅助模型递
阶辨识方法族．

2 线性输出误差类系统( OET)

2. 1 线性输出误差系统( OE)
辅助模型辨识方法是研究一些存在不可测内部

变量系统的一种有效辨识方法，下面以简单线性系

统的输出误差模型为基础，介绍辅助模型辨识方法．
这种方法可以推广到双线性参数输出误差系统和非

线性输出误差系统
［16，18］．本节主要参考文献［10-12，

14，18-19］．
2. 1. 1 辅助模型递推最小二乘法( AM-RLS)
考虑输出误差模型( Output Error model，OE) 描

述的系统( 参见图 1) :

y( t) = B( z)
A( z) u( t) + v( t) ， ( 24)

其中{ u( t) } 和{ y ( t) } 是可测的系统输入和输出序

列，G( z) : = B( z)
A( z) 为系统的传递函数．

输出误差模型示意如图 1 所示，其中 x( t) 为系
统的真实输出 ( true output) 或无噪输出 ( noise-free
output) ( 不可得到) ，y( t) 是 x( t) 的含噪量测．
定义参数向量 θ和信息向量 φ( t) 如下:
θ: =［a1，a2，…，ana，b1，b2，…，bnb］

T∈Rna + nb ;

φ( t) : =［－ x( t － 1) ，－ x( t － 2) ，…，－ x( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T∈Rna + nb ．

图 1 输出误差系统( OE)
Fig． 1 The output error system

定义中间变量( inner variable) :

x( t) : = B( z)
A( z) u( t) ( 25)

或

A( z) x( t) = B( z) u( t) ．
式( 25) 写为差分方程
x( t) + a1x( t － 1) + a2x( t － 2) +… + anax( t － na ) =

b1u( t － 1) + b2u( t － 2) +… + bnbu( t － nb )

或

x( t) = φT ( t) θ． ( 26)
从而可得输出误差系统的辨识模型 ( identification
model) :

y( t) = x( t) + v( t) = φT ( t) θ + v( t) ． ( 27)
这个模型属于伪线性回归模型Ⅱ，因为信息向量 φ
( t) 中只包含了不可测真实输出 x( t － i) ． 仿照文献
中 RLS算法的推导，极小化准则函数

J2 ( θ) : = ∑
t

j = 1
［y( j) － φT ( j) θ］2，

可得下列递推最小二乘算法:

θ̂( t) = θ̂( t －1) +P( t) φ( t) ［y( t) －φT( t) θ̂( t －1) ］，( 28)

P( t) = P( t －1) － P( t －1) φ( t) φ
T( t) P( t －1)

1 +φT( t) P( t －1) φ( t)
． ( 29)

因为信息向量 φ( t) 中包含了未知的中间变量
x( t － i) ，所以上述算法不可实现，解决方法是借助

于辅助模型辨识思想．参见图 2，建立一个与B( z)A( z) 结

构相同的辅助模型
Ba ( z)
Aa ( z)
，辅助模型的输出 xa ( t) 可

以表示为

xa ( t) =
Ba ( z)
Aa ( z)

u( t) ．

参照式( 25 ) 写为式 ( 26 ) 的写法，上式可以表
达为

xa ( t) = φ
T
a ( t) θa ( t) ． ( 30)

其中 φa ( t) 和 θa ( t) 是 t时刻辅助模型的信息向量和
参数向量．
如果用图 2 中辅助模型的输出 xa ( t) 代替系统
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图 2 带辅助模型的输出误差系统
Fig． 2 The output error system with the auxiliary model

的真实输出 x( t) ，那么参数向量 θ的辨识问题可以
利用 u ( t) 和 xa ( t) 得到解决． 这就是辅助模型辨识
思想．基于这种思想的辨识方法称为辅助模型辨识
方法( auxiliary model based identification method) ，或
参考模型辨识方法 ( reference model identification
method) ，或输出误差辨识方法( output error identifi-
cation method) ．如果 xa ( t) 逼近于 x( t) ，就可以把辅
助模型的输出 xa ( t) 作为 x( t) 的一个估计 x̂( t) ．
问题的关键是，如何构造辅助模型( 30) ，以便利

用数据{ u( t) ，y( t) }获得 x( t) 的估计 xa ( t) ，并保证

xa ( t) 收敛于 x( t) : xa ( t) →x( t) ，那么B( z)A( z) 的辨识问

题通过使用 xa ( t) 而不是 x( t) 而得到解决．辅助模型
的选择方式将决定辨识算法的具体形式和收敛性

能．当然，有许多方法选择辅助模型［9，12，14，17，24，26，29］，

这里介绍把
B( z)
A( z) 的估计作为辅助模型

［12，14，19］
的辨

识方法，文献［17］介绍了把B( z)A( z) 的脉冲响应模型估

计作为辅助模型．
设 θ̂( t) 代表参数向量 θ的估计．我们把 θ̂( t) 作

为辅助模型的参数向量 θa ( t) ，用 xa ( t － i) 代替 x( t －
i) 后的信息向量 φ( t) 记作 φ̂( t) ，同时也把 φ̂( t) 作
为辅助模型的信息向量 φa ( t) ，因此有

［12-14，19］

xa ( t) = φ̂
T ( t) θ̂( t) ，

φ̂( t) =［－ xa ( t － 1 ) ，－ xa ( t － 2 ) ，…，－ xa ( t －
na ) ，u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］

T∈Rna + nb ．
在 t时刻，̂φ( t) 是已知的．因此极小化准则函数

J3 ( θ) : = ∑
t

i = 1
［y( i) － φ̂T ( i) θ］2

可以得到估计参数向量 θ的基于辅助模型的递推最
小二乘算法，简称为辅助模型递推最小二乘算法

( Auxiliary Model based Recursive Least Squares algo-
rithm，AM-RLS) :

θ̂( t) = θ̂( t －1) +L( t) ［y( t) － φ̂T( t) θ̂( t －1) ］， ( 31)

L( t) = P( t) φ̂( t) = P( t － 1) φ̂( t)
1 + φ̂T ( t) P( t － 1) φ̂( t)

， ( 32)

P( t) = P( t － 1) － P( t － 1) φ̂( t) φ̂
T ( t) P( t － 1)

1 + φ̂T ( t) P( t － 1) φ̂( t)
=

［I － L( t) φ̂T ( t) ］P( t － 1) ，P( 0) = p0I， ( 33)
φ̂( t) =［－ xa ( t － 1) ，－ xa ( t － 2) ，…，－ xa ( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T， ( 34)

xa ( t) = φ̂
T ( t) θ̂( t) ． ( 35)

这里，辅助模型为

xa ( t) = φ
T
a ( t) θa ( t) = φ̂

T ( t) θ̂( t) ．
辅助模型辨识算法是联合系统参数和系统不可

测真实输出同时估计的一种联合辨识方法． 它是一
个随 t增加的递阶交互估计计算过程，因为计算参
数估计需要用到辅助模型的输出 xa ( t) ，而计算辅助
模型输出 xa ( t) 又要用到参数估计 θ̂( t) ． xa ( t) 可以
作为 x( t) 的估计 x̂( t) ． AM-RLS 算法也可以把算法
( 28) —( 29) 中的 φ( t) 换为 φ̂( t) 得到．
本文作者已证明了辅助模型递推最小二乘辨识

算法的一致收敛性
［11-12，15］． 文献［15］给出了损失数

据输出误差系统的遗忘因子辅助模型递推最小二乘

辨识算法，但只分析了遗忘因子 λ = 1 时的情形，即
不带遗忘因子的辅助模型递推最小二乘算法的收敛

性．带遗忘因子辅助模型递推最小二乘算法的收敛
条件以及参数误差界分析，也是有待辨识爱好者解

决的科学难题
［15］．

AM-RLS算法的计算步骤如下．
1) 初始化．令 t = 1．置初值 P( 0) = p0I，̂θ( 0) =

1 / p0，p0 = 10
6，xa ( － i) = 1 / p0，i = 0，1，2，…，na － 1．

2) 收集数据 u( t) 和 y( t) ，用式( 34) 构造 φ̂( t) ．
3) 用式( 32) 计算 L( t) ，用式( 33) 计算 P( t) ．
4) 用式( 31) 刷新估计 θ̂( t) ．
5) 用式( 35) 计算 xa ( t) ．
6) t增 1，转步骤 2，继续递推计算．
AM-RLS算法计算参数估计 θ̂( t) 的流程如图 3

所示．
仿真试验如下．
例 1 考虑仿真对象( OE模型) :

y( t) =B( z)A( z) u( t) + v( t) ，

A( z) =1 + a1z
－1 + a2z

－2 =1 +0. 412z －1 +0. 309z －2，

B( z) = b1z
－1 + b2z

－2 =0. 680 4z －1 +0. 630 3z －2，

θ =［a1，a2，b1，b2］
T =［0. 412，0. 309，0. 680 4，0. 630 3］T













．
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图 3 计算 AM-RLS参数估计 θ̂( t) 的流程
Fig． 3 The flowchart of computing the AM-RLS

parameter estimate θ̂( t)

仿真时，输入{ u( t) }采用零均值单位方差不相关
可测随机信号序列，{ v( t) }采用零均值方差为 σ2

白

噪声序列，改变 σ2
可以控制噪信比 δns ( 噪信比的定

义见文献［32］) ．对于输出误差模型，噪信比定义为

δns =
var［v( t) ］
var［x( t槡 ) ］

× 100% ．

基于量测数据{ u( t) ，y( t) } ，用 AM-RLS 算法估
计这个系统的参数，不同噪声方差或噪信比下仿真结

果示于表 1．其中参数估计误差 δ: =‖θ̂( t) － θ‖ /
‖θ‖随 t变化曲线如图 4 所示，θ为系统模型参数，
θ̂( t) 为 θ的估计． 当噪声方差为 σ2 = 0. 102

和σ2 =
0. 502
时，系统的噪信比分别为 δns = 11. 75%和 δns =

58. 75% ． δ随 t的变化曲线可以用来衡量参数估计
收敛于真值的速率和精度．
为了说明 AM-RLS 算法的辨识效果，在相同的

条件下( σ2 = 0. 502，δns = 58. 75% ) ，使用递推最小二
乘算法( RLS)

θ̂( t) = θ̂( t －1) +P( t) ψ( t) ［y( t) －ψT( t) θ̂( t －1) ］，( 36)

P( t) = P( t － 1) － P( t － 1) ψ( t) ψ
T ( t) P( t － 1)

1 +ψT ( t) P( t － 1) ψ( t)
，

P( 0) = p0I，
ψ( t) =［－ y( t － 1) ，－ y( t － 2) ，…，－ y( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T

估计这个输出误差系统的参数，仿真结果示于表 2，
参数估计误差 δ随 t变化曲线如图 4 所示．

图 4 例 1 的 δ随 t的变化曲线( σ2 = 0. 502，δns = 58. 75% )

Fig． 4 The estimation errors δ versus t

( σ2 = 0. 502，δns = 58. 75% )

表 1 例 1 模型参数的 AM-RLS估计
Table 1 The AM-RLS estimates and errors

δns t a1 a2 b1 b2 δ /%

11. 75% 100 0. 395 65 0. 301 77 0. 689 90 0. 617 58 2. 254 19

200 0. 409 62 0. 303 11 0. 689 98 0. 624 71 1. 204 65

500 0. 413 89 0. 311 05 0. 685 79 0. 619 07 1. 202 89

1 000 0. 413 35 0. 312 94 0. 682 83 0. 628 25 0. 493 65

2 000 0. 410 78 0. 310 86 0. 682 87 0. 627 98 0. 382 47

3 000 0. 411 96 0. 309 71 0. 682 09 0. 629 01 0. 211 27

58. 75% 100 0. 307 86 0. 272 83 0. 730 35 0. 543 58 14. 035 17

200 0. 404 90 0. 274 19 0. 728 98 0. 606 78 6. 091 03

500 0. 416 99 0. 317 00 0. 707 65 0. 571 79 6. 148 87

1 000 0. 417 26 0. 327 67 0. 692 66 0. 619 43 2. 392 95

2 000 0. 404 67 0. 317 71 0. 692 87 0. 617 90 1. 974 82

3 000 0. 411 38 0. 312 18 0. 688 89 0. 623 67 1. 060 48

真值 0. 412 00 0. 309 00 0. 680 40 0. 630 30
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表 2 例 1 模型参数的 RLS估计
Table 2 The RLS estimates and errors

δns t a1 a2 b1 b2 δ /%

11. 75% 100 0. 386 07 0. 303 12 0. 693 43 0. 607 52 3. 521 07

200 0. 390 71 0. 306 34 0. 689 13 0. 610 19 2. 891 77

500 0. 394 45 0. 314 65 0. 687 90 0. 604 68 3. 058 16

1 000 0. 398 57 0. 310 33 0. 683 32 0. 616 86 1. 816 32

2 000 0. 395 75 0. 307 69 0. 682 71 0. 617 07 1. 991 02

3 000 0. 396 10 0. 306 74 0. 682 39 0. 618 07 1. 911 61

58. 75% 100 0. 194 63 0. 237 76 0. 742 72 0. 449 00 28. 133 25

200 0. 178 14 0. 266 00 0. 727 86 0. 431 37 29. 563 50

500 0. 182 17 0. 288 28 0. 716 97 0. 397 99 31. 057 29

1 000 0. 217 93 0. 271 32 0. 694 23 0. 473 14 23. 841 41

2 000 0. 198 53 0. 257 58 0. 693 57 0. 471 68 25. 563 65

3 000 0. 193 36 0. 248 03 0. 689 76 0. 472 47 26. 075 25

真值 0. 412 00 0. 309 00 0. 680 40 0. 630 30

从表 1—2 和图 4 可知:递推最小二乘算法给出
的参数估计误差大，收敛效果差，参数估计是有偏差

的;而辅助模型最小二乘算法参数估计误差随 t 增
加而减少，并不断趋于零，说明该方法是有效的．
把下列程序写到 AM_RLS． m 文件中，当 sigma

= 0. 10 或 sigma = 0. 50 时，依次运行 SW = 1 ( AM-
RLS算法) 和 SW = 2 ( RLS 算法) ，可得到上述例子
的仿真结果( 参数估计表和误差曲线图) ．
1 % *
2 % Filename: AM － RLS． m for the output error models: *
3 % y( t) = B( z) /A( z) u( t) + v( t) *
4 % The noise variance sigma 2̂ =0. 10 2̂ and sigma 2̂ =0. 50 2̂ *
5 % The auxiliary model based RLS algorithm *
6 % *
7 clear; format short g
8 M = ＇The AM － RLS algorithm ( SW = 1 ) or RLS algorithm
( SW =2) ’

9 FF = 1; % The Forgetting Factor
10 sigma = 0. 10; % The noise variance sigma^2 = 0. 10^2 and

sigma^2 = 0. 50^2
11 SW =2; % SW =1 for the AM － RLS algorithm
12 % SW =2 for the RLS algorithm
13 PlotLength = 3000; length1 = PlotLength + 100;
14 na = 2; nb = 2; n = na + nb;
15 a =［1，0. 412，0. 309］; b =［0，0. 6804，0. 6303］; d =［1］;
16 par0 =［a( 2: na +1) ，b( 2: nb +1) ］’;% The parameter vector
17
18 p0 = 1e6; P = eye( n) * p0; r = 1;
19 par1 = ones( n，1) /p0; % The parameter estimation

vector theta

20 %———Compute the noise － to － signal ratio
21 sy = f － integral( a，b) ; sv = 1;
22 delta － ns = sqrt( sv /sy) * 100* sigma;
23 ［sy，sv，delta － ns］
24 %———Generate the input － output data
25 rand( ’state’，0) ; randn( ’state’，0) ;
26 u = ( rand( length1，1) － 0. 5) * sqrt( 12) ; v = randn
( length1，1) * sigma;

27 y = ones ( n，1 ) /p0; x = ones ( n，1 ) /p0; xa = ones ( n，
1) /p0;

28 %———AM-RLS algorithm ( SW = 1 ) or RLS algorithm
( SW =2)

29 jj = 0; j1 = 0;
30 for t = n: length1
31 jj = jj + 1;
32 x( t) = par0＇* ［－ x( t － 1: － 1: t － na) ; u( t － 1: － 1: t

－ nb) ］;
33 y( t) = x( t) + v( t) ;
34 if SW = = 1
35 varphi =［－ xa( t － 1: － 1: t － na) ; u( t － 1: － 1: t

－ nb) ］;
36 else
37 varphi =［－ y( t － 1: － 1: t － na) ; u( t － 1: － 1: t

－ nb) ］;
38 end
39 L = P* varphi / ( FF + varphi＇* P* varphi) ;
40 P = ( P － L* ( varphi＇* P) ) /FF;
41 par1 = par1 + L* ( y( t) － varphi＇* par1) ;
42 delta = norm( par1 － par0) /norm( par0) ;
43 ls( jj，: ) =［jj，par1＇，delta］;
44 xa( t) = varphi＇* par1;
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45 if ( jj = = 100 ) | ( jj = = 200 ) | jj = = 500 | ( mod ( jj，
1000) = = 0)

46 j1 = j1 + 1;
47 ls － 100( j1，: ) =［jj，par1＇，delta* 100］;
48 end
49 end
50 ls － 100( j1 + 1，: ) =［0，par0＇，0］;
51 fprintf( ＇\n % s \n＇，…
52 ’$ t $ $ a － 1 $ $ a － 2 $ $ b － 1 $ $ b － 2 $

$ \delta \ ( \% ) \ $ \ \’) ;
53 fprintf( ’%5d %10. 5f %10. 5f %10. 5f %10. 5f %10. 5f \

\ \ \ \n’，ls － 100＇) ;
54 figure( 1) ;
55 jk = ( 11: 10: PlotLength － 1) ’;
56 plot( ls( jk，1) ，ls( jk，n + 2) ，＇m＇)
57
58 if SW = = 1 % AM － RLS
59 data1 =［ls( : ，1) ，ls( : ，n + 2) ］;
60 save data1 data1
61 else % RLS
62 load data1 data1
63 z0 =［data1，ls( : ，n + 2) ］;
64 figure( 2) ;
65 plot ( z0 ( jk，1 ) ，z0 ( jk，2 ) ，’k’，z0 ( jk，1 ) ，z0 ( jk，

3) ，’b’)
66 end
67 xlabel( ’{ \ it t}’) ; ylabel( ＇{ \ it \delta}’)

2. 1. 2 辅助模型随机梯度辨识算法( AM-SG)
输出误差类系统的辅助模型随机梯度算法是方

程误差类系统随机梯度辨识方法的延伸和推广．
对于输出误差系统( 24 ) 对应的辨识模型( 27 ) ，

应用辅助模型辨识思想，极小化准则函数

J4 ( θ) = E{ ［y( t) － φ̂
T ( t) θ］2 }

可以得到辨识参数向量 θ的辅助模型随机梯度辨识
算法( Auxiliary Model based Stochastic Gradient algo-
rithm，AM-SG) :

θ̂( t) = θ̂( t －1) +φ( t)r( t) ［y( t) －φ
T( t) θ̂( t －1) ］， ( 37)

r( t) = r( t － 1) +‖φ( t) ‖2，r( 0) = 1， ( 38)
φ( t) =［－ xa ( t － 1) ，－ xa ( t － 2) ，…，－ xa ( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T， ( 39)

xa ( t) = φ
T ( t) θ̂( t) ， ( 40)

θ̂( t) =［â1 ( t) ，â2 ( t) ，…，âna ( t) ，

b̂1 ( t) ，b̂2 ( t) ，…，b̂nb ( t) ］
T ． ( 41)

文献［14］研究了双率采样数据系统辅助模型随
机梯度算法的收敛性．为了提高 AM-SG 算法的收敛

速度，在 AM-SG算法中引入遗忘因子 λ，得到辅助模
型遗忘因子随机梯度辨识算法( Auxiliary Model based
Forgetting Factor Stochastic Gradient algorithm，AM-
FFSG) ，简称辅助模型遗忘梯度辨识算法 ( Auxiliary
Model based Forgetting Gradient algorithm，AM-FG) :

θ̂( t) = θ̂( t －1) +φ( t)r( t) ［y( t) －φ
T( t) θ̂( t －1) ］，( 42)

r( t) =λr( t －1) +‖φ( t)‖2，0≤λ≤1，r( 0) =1， ( 43)
φ( t) =［－ xa ( t － 1) ，－ xa ( t － 2) ，…，－ xa ( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T， ( 44)

xa ( t) = φ
T ( t) θ̂( t) ， ( 45)

θ̂( t) =［̂a1 ( t) ，̂a2 ( t) ，…，̂ana ( t) ，
b̂1 ( t) ，̂b2 ( t) ，…，̂bnb ( t) ］

T ． ( 46)
当 λ = 1 时，AM-FG算法退化为 AM-SG算法;当 λ =
0 时，AM-FG算法退化为辅助模型投影算法．对于输
出误差模型，本文作者等提出了梯度迭代辨识算法

和基于最小二乘的迭代辨识方法
［19］．

本文作者 2008 年发表在《中国科学》上的论文
证明了辅助模型随机梯度算法的收敛性，证明中推

导出 2 个精妙的等式，收敛结论也很漂亮［14，33-34］; 发
表在控制领域国际著名期刊《Automatica》2011 年上
的论文证明了稀少数据输出误差系统的辅助模型多

新息随机梯度算法的收敛性，包括了辅助模型随机

梯度算法作为特殊情形
［13］．辅助模型遗忘梯度算法

和辅助模型投影算法的收敛条件以及参数误差界分

析，至今仍是辨识领域的重要难题．
仿真试验如下．
例 2 考虑仿真对象( OE模型) :

y( t) =B( z)A( z) u( t) + v( t) ，

A( z) =1 + a1z
－1 + a2z

－2 =1 +0. 412z －1 +0. 309z －2，

B( z) = b1z
－1 + b2z

－2 =0. 680 4z －1 +0. 630 3z －2，

θ =［a1，a2，b1，b2］
T =［0. 412，0. 309，0. 680 4，0. 630 3］T













．

仿真条件同例 1．考虑 3 种情形: 噪声方差与噪信比
分别为 σ2 = 0. 002，δns = 0. 00% ; σ2 = 0. 102，δns =
11. 75% ; σ2 = 0. 502，δns = 58. 75% ． 用 AM-SG 算法
和 AM-FG算法估计这个系统的参数，不同噪声方差
或噪信比下 AM-SG参数估计及其误差如表 3 所示，
AM-SG参数估计误差 δ: =‖θ̂( t) － θ‖ /‖θ‖随 t
变化曲线如图 5 所示．
不同遗忘因子下，AM-SG( AM-FG，λ = 1) 算法和

AM-FG算法( λ = 0. 95，λ = 0. 99) 参数估计及其误差
如表 4—6所示; 参数估计误差 δ: =‖ θ̂( t) － θ‖ /
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‖θ‖随 t变化曲线如图 6 所示;表 6 是变遗忘因子
时的 AM-FG参数估计．
由表 3—6，图 5—6 可知: AM-SG 算法收敛速度

慢，参数估计变化平稳，但参数估计精度低; AM-FG
算法具有较快的收敛速度，遗忘因子 λ越小，算法收
敛速度越快，但参数估计波动越大，λ 越大，算法的
跟踪速度越慢，但参数估计越平稳．一种折衷方案是
在算法起动的开始阶段选择较小 λ 值，随后选择较
大 λ值，并使 λ 逐渐趋于 1，这样既可以保证算法有
一定的收敛速度，又可减小参数估计波动的方差，从

而得到较高精度的参数估计． 例如，表 6 中，当 t ＜

1 330时，取 λ = 0. 95;当 t≥1 330 时，取 λ = 0. 99．而
AM-SG算法的收敛速度很慢，几乎没有跟踪( 时变)
参数的能力，可见引入遗忘因子的重要性．从表 4 和
图 6 可知，AM-FG算法通过选择适当的遗忘因子，可
以获得满意的辨识效果．
把下列程序写到 AM_FG1． m 文件中，当 sigma

= 0. 10 或 sigma = 0. 50 时，当 SW = 1，FF = 1 时，依
次运行当 sigma = 0，0. 1，0. 50; 当 SW = 2，sigma =
0. 50 时，依次运行 FF = 1，0. 99，0. 95，可得到上述例
子的仿真结果( 参数估计表和误差曲线图) ． 适当修
改一下，可得到变遗忘因子的仿真结果．

表 3 不同噪信比下例 2 模型参数的 AM-SG估计
Table 3 The AM-SG estimates and errors with different δns

δns t a1 a2 b1 b2 δ /%

00. 00% 100 0. 071 46 0. 228 29 0. 604 33 0. 341 06 43. 393 78

200 0. 083 95 0. 249 89 0. 625 54 0. 351 62 41. 280 58

500 0. 097 14 0. 272 56 0. 639 36 0. 364 03 39. 211 87

1 000 0. 106 59 0. 287 47 0. 648 93 0. 376 29 37. 616 76

2 000 0. 116 94 0. 299 54 0. 656 77 0. 385 62 36. 211 28

3 000 0. 121 99 0. 305 21 0. 659 84 0. 391 24 35. 482 35

11. 75% 100 0. 048 15 0. 228 00 0. 626 61 0. 319 80 46. 010 49

200 0. 060 50 0. 250 05 0. 644 40 0. 329 79 44. 074 46

500 0. 075 79 0. 274 35 0. 653 34 0. 338 77 42. 150 59

1 000 0. 083 07 0. 290 09 0. 659 78 0. 354 25 40. 563 15

2 000 0. 092 52 0. 302 56 0. 665 84 0. 364 93 39. 176 99

3 000 0. 097 45 0. 308 27 0. 667 81 0. 371 01 38. 444 00

58. 75% 100 － 0. 032 14 0. 208 22 0. 722 10 0. 23215 57. 157 36

200 － 0. 021 03 0. 233 39 0. 725 72 0. 240 45 55. 548 25

500 0. 001 46 0. 265 96 0. 714 97 0. 237 26 53. 826 39

1 000 － 0. 001 51 0. 286 36 0. 708 13 0. 265 26 52. 103 29

2 000 0. 003 04 0. 302 06 0. 706 21 0. 281 68 50. 717 38

3 000 0. 006 86 0. 308 82 0. 703 36 0. 289 71 49. 938 27

真值 0. 412 00 0. 309 00 0. 680 40 0. 630 30

表 4 例 2 模型参数的 AM-SG估计( σ2 = 0. 502，δns = 58. 75%)

Table 4 The AM-SG estimates and errors ( σ2 = 0. 502，δns = 58. 75% )

t a1 a2 b1 b2 δ /%

100 － 0. 032 14 0. 208 22 0. 722 10 0. 232 15 57. 157 36

200 － 0. 021 03 0. 233 39 0. 725 72 0. 240 45 55. 548 25

500 0. 001 46 0. 265 96 0. 714 97 0. 237 26 53. 826 39

1 000 － 0. 001 51 0. 286 36 0. 708 13 0. 265 26 52. 103 29

1 500 0. 001 46 0. 294 52 0. 704 23 0. 274 16 51. 297 11

2 000 0. 003 04 0. 302 06 0. 706 21 0. 281 68 50. 717 38

2 500 0. 005 86 0. 306 20 0. 704 02 0. 285 70 50. 257 45

3 000 0. 006 86 0. 308 82 0. 703 36 0. 289 71 49. 938 27

真值 0. 412 00 0. 309 00 0. 680 40 0. 630 30
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表 5 不同遗忘因子下例 2 模型参数的 AM-FG估计( σ2 = 0. 502，δns = 58. 75%)

Table 5 The AM-FG estimates and errors ( σ2 = 0. 502，δns = 58. 75% )

λ t a1 a2 b1 b2 δ /%

0. 99 100 － 0. 032 02 0. 226 20 0. 722 37 0. 242 94 56. 228 03

200 － 0. 005 81 0. 266 47 0. 731 51 0. 254 51 53. 339 81

500 0. 052 00 0. 333 56 0. 713 32 0. 265 18 48. 487 45

1 000 0. 078 48 0. 363 28 0. 688 66 0. 388 67 39. 165 51

1 500 0. 158 90 0. 338 64 0. 673 69 0. 413 36 31. 552 82

2 000 0. 206 43 0. 340 02 0. 711 62 0. 452 84 25. 932 33

2 500 0. 260 16 0. 341 18 0. 682 90 0. 479 98 20. 368 30

3 000 0. 281 20 0. 331 92 0. 696 08 0. 527 66 15. 889 63

0. 95 100 － 0. 021 27 0. 294 12 0. 714 26 0. 287 93 52. 169 38

200 0. 088 77 0. 339 94 0. 744 79 0. 306 42 43. 654 21

500 0. 234 40 0. 351 27 0. 758 60 0. 404 62 28. 337 33

1 000 0. 338 02 0. 367 59 0. 680 35 0. 623 44 8. 918 91

1 500 0. 450 95 0. 256 03 0. 636 71 0. 566 75 9. 552 72

2 000 0. 406 43 0. 281 74 0. 723 37 0. 610 95 5. 158 26

2 500 0. 458 89 0. 347 69 0. 672 61 0. 581 75 7. 370 06

3 000 0. 385 70 0. 348 31 0. 700 10 0. 666 77 5. 927 78

真值 0. 412 00 0. 309 00 0. 680 40 0. 630 30

表 6 变遗忘因子下例 2模型参数的 AM-FG估计( σ2 =0. 502，δns =58. 75%) ( 当 t ＜1 330时，λ =0. 95;当 t≥1 330时，λ =0. 99)

Table 6 The AM-FG estimates and errors ( σ2 = 0. 502，δns = 58. 75% ) ( λ = 0. 95 for t ＜ 1 330; λ = 0. 99 for t≥1 330)

t a1 a2 b1 b2 δ /%

100 － 0. 021 27 0. 294 12 0. 714 26 0. 287 93 52. 169 38

200 0. 088 77 0. 339 94 0. 744 79 0. 306 42 43. 654 21

500 0. 234 40 0. 351 27 0. 758 60 0. 404 62 28. 337 33

1 000 0. 338 02 0. 367 59 0. 680 35 0. 623 44 8. 918 91

1 500 0. 401 32 0. 280 74 0. 676 13 0. 620 05 3. 033 93

2 000 0. 407 09 0. 293 13 0. 708 17 0. 612 58 3. 478 01

2 500 0. 419 47 0. 309 56 0. 681 57 0. 607 77 2. 240 70

3 000 0. 410 93 0. 307 71 0. 692 10 0. 628 55 1. 125 93

真值 0. 412 00 0. 309 00 0. 680 40 0. 630 30

1 % *
2 % Filename: AM － FG1． m for the output error models: *
3 % y( t) = B( z) /A( z) u( t) + v( t) *
4 % The AM － FG algorithm *
5 % The forgetting factor FF = \ lambda *
6 % The noise variance sigma^2 *
7 % When FF = 1，sigma = 0，0. 10 and 0. 50 *
8 % When sigma = 0. 50，FF = 1，0. 99，0. 95 *
9 % *
10 clear; format short g
11 M = ＇The AM － FG algorithm for the output error model＇
12 SW =2; % SW =1: Plot for fixed FF，sigma = 0，0. 1

and 0. 5
13 % SW =2: Plot for fixed sigma，FF = 1，0. 99，0. 95

14 FF = 0. 95; % The forgetting factor
15 sigma = 0. 5; % sigma = 0. 5 FF = 0. 9，0. 95，0. 99 for

AM-FG other case
16 PlotLength = 3000; length1 = PlotLength + 100;
17 na = 2; nb = 2; n = na + nb;
18 a =［1，0. 412，0. 309］; b =［0，0. 6804，0. 6303］;
19 par0 =［a( 2: na + 1) ，b( 2: nb + 1) ］＇; % The

parameter vector
20 p0 = 1e6; r = 1;
21 par1 = ones( n，1) /p0; % The parameter estimation vector
22 % Compute the noise － to － signal ratio
23 sy = f － integral( a，b) ; sv = 1;
24 delta － ns = sqrt( sv /sy) * 100* sigma;
25 ［sy，delta － ns］
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图 5 不同噪信比下例 2 的 AM-SG
估计误差 δ随 t的变化曲线

F ig． 5 The AM-SG estimation errors δ versus t with different δns

图 6 不同遗忘因子下例 2 的 δ随
t的变化曲线( σ2 = 0. 502 )

Fig． 6 The AM-FG estimation errors δ versus

t with different λ ( σ2 = 0. 502 )

26 %———Generate the input － output data
27 rand( ’state’，0) ; randn( ’state’，0) ;
28 u = ( rand ( length1，1 ) － 0. 5 ) * sqrt ( 12 ) ; v = randn
( length1，1) * sigma;

29
30 y = ones( length1，1) /p0;
31 x = ones( length1，1) /p0; x1 = x;
32 %———Compute AM-FG estimates
33 jj = 0; j1 = 0;
34 for t = n: length1
35 jj = jj + 1;
36 if jj = = 1330
37 FF = 0. 99; % Appropriate modification: add a %
38 end
39 x( t) = － par0 ( 1: na) ＇* x( t － 1: － 1: t － na) +

par0( na + 1: n) ＇* u( t － 1: － 1: t － nb) ;
40 y( t) = x( t) + v( t) ;
41 varphi =［－ x1( t － 1: － 1: t － na) ; u( t － 1: － 1: t

－ nb) ］;

42 r = FF* r + varphi＇* varphi;
43 par1 = par1 + varphi / r* ( y( t) － varphi＇* par1) ;
44 x1( t) = varphi＇* par1;
45 delta = norm( par1 － par0) /norm( par0) ;
46
47 ls( jj，: ) =［jj，par1＇，delta］;
48 if ( jj = = 100) | ( jj = = 200) | ( jj = = 500 ) | mod

( jj，500) = = 0
49 j1 = j1 + 1;
50 ls － 100( j1，: ) =［jj，par1＇，delta* 100］;
51 end
52 if jj = = PlotLength
53 break
54 end
55 end
56 ls － 100( j1 + 1，: ) =［0，par0＇，0］;
57 fprintf( ’FF = %4. 2f，( $ \ \ sigma^2 = %4. 2f $ ，$ \ \ del-

ta － { \ \ns} = %6. 2f% s’，…
58 FF，sigma，delta － ns，’\% $ ) ＇)
59 fprintf( ’\n % s \n’，…
60 ’$ t $ $ a － 1 $ $ a － 2 $ $ b － 1 $ $ b － 2

$ $ \delta \ ( \% ) \ $ \ \ \hline’) ;
61 fprintf( ’%5d %10. 5f %10. 5f %10. 5f %10. 5f %10. 5f \

\ \ \ \n’，ls － 100’) ;
62
63 figure( 1) ; jk = ( 28: 10: PlotLength － 1) ’;
64 plot( ls( jk，1) ，ls( jk，n + 2) )
65 figure( 2) ;
66 if SW = = 1
67 if sigma = = 0
68 data1 =［ls( : ，1) ，ls( : ，n + 2) ］;
69 save data1 data1
70 elseif sigma = = 0. 10
71 load data1
72 data2 =［data1，ls( : ，n + 2) ］;
73 save data2 data2
74 z0 = data2;
75 jk = ( 28: 5: PlotLength － 1) ’;
76 plot( z0( jk，1) ，z0( jk，2) ，’k’，z0( jk，1) ，z0 ( jk，

3) ，’b’)
77 axis( ［0，PlotLength，0，0. 61］)
78 else
79 load data2
80 z0 =［data2，ls( : ，n + 2) ］;
81 jk = ( 28: 5: PlotLength － 1) ＇;
82 plot( z0( jk，1) ，z0( jk，2) ，’k’，z0( jk，1) ，z0 ( jk，

3) ，’b’，…
83 z0( jk，1) ，z0( jk，4) ，’b’)
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84 text( 1500，0. 525，’{ \ it \ sigma} ^2 = 0. 50^2＇)
85 text( 1500，0. 41，’{ \ it \ sigma} ^2 = 0. 10^2＇)
86 text( 1500，0. 353，’{ \ it \ sigma} ^2 = 0＇)
87 end
88 else % SW = = 2
89 if FF = = 1
90 data1 =［ls( : ，1) ，ls( : ，n + 2) ］;
91 save data1 data1
92 elseif FF = = 0. 99001 % Apptopriate modification
93 load data1
94 data2 =［data1，ls( : ，n + 2) ］;
95 save data2 data2
96 elseif FF = = 0. 95001 % Apptopriate modification
97 load data2
98 data3 =［data2，ls( : ，n + 2) ］;
99 save data3 data3
100 else
101 load data3
102 z0 =［data3，ls( : ，n + 2) ］;
103 jk = ( 28: 5: PlotLength － 1) ＇;
104 figure ( 2)
105 plot( z0( jk，1) ，z0( jk，2) ，’k’，z0( jk，1) ，z0( jk，

3) ，’k’，…
106 z0 ( jk，1 ) ，z0 ( jk，5 ) ，’k’，z0 ( jk，1 ) ，z0

( jk，4) ，’b’)
107 axis( ［0，PlotLength，0，0. 61］)
108 text ( 1500，0. 535，’{ \ it \ lambda} = 1 ( AM －

SG) ’)
109 text( 1500，0. 34，’{ \ it \ lambda} = 0. 99’)
110 text( 1100，0. 25，’{ \ it \ lambda} = 0. 95’)
111 line( ［803，1100］，［0. 138，0. 23］)
112 line( ［1648，1350］，［0. 1218，0. 23］)
113 text( 1550，0. 015，’{ \ it \ lambda} = 0. 99’)
114 end
115 end
116 xlabel( ’\ it t’) ; ylabel( ’{ \ it \delta}’)

2. 2 线性输出误差滑动平均系统( OEMA)
输出误差类系统包括基本的输出误差( OE) 系

统、输出误差滑动平均( OEMA) 系统、输出误差自回
归( OEAR) 系统和输出误差自回归滑动平均 ( OE-
ARMA = Box-Jenkins) 系统． 这些模型的辅助模型辨
识方法在文献［18］中有详细研究，这里进行简单
讨论．
随机梯度算法、最小二乘算法、多新息辨识方法

等都可以用于输出误差类模型的辨识． 例如，对于
OEMA系统，我们可以得到辅助模型增广随机梯度

算法、辅助模型递推增广最小二乘算法、辅助模型多
新息增广随机梯度算法、辅助模型多新息增广最小
二乘算法等．
输出误差类的输出误差滑动平均模型 ( Output

Error Moving Average model，OEMA) 如图 7 所示，其
输入输出表达如下:

y( t) = B( z)
A( z) u( t) + D( z) v( t) ． ( 47)

图 7 输出误差滑动平均系统( OEMA)
Fig． 7 The output error moving average system

定义系统真实输出 x( t) 和噪声模型输出 w( t)
分别为

x( t) : = B( z)
A( z) u( t) ， ( 48)

w( t) : = D( z) v( t) ． ( 49)
置系统参数向量 θ和信息向量 φ( t) 如下:
θ: =［a1，a2，…，ana，b1，b2，…，bnb，d1，d2，…，dnd］

T∈
Rna + nb + nd，

φ( t) : =［－ x( t － 1) ，－ x( t － 2) ，…，－ x( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb ) ，v( t － 1) ，
v( t － 2) ，…，v( t － nd) ］

T∈Rna + nb + nd ．
借助于上述定义，式( 48) —( 49) 可以写为

x( t) = ［1 － A( z) ］x( t) + B( z) u( t) =

－∑
na

i = 1
aix( t － i) +∑

nb

i = 1
biu( t － i) ， ( 50)

w( t) = ∑
nd

i = 1
div( t － i) + v( t) ．

则 OEMA系统( 47) 可以写为下列辨识模型:
y( t) = x( t) + w( t) =

－∑
na

i =1
aix( t － i) +∑

nb

i =1
biu( t － i) +∑

nd

i =1
div( t － i) + v( t) =

φT ( t) θ + v( t) ． ( 51)
因为式( 51) 辨识模型信息向量 φ( t) 中不仅包

含了不可测真实输出 x ( t － i) ，而且包含了噪声项
v( t － i) ，故这是一个伪线性回归模型Ⅲ．
辨识 OEMA系统的辅助模型的递推增广最小二

乘算法( Auxiliary Model based Recursive Extended
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Least Squares algorithm，AM-RELS) 如下:
θ̂( t) = θ̂( t －1) + L( t) ［y( t) － φ̂T( t) θ̂( t －1) ］，( 52)
L( t) =P( t －1) φ̂( t) ［1 + φ̂T( t) P( t －1) φ̂( t) ］－1， ( 53)
P( t) =［I － L( t) φ̂T ( t) ］P( t － 1) ，P( 0) = p0I，( 54)
φ̂( t) =［̂φT

s ( t) ，̂v( t －1) ，̂v( t －2) ，…，̂v( t － nd) ］
T， ( 55)

φ̂s ( t) =［－ x̂( t － 1) ，－ x̂( t － 2) ，…，－ x̂( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T， ( 56)

x̂( t) = φ̂T
s ( t) θ̂s ( t) ， ( 57)

v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t) ， ( 58)
θ̂( t) =［̂θT

s ( t) ，̂d1 ( t) ，̂d2 ( t) ，…，̂dnd ( t) ］
T，( 59)

θ̂s ( t) =［̂a1 ( t) ，̂a2 ( t) ，…，̂ana ( t) ，̂b1 ( t) ，
b̂2 ( t) ，…，̂bnb ( t) ］

T ． ( 60)

对于 OEMA系统，王冬青［26］提出了基于辅助模
型的递推增广最小二乘辨识方法( AM-RELS) ，还给
出了通过模型变换的递推增广最小二乘算法，AM-
RELS方法原理简单、计算量小，可以给出高精度参
数估计，且能够用于在线辨识;本文作者等提出了基

于辅助模型的多新息增广随机梯度辨识算法 ( AM-
MI-ESG) ［24］和基于辅助模型的多新息增广最小二乘
辨识算法 ( AM-MI-ELS ) 和变间隔 AM-MI-ELS 算
法
［35］，还提出了输出误差滑动平均模型的基于梯度

和基于最小二乘的迭代辨识方法
［19］．

2． 3 线性输出误差自回归系统( OEAR)
输出误差自回归模型( Output Error AutoRegres-

sive model，OEAR ) 如图 8 所示，其输入输出表达
如下:

y( t) = B( z)
A( z) u( t) +

1
C( z) v( t) ． ( 61)

对于 OEAR系统，许多算法能够估计其参数，如
辅助模型广义随机梯度算法、辅助模型递推广义最
小二乘算法、辅助模型多新息广义随机梯度算法、辅
助模型多新息广义最小二乘算法等．

图 8 输出误差自回归系统( OEAR)
Fig． 8 The output error autoregressive system

定义系统真实输出 x( t) 和噪声模型输出 w( t)
分别为

x( t) : = B( z)
A( z) u( t) ， ( 62)

w( t) : = 1
C( z) v( t) ． ( 63)

置系统参数向量 θ和信息向量 φ( t) 如下:
θ: =［a1，a2，…，ana，b1，b2，…，bnb，c1，c2，…，cnc］

T∈
Rna + nb + nc，

φ( t) : =［－ x( t － 1) ，－ x( t － 2) ，…，－ x( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2 ) ，…，u( t － nb ) ，－ w( t － 1 ) ，
－ w( t － 2) ，…，－ w( t － nc) ］

T∈Rna + nb + nc ．
借助于上述定义，式( 62) —( 63) 可以写为

x( t) = ［1 － A( z) ］x( t) + B( z) u( t) =

－∑
na

i = 1
aix( t － i) +∑

nb

i = 1
biu( t － i) ，

w( t) = ［1 － C( z) ］w( t) + v( t) =

－∑
nc

i = 1
ciw( t － i) + v( t) ．

则 OEAR系统( 61) 可以写为下列辨识模型:
y( t) = x( t) + w( t) =

－∑
na

i =1
aix( t － i) +∑

nb

i =1
biu( t － i) －∑

nd

i =1
ciw( t － i) + v( t) =

φT ( t) θ + v( t) ． ( 64)
因为式( 64) 辨识模型信息向量 φ( t) 中不仅包

含了不可测真实输出 x ( t － i) ，而且包含了噪声项
v( t － i) ，故这是一个伪线性回归模型Ⅲ．
辨识 OEAR系统的辅助模型的递推广义最小二

乘算法 ( Auxiliary Model based Recursive Generalized
Least Squares algorithm，AM-RGLS) 如下:
θ̂( t) = θ̂( t －1) + L( t) ［y( t) － φ̂T( t) θ̂( t －1) ］，( 65)
L( t) =P( t －1) φ̂( t) ［1 + φ̂T( t) P( t －1) φ̂( t) ］－1，( 66)
P( t) =［I － L( t) φ̂T ( t) ］P( t － 1) ，P( 0) = p0I，( 67)

φ̂( t) =［φ̂T
s ( t) ，－ ω̂( t － 1) ，－ ω̂( t － 2) ，…，

－ ω̂( t － nc) ］
T， ( 68)

φ̂s ( t) =［－ x̂( t － 1) ，－ x̂( t － 2) ，…，－ x̂( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T， ( 69)

x̂( t) = φ̂T
s ( t) θ̂s ( t) ， ( 70)

ω̂( t) = y( t) － x̂( t) = y( t) － φ̂T
s ( t) θ̂s ( t) ，( 71)

θ̂( t) =［̂θT
s ( t) ，̂c1 ( t) ，̂c2 ( t) ，…，̂cn c ( t) ］

T，( 72)

θ̂( t) =［̂a1( t) ，̂a2，…，̂ana( t) ，b̂1( t) ，b̂2，…，b̂n b( t) ］
T． ( 73)

2． 4 线性 Box-Jenkins系统( BJ)
Box-Jenkins模型( BJ model) 如图 9 所示，其输

入输出表达如下:
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图 9 Box-Jenkins系统( BJ)
Fig． 9 The Box-Jenkins system

y( t) = B( z)
A( z) u( t) +

D( z)
C( z) v( t) ( 74)

辨识这个 Box-Jenkins 系统的方法有辅助模型
广义增广随机梯度算法、辅助模型递推推广义增广
最小二乘算法、辅助模型多新息广义增广随机梯度
算法、辅助模型多新息广义增广最小二乘算法等．
定义系统真实输出 x( t) 和噪声模型输出 w( t)

分别为

x( t) : = B( z)
A( z) u( t) ， ( 75)

w( t) : = D( z)
C( z) v( t) ． ( 76)

置系统参数向量 θ和信息向量 φ( t) 如下:
θ: =［a1，a2，…，ana，b1，b2，…，bnb，c1，c2，…，cnc］

T∈
Rna + nb + nc，

φ( t) : =［－ x( t － 1) ，－ x( t － 2) ，…，－ x( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb ) ，

－ w( t － 1) ，－ w( t － 2) ，…，－ w( t － nc ) ，

v( t － 1) ，v( t － 2) ，…，v( t － nd) ］
T∈

Rna + nb + nc + nd ．
借助于上述定义，式( 75) － ( 76) 可以写为

x( t) = ［1 － A( z) ］x( t) + B( z) u( t) =

－∑
na

i = 1
aix( t － i) +∑

nb

i = 1
biu( t － i) ，

w( t) = ［1 － C( z) ］w( t) + D( z) v( t) =

－∑
nc

i = 1
ciw( t － i) +∑

nd

i = 1
div( t － i) + v( t) ．

则 Box-Jenkins系统( 74) 可以写为下列辨识模型:
y( t) = x( t) + w( t) =

∑
na

i = 1
aix( t － i) +∑

nb

i = 1
biu( t － i) －∑

nc

i = 1
ciω( t － i) +

∑
nd

i = 1
div( t － i) + v( t) = φT ( t) θ + v( t) ． ( 77)

因为式( 77) 辨识模型信息向量 φ( t) 中不仅包
含了不可测真实输出 x( t － i) ，而且包含了相关噪声
项 w( t － i) ，故这是一个伪线性回归模型Ⅲ．

辨识 Box-Jenkins 系统的辅助模型的递推广义
最小二乘算法( Auxiliary Model based Recursive Gen-
eralized Least Squares algorithm，AM-RGLS) ，
θ̂( t) = θ̂( t －1) + L( t) ［y( t) － φ̂T( t) θ̂( t －1) ］，( 78)

L( t) = P( t － 1) φ̂( t)
1 + φ̂T ( t) P( t － 1) φ̂( t)

， ( 79)

P( t) =［I － L( t) φ̂T ( t) ］P( t － 1) ，P( 0) = p0I，( 80)
φ̂( t) =［̂φT

s ( t) ，－ ω̂( t －1) ，－ ω̂( t －2) ，…，－ ω̂( t － nc) ，

v̂( t － 1) ，̂v( t － 2) ，…，̂v( t － nd) ］
T， ( 81)

φ̂s ( t) =［－ x̂( t －1) ，－ x̂( t －2) ，…，－ x̂( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］
T， ( 82)

x̂( t) = φ̂T
s ( t) θ̂s ( t) ， ( 83)

ω̂( t) = y( t) － x̂( t) ， ( 84)
υ̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t) ， ( 85)

θ̂( t) =［̂θT
s ( t) ，̂c1 ( t) ，̂c2 ( t) ，…，̂cn c ( t) ，d̂1 ( t) ，

d̂2 ( t) ，…，d̂n d ( t) ］
T， ( 86)

θ̂s ( t) =［̂a1 ( t) ，̂a2 ( t) ，…，̂an a ( t) ，b̂1 ( t) ，

b̂2 ( t) ，…，b̂n b ( t) ］
T ． ( 87)

对于 Box-Jenkins 系统，王冬青和本文作者提出
了基于辅助模型多新息广义增广随机梯度辨识方法

( AM-MI-GESG) ［29］;刘艳君［36］等提出了基于最小二
乘的迭代辨识方法; 王冬青［37］等提出了基于梯度的

迭代参数估计方法; 谢莉［38］等提出了非均匀采样数

据系统的辅助模型多新息广义增广随机梯度辨识

方法．
CARAR系统的 RGLS 算法、CARARMA 系统的

RGELS算法、本节讨论的 OEMA 系统的 AM-RELS
算法，OEAR 系统的 AM-RGLS 算法、Box-Jenkins 系
统的 AM-RGELS算法的收敛性分析( 参数估计的一
致收敛性、估计误差的有界收敛性) 都是控制领域中
国际著名的研究难题．

3 输入非线性方程误差类系统( IN-EET)

输入非线性方程误差类 ( IN-EET) 系统包括输
入非线性有限性脉冲响应( IN-FIR) 系统、输入非线
性受控自回归( IN-CAR) 系统、输入非线性受控自回
归滑动平均 ( IN-CARMA) 系统、输入非线性受控自
回归自回归 ( IN-CARAR) 系统、输入非线性受控自
回归自回归滑动平均( IN-CARARMA) 系统．

3． 1 输入非线性有限脉冲响应系统( IN-FIR)
输入非线性有限脉冲响应 ( Input Nonlinear Fi-

nite Impulse Response，IN-FIR) 系统如图 10 所示．它
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是由一个无记忆非线性环节 f( ． ) 串连一个线性动态
FIR模型 G( z) 构成的．非线性部分是系数为( c1，c2，
…，cm ) 的已知非线性基 f = ( f1，f2，…，f1 ) 的线性
函数:

图 10 输入非线性有限脉冲响应系统( IN-FIR)
Fig． 10 The input nonlinear finite impulse

response ( IN-FIR) system

珔u( t) = f( u( t) ) =
c1 f( 1) ( u( t) ) + c2 f2 ( u( t) ) + … + cmfm( u( f) ) =

∑
m

j = 1
cj fj ( u( t) ) = f( u( t) ) c， ( 88)

其中 f ( u ( t) ) : =［f1 ( u ( t) ) ，f2 ( u ( t ) ) ，…，fm ( u
( t) ) ］∈R1 × m

是基函数构成的行向量，c: =［c1，c2，
…，cm］

T∈Rm
是非线性部分的参数向量．

线性部分是一个参数为 ( b0，b1，b2，…，bn ) 的

FIR模型，其传递函数为

G( z) = b0 + b1z
－1 + b2z

－2 +… + bnz
－ n =∑

n

i =0
biz

－i ． ( 89)

因此，线性部分可以表示为

y( t) = x( t) + v( t) = G( z) 珔u( t) + v( t) =
( b0 + b1 z

－ 1 + b2 z
－ 2 +… + bnz

－ n ) 珔u( t) + v( t) =
b0珋u( t) +b1珋u( t －1) +b2珋u( t －2) +… +bn珋u( t －n) + v( t) =
b0f( u( t) ) c + b1f( u( t －1) ) c + b2f( u( t －2) ) c +… +

bnf( u( t － n) ) c + v( t) = bTF( t) c + v( t) ( 90)
其中

b: =［b0，b1，b2，…，bn］
T∈Rn + 1， ( 91)

F( t) : =

f( u( t) )
f( u( t － 1) )


f( u( t － n











) )

=

f1( u( t) ) f2( u( t) ) … fm( u( t) )

f1( u( t －1) ) f2( u( t －1) ) … fm( u( t －1) )

f1( u( t －2) ) f2( u( t －2) ) … fm( u( t －2) )

  
f1( u( t －n) ) f2( u( t －n) ) … fm( u( t －n















) )

∈R( n +1) ×m，

( 92)

式( 90) 是一个双线性参数模型( bilinear-param-
eter model) ，式中出现了 2 个参数集的乘积项，故该
系统不是参数可辨识的．

为了辨识这个系统，需要规范化系统参数．基本
的规范化方法有: 1) 固定 bi中的一个，或者固定 cj中
的一个; 2) 设 ( b0，b1，b2，…，bn ) 或 ( c1，c2，…，cm ) 的
模为 1，即‖ b‖2 = b20 + b21 + b22 + … + b2n = 1，或
‖c‖2 = c21 + c22 +… + c2m = 1; 3 ) 设线性子系统的增
益为 1，即 G( 1) = b0 + b1 + b2 +… + bn = 1，或非线性
函数的系数和为 1，即 c1 + c2 +… + cm = 1．
为方便起见，本文假设 G( z) 的第 1 个系数 b0 =

1．这样式( 90) 可以写为
y( t) =珔u( t) + b1珔u( t － 1) + b2珔u( t － 2) +… +

bn珔u( t － n) + v( t) ．
将式( 88) 代入上式右边的第 1 项可得
y( t) = c1 f1 ( u ( t) ) + c2 f2 ( u ( t) ) +… + cm fm ( u
( t) ) + b1珔u( t － 1) + b2珔u( t － 2) +… + bn珔u
( t － n) + v( t) = φT ( t)  + v( t) ， ( 93)

其中参数向量 和信息向量 φ( t) 定义如下:

: =

b1
b2

bn

c1
c2

c

























m

∈Rn + m ; φ( t) : =

珔u( t － 1)
珔u( t － 2)


珔u( t － n)
f1 ( u( t) )

f2 ( u( t) )


fm ( u( t

























) )

∈Rn + m．

( 94)

对于辨识模型( 93) ，极小化准则函数

J5 ( ) : = ∑
t

j = 1
［y( j) － φT ( j) ］2

可得下列递推最小二乘算法:

̂( t) = ̂( t －1) + L( t) ［y( t) －φT( t) ̂( t －1) ］，( 95)

L( t) = P( t) φ( t) = P( t － 1) φ( t)
1 + φT ( t) P( t － 1) φ( t)

， ( 96)

P( t) =［I －L( t) φT( t) ］P( t －1) ，P( 0) = p0I． ( 97)

假设系统的输入输出数据为{ u( t) ，y( t) } ，非线
性基函数 fj ( u( t) ) 是已知的，式( 94) 中 φ( t) 包含了
未知中间变量( 非线性部分的输出) 珔u( t － i) ，使得上
述算法无法实现． 解决的办法是借助于辅助模型辨
识思想:未知变量用辅助模型的输出代替或用其估

计代替． 具体方法如下． 设珔û ( t) 是辅助模型的输出

( 即珔u( t) 的估计) ，用珔û( t － i) 代替式( 94 ) φ( t) 中的
未知项珔u( t － i) ，代替后的信息向量记作

φ̂( t) : =［珔û( t － 1) ，珔û( t － 2) ，…，珔û( t － n) ，
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f1 ( u( t) ) ，f2 ( u( t) ) ］，…，fm ( u( t) ) ］
T =

［珔û( t － 1) ，珔û( t － 2) ，…，珔u( t － n) ，f( u( t) ) ］T∈
Rn + m．
设 在时刻 t的估计为

̂( t) : =［b̂1 ( t) ，b̂2 ( t) ，…，b̂n ( t) ，ĉ
T ( t) ］T∈Rn + m，

ĉ( t) : =［̂c( t) ，̂c2 ( t) ，…，̂cm ( t) ］
T∈Rm．

用 ĉi ( t) 代替式( 88) 中参数 ci，故辅助模型输出珔û( t)
可通过下式计算，

珔û( t) = ĉ1 ( t) f1 ( u( t) ) + ĉ2 ( t) f2 ( u( t) ) + … +
ĉm ( t) fm ( u( t) ) =

∑
m

j = 1
ĉj ( t) fj ( u( t) ) = f( u( t) ) ĉ( t) ．

上式即为计算未知变量珔u( t) 的辅助模型．用 φ̂( t) 代
替式( 95) —( 97) 中未知 φ( t) ，可以总结出估计输入
非线性 FIR系统参数向量 的辅助模型递推最小二
乘辨识算法( AM-RLS) :

̂( t) = ̂( t －1) +L( t) ［y( t) － φ̂T( t) ̂( t －1) ］， ( 98)

L( t) = P( t) φ̂( t) = P( t － 1) φ̂( t)
1 + φ̂T ( t) P( t － 1) φ̂( t)

， ( 99)

L( t) =［I － L( t) φ̂T( t) ］P( t －1) ，P( 0) = p0I， ( 100)

φ̂( t) =［珋û( t －1) ，珋û( t －2) ，…，珋û( t －n) ，f( u( t) ) ］T，( 101)

珔û( t) = ĉ( t) f1 ( u( t) ) + ĉ( t) f2 ( u( t) ) +… +
ĉm ( t) fm ( u( t) ) = f( u( t) ) ĉ( t) ， ( 102)

f( u( t) ) =［f1 ( u( t) ，f2 ( u( t) ) ，…，fm( u( t) ) ］，( 103)

̂( t) =［b̂1 ( t) ，b̂2 ( t) ，…，b̂n ( t) ，̂c
T ( t) ］T ． ( 104)

输入非线性 FIR 系统 AM-RLS 算法 ( 98 ) —
( 104) 的计算步骤如下．

1) 初始化:令 t = 1．置初值 P( 0) = p0 I，̂( 0) =

1 / p0，p0 = 10
6，珔û( － i) = 1 / p0，i = 0，1，2，…，n － 1． 给

定基函数 fj ( ． ) ．
2) 收集数据 u( t) 和 y( t) ，用式( 103) 构造基函
数行向量 f( u( t) ) ，用式( 101) 构造信息向量 φ̂( t) ．

3) 用式( 99) 计算增益向量 L ( t) ，用式 ( 100 )
计算协方差阵 P( t) ．

4) 用式( 98) 刷新参数估计向量 ̂( t) ．

5) 根据式( 104) ，̂( t) 中读出 ĉ( t) ，用式( 102)

计算辅助模型输出珔û( t) ．
6) t增 1，转步骤 2，继续递推计算．
输入非线性 FIR系统 AM-RLS 算法计算参数估

计 ̂( t) 的流程如图 11 所示．

图 11 计算输入非线性 FIR系统 AM-RLS

参数估计 ̂( t) 的流程
Fig． 11 The flowchart of computing the AM-RLS

estimate ̂( t) for the IN-FIR system

3． 2 输入非线性受控自回归系统( IN-CAR)
输入非线性方程误差类系统( Input Nonlinear E-

quation Error Type system，IN-EET) 包括基本的输入
非线性方程误差模型，即输入非线性受控自回归模

型( IN-CAR) 、输入非线性受控自回归滑动平均模型
( IN-CARMA) 、输入非线性受控自回归自回归模型
( IN-CARAR) 、输入非线性受控自回归自回归滑动
平均模型( IN-CARARMA) ．
借助于辅助模型辨识思想，随机梯度算法、最小

二乘算法、多新息辨识方法等都可以发展用于这类
输入非线性方程误差类模型的辨识． 例如，对于 IN-
CAR系统，我们可以得到辅助模型随机梯度算法、辅
助模型递推最小二乘算法、辅助模型多新息随机梯
度算法、辅助模型多新息最小二乘算法等．在下面的
讨论中，我们只给出最小二乘辨识方法．
最近，本文作者详细综述了输入非线性方程误

差系统( 即 IN-CAR 系统) 的各种辨识方法，给出了
过参数化( ove-parameterization) 随机梯度辨识方法，
提出了投影辨识方法、随机梯度算法、遗忘梯度算法
( 遗忘因子随机梯度算法) 、牛顿递推辨识算法、牛顿
迭代辨识算法等

［39］．
输入非线性方程误差类的输入非线性受控自回

归系统 ( Input Nonlinear CAR system，IN-CAR) 结构
如图 12 所示．其非线性部分方程为
珔u( t) = f( u( t) ) = c1 f1 ( u( t) ) + c2 f2 ( u( t) ) +… +

cmfm ( u( t) ) = f( u( t) ) c， ( 105)
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图 12 输入非线性受控自回归系统( IN-CAR)
Fig． 12 The input nonlinear CAR system

其中 f( u ( t) ) : =［f1 ( u ( t) ) ，f2 ( u ( t) ) ，…，fm
( u( t) ) ］∈R1 × m

是基函数构成的行向量，c: =［c1，
c2，…，cm］

T∈Rm
是非线性部分的参数向量． 线性部

分的方程为

A( z) y( t) = B( z) 珔u( t) + v( t) ， ( 106)
其中 A( z) 和 B( z) 是后移算子 z － 1

的多项式:

A( z) : = 1 + a1 z
－ 1 + a2 z

－ 2 +… + anz
－ n，

B( z) : = 1 + b1 z
－ 1 + b2 z

－ 2 +… + bnz
－ n ．

为了获得唯一的参数估计，我们直接假定了多

项式 B( z ) 的首项 b0 = 1． 参数向量 和信息向量
φ( t) 定义如下:

: =










a
b
c
∈R2n + m ; a: =

a1

a2


a













n

∈Rn ; b: =

b1
b2

b













n

∈Rn，

φ( t) : =［－ y( t －1) ，－ y( t －2) ，…，－ y( t － n) ，
珔u( t － 1) ，珔u( t － 2) ，…，珔u( t － n) ，
f( u( t) ) ］T∈R2n + m．

将式( 105) 代入式( 106) 得到辨识模型．
y( t) =［1 －A( z) ］y( t) +［B( z) －1］珋u( t) +珋u( t) + v( t) =

－∑
n

i = 1
ajy( t － i) +∑

n

i = 1
bi珔u( t － i) + f( u( t) ) c + v( t) =

φT ( t)  + v( t) ． ( 107)
信息向量 φ( t) 中未知中间变量 珔u( t － i) 用辅助

模型的输出珔û ( t － i) 代替，可以得到估计输入非线
CAR系统参数向量 的辅助模型递推最小二乘辨
识算法( AM-RLS) :

̂( t) = ̂( t －1) + L( t) ［y( t) － φ̂( t) ̂( t －1) ］，( 108)
L( t) =P( t －1) φ̂( t) ［1 + φ̂T( t) P( t －1) φ̂( t) ］－1，( 109)
P( t) =［I － L( t) φ̂T ( t) ］P( t － 1) ，P( 0) = p0I，( 110)
φ̂( t) =［－ y( t － 1) ，－ y( t － 2) ，…，－ y( t － n)

珋û( t －1) ，珋û( t －2) ，…，珋û( t －n) ，f( u( t) ) ］T，( 111)

珔û( t) = f( u( t) ) ĉ( t) ( 112)
f( u( t) ) =［f1( u( t) ) ，f2( u( t) ) ，…，fm( u( t) ) ，］ ( 113)

̂( t) =［̂aT ( t) ，b̂T ( t) ，̂cT ( t) ］T ． ( 114)
值得指出的是: 3． 1 节 IN-FIR 系统的 AM-RLS

算法，3． 2 节 IN-CAR系统的 AM-RLS 算法的收敛性
( 参数估计的一致收敛性、估计误差的有界收敛性)
是有待解决的辨识课题． 本文作者正在研究这 2 个
算法的性能．

3． 3 输入非线性受控自回归滑动平均系统 ( IN-
CARMA)
输入非线性受控自回归滑动平均系统 ( Input

Nonlinear CARMA system，IN-CARMA) 结构如图 13
所示．其非线性部分方程为

图 13 输入非线性受控自回归滑动平均系统( IN-CARMA)
Fig． 13 The input nonlinear CARMA system

珔u( t) = f( u( t) ) =
c1 f1 ( u( t) ) + c2 f2 ( u( t) ) +… + cmfm ( u( t) ) =
f( u( t) ) c， ( 115)
其中 f ( u ( t) ) : =［f1 ( u ( t) ) ，f2 ( u ( t ) ) ，…，fm ( u
( t) ) ］∈R1 × m

是基函数构成的行向量，c: =［c1，
c2，…，cm］

T∈Rm
是非线性部分的参数向量． 线性部

分的方程为

y( t) = B( z)
A( z) 珔u( t) +

D( z)
A( z) v( t) ，

或

A( z) y( t) = B( z) 珔u( t) + D( z) v( t) ， ( 116)
其中 A( z) ，B( z) 和 D( z) 是后移算子 z － 1

的多项式:

A( z) : = 1 + a1 z
－ 1 + a2 z

－ 2 +… + anz
－ n，

B( z) : = 1 + b1 z
－ 1 + b2 z

－ 2 +… + bnz
－ n，

D( z) : = 1 + d1 z
－ 1 + d1 z

－ 2 +… + dn dz
－ nd ．

同样，我们直接假定了多项式 B( z) 的首项 b0 =
1．参数向量 和信息向量 φ( t) 定义如下:

: =













a
b
c
d

∈R2n + m + nd ; a: =

a1

a2


a











n

∈Rn ;

b: =

b1
b2

b











n

∈Rn ; d =

d1

d2


dn













d

∈Rnd，

603
丁锋．系统辨识( 4) :辅助模型辨识思想与方法．

DING Feng． System identification． Part D: Auxiliary model identification idea and methods．



φ( t) : =［－ y( t － 1) ，－ y( t － 2) ，…，－ y( t － n) ，
珔u( t － 1) ，珔u( t － 2) ，…，珔u( t － n) ，f( u( t) ］，

v( t － 1) ，v( t － 2) ，…，v( t － nd) ］
T∈R2n + m + nd

将式( 115) 代入式( 116) 得到辨识模型
y( t) = ［1 － A( z) ］y( t) +［B( z) － 1］珔u( t) +

珔u( t) +［D( z) － 1］v( t) + v( t) = －∑
n

i = 1
aiy( t － i) +

∑
n

i = 1
bi珔u( t － i) + f( u( t) ) c +∑

n

i = 1
div( t － i) + v( t) =

φT ( t)  + v( t) ． ( 117)
信息向量 φ( t) 中未知中间变量 珔u( t － i) 用辅助

模型的输出珔û( t － i) 代替，未知噪声项 v( t － i) 用其估
计 v̂( t － i) 代替，可以得到估计 IN-CARMA系统参数
向量  的辅助模型递推增广最小二乘辨识算法
( AM-RELS) :

̂( t) = ̂( t －1) +L( t) ［y( t) － φ̂T( t) ̂( t －1) ］，( 118)

L( t) =P( t －1) φ̂( t) ［1 + φ̂T( t) P( t －1) φ̂( t) ］－1， ( 119)
P( t) =［I － L( t) φ̂T ( t) ］P( t － 1) ，P( 0) = p0I，( 120)
φ̂( t) =［－ y( t － 1) ，－ y( t － 2) ，…，－ y( t － n) ，

珔û( t －1) ，珔û( t －2) ，…，珔û( t － n) ，f( u( t) ) ］，( 121)

珔û( t) = f( u( t) ) ĉ( t) ， ( 122)
f( u( t) ) =［f1( u( t) ) ，f2( u( t) ) ，…，fm( u( t) ) ］，( 123)

υ̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) ̂( t) ， ( 124)

̂( t) =［̂aT ( t) ，̂bT ( t) ，̂cT ( t) ，̂dT ( t) ］T ． ( 125)
本文作者等利用过参数化方法( over-parameter-

ization method) ，提出了 IN-CARMA系统的最小二乘
迭代辨识方法和递推增广最小二乘辨识方法

［40］，以

及梯度迭代辨识方法和增广随机梯度辨识方法
［41］．

3． 4 输入非线性受控自回归自回归系统( IN-CARAR)
输入非线性受控自回归自回归系统( Input Non-

linear CARAR system，IN-CARAR ) 结构如图 14 所
示．其非线性部分方程为

珔u( t) = f( u( t) ) =
c1 f1 ( u( t) ) + c2 f2 ( u( t) ) +… + cmfm ( u( t) ) =

图 14 输入非线性受控自回归自回归系统( IN-CARAR)
Fig． 14 The input nonlinear CARAR system

f( u( t) ) c， ( 126)

其中 f ( u ( t) ) : =［f1 ( u ( t) ) ，f2 ( u ( t ) ) ，…，fm ( u
( t) ) ］∈R1 × m

是基函数构成的行向量，c: =［c1，
c2，…，cm］

T∈Rm
是非线性部分的参数向量． 线性部

分的方程为

y( t) = B( z)
A( z) 珔u( t) +

1
A( z) γ( z)

v( t) ，

或

A( z) y( t) = B( z) 珔u( t) + 1
γ( z)

v( t) ， ( 127)

其中 A( z) ，B( z) 和 γ( z) 是后移算子 z － 1
的多项式:

A( z) : = 1 + a1 z
－ 1 + a2 z

－ 2 +… + anz
－ n，

B( z) : = 1 + b1 z
－ 1 + b2 z

－ 2 +… + bnz
－ n，

γ( z) : = 1 + γ1 z
－ 1 + γ2 z

－ 2 +… + γnγ
z － nγ ．

同样假定了多项式 B( z) 的首项 b0 = 1． 定义中间相
关噪声变量:

w( t) : = 1
γ( z)

v( t) ， ( 128)

或

w( t) =［1 － γ( z) ］w( t) + v( t) =

－∑
nγ

i = 1
γiw( t － i) + v( t) ． ( 129)

参数向量 和信息向量 φ( t) 定义如下:

: =

a
b
c











γ

∈R2n + m + nγ ; a: =

a1

a2


a













n

∈Rn ;

b: =

b1
b2

b













n

∈Rn ; γ: =

γ1

γ2


γn













γ

∈Rnγ，

φ( t) : =［－ y( t － 1) ，－ y( t － 2) ，…，－ y( t － n) ，
珔u( t － 1) ，珔u( t － 2) ，…，珔u( t － n) ，f( u( t) ) ，
－ w( t － 1) ，－ w ( t － 2 ) ，…，－ w ( t － nγ) ］

T∈
R2n + m + nγ ． ( 130)

将式( 126) 和( 128) 代入式( 127) ，利用式( 129) 可得
到辨识模型

y( t) =
［1 － A( z) ］y( t) +［B( z) － 1］珔u( t) +珔u( t) + w( t) =

－∑
n

i = 1
aiy( t － i) +∑

n

i = 1
bi珔u( t － i) + f( u( t) ) c －

∑
nγ

i = 1
γiw( t － i) + v( t) = φT( t)  + v( t) ． ( 131)
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信息向量φ( t) 中未知中间变量珔u( t － i) 用辅助模型的
输出珔u^ ( t － i) 代替，未知相关噪声项 w( t － i) 用其估计
ŵ( t － i) 代替，可以得到估计 IN-CARAR 系统参数向
量 的辅助模型递推广义最小二乘辨识算法( AM-
RGLS) :
̂( t) = ̂( t － 1) + L( t) ［y( t) － φ̂T( t) ̂( t － 1) ］，( 132)
L( t) = P( t － 1) φ̂( t) ［1 + φ̂T( t) P( t － 1) φ̂( t) ］－1 ，( 133)
P( t) =［I － L( t) φ̂T( t) ］P( t － 1) ，P( 0) = p0I， ( 134)

φ̂( t) = ［φ̂T
s ( t) ，－ ŵ( t － 1) ，－ ŵ( t － 2) ，…，

－ ŵ( t － nγ) ］
T， ( 135)

φ̂s ( t) = ［－ y( t － 1) ，－ y( t － 2) ，…，－ y( t － n) ，

珔û( t － 1) ，珔û( t － 2) ，…，珔û( t － n) ，f( u( t) ) ］T， ( 136)

珔û( t) = f( u( t) ) ĉ( t) ， ( 137)
f( u( t) ) =［f1( u( t) ) ，f2( u( t) ) ，…，fm( u( t) ) ］，( 138)

ŵ( t) = y( t) － φ̂T
s ( t) ［â

T，b̂T，ĉT ( t) ］T， ( 139)

̂( t) = ［âT ( t) ，b̂T ( t) ，ĉT ( t) ，γ̂T ( t) ，］T ． ( 140)

3. 5 输入非线性受控自回归自回归滑动平均系统
( IN-CARARMA)
输入非线性受控自回归自回归滑动平均系统

( Input Nonlinear CARARMA system，IN-CARARMA)
结构如图 15 所示．其非线性部分方程为

图 15 输入非线性受控自回归自回归
滑动平均系统( IN-CARARMA)

Fig． 15 The input nonlinear CARARMA system

珔u( t) = f( u( t) ) =
c1 f1 ( u( t) ) + c2 f2 ( u( t) ) + … + cmfm ( u( t) ) =

f( u( t) ) c， ( 141)
其中 f ( u ( t) ) : =［f1 ( u ( t) ) ，f2 ( u ( t ) ) ，…，fm ( u
( t) ) ］∈R1 × m

是基函数构成的行向量，c: =［c1，
c2，…，cm］

T∈Rm
是非线性部分的参数向量． 线性部

分的方程为

y( t) = B( z)
A( z) 珔u( t) +

D( z)
A( z) γ( z)

v( t) ，

或

A( z) y( t) = B( z) 珔u( t) + D( z)
γ( z)

v( t) ， ( 142)

其中 A( z) ，B( z) ，D( z) 和 γ( z) 是后移算子 z － 1
的多

项式:

A( z) : = 1 + a1 z
－1 + a2 z

－2 + … + anz
－n，

B( z) : = 1 + b1 z
－1 + b2 z

－2 + … + bnz
－n，

D( z) : = 1 + d1 z
－1 + d2 z

－2 + … + dndz
－nd，

γ( z) : = 1 + γ1 z
－1 + γ2 z

－2 + … + γnγ
z －nγ ．

同样假定了多项式 B( z) 的首项 b0 = 1． 定义中间相
关噪声变量:

w( t) : = D( z)
γ( z)

v( t) ， ( 143)

或

w( t) =［1 － γ( z) ］w( t) +［D( z) － 1］v( t) + v( t) =

－∑
nγ

i = 1
γiw( t － i) +∑

nd

i = 1
div( t － i) + v( t) ． ( 144)

参数向量 和信息向量 φ( t) 定义如下:

( t) : =

a
b
c
γ













d

∈ R2n+m+nγ+nd ; a: =

a1

a2


a













n

∈ Rn ;

b: =

b1
b2

b













n

∈ Rn ; γ: =

γ1

γ2


γn













γ

∈ Rnγ ; d: =

d1
d2

dn













d

∈ Rnd，

φ( t) : = ［－ y( t － 1) ，－ y( t － 2) ，…，－ y( t － n) ，
珔u( t － 1) ，珔u( t － 2) ，…，珔u( t － n) ，f( u( t) ) ，
－ w( t － 1) ，w( t － 2) ，…，w( t － nγ ) ，v( t － 1) ，
v( t － 2) ，…，v( t － nd) ］

T ∈ R2n+m+nγ+nd ．
将式( 141) 和( 143) 代入式( 142) ，利用式( 144) 可得
辨识模型，

y( t) =
［1 － A( z) ］y( t) +［B( z) － 1］珔u( t) +珔u( t) + w( t) =

－∑
n

i = 1
aiy( t － i) +∑

n

i = 1
bi珔u( t － i) + f( u( t) ) c －

∑
nγ

i = 1
γiw( t － i) +∑

nd

i = 1
div( t － i) + v( t) =

φT ( t)  + v( t) ． ( 145)
信息向量φ( t) 中未知中间变量珔u( t － i) 用辅助模型的
输出

^ 珔u^ ( t － i) 代替，未知噪声项 w( t － i) 和白噪声项 v
( t － i) 分别用其估计 ŵ( t － i) 和 v̂( t － i) 代替，可以得
到估计 IN-CARARMA系统参数向量 的辅助模型递
推广义增广最小二乘辨识算法( AM-RGELS) :
̂( t) = ̂( t － 1) + L( t) ［y( t) － φ̂T( t) φ̂( t － 1) ］，( 146)
L( t) = P( t － 1) φ̂( t) ［1 + φ̂T( t) P( t － 1) φ̂( t) ］－1，( 147)
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P( t) =［I － L( t) φ̂T( t) ］P( t － 1) ，P( 0) = p0I， ( 148)

φ̂( t) = ［φ̂T
s ( t) ，－ ŵ( t － 1) ，－ ŵ( t － 2) ，…，

－ ŵ( t － nγ) ，̂v( t － 1) ，̂v( t － 2) ，…，̂v( t － nd) ］
T，( 149)

φ̂s ( t) = ［－ y( t － 1) ，－ y( t － 2) ，…，－ y( t － n) ，

珔û( t － 1) ，珔û( t － 2) ，…，珔û( t － n) ，f( u( t) ) ］T，( 150)

珔û( t) = f( u( t) ) ĉ( t) ， ( 151)
f( u( t) ) =［f1( u( t) ) ，f2( u( t) ) ，…，fm( u( t) ) ］，( 152)

ŵ( t) = y( t) － φT
s ( t) ［â

T( t) ，b̂T( t) ，ĉT( t) ］T， ( 153)
v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) ̂( t) ， ( 154)

̂( t) = ［âT ( t) ，b̂T ( t) ，ĉT ( t) ，d̂T ( t) ］T ． ( 155)
本节讨论的一些输入非线性系统( IN-CARMA，

IN-CARAR，IN-CARARMA) 的辅助模型递推最小二
乘算法的收敛性分析( 参数估计的一致收敛性、估计
误差的有界收敛性) 仍然是控制科学家有待解决的

辨识难题．

4 输入非线性输出误差类系统( IN-OET)

输入非线性输出误差类系统 ( Input Nonlinear
Output Error Type system，IN-OET) 包括基本的输入
非线性输出误差系统 ( IN-OE) 、输入非线性输出误
差滑动平均系统( IN-OEMA) 、输入非线性输出误差
自回归系统( IN-OEAR) 、输入非线性输出误差自回
归滑动平均系统( IN-OEARMA) ，即输入非线性 Box-
Jenkins系统( IN-Box-Jenkins) ．

4. 1 输入非线性输出误差系统( IN-OE) }
输入非线性输出误差系统( Input Nonlinear Out-

put Error system，IN-OE) 如图 16 所示，其中线性动态
部分的输出( 也称系统的真实输出或无噪输出) x( t)
和内部变量 珔u ( t) ( 非线性环节的输出) 是不可测
的，u( t) 是系统输入，y( t) 是 x( t) 的含噪量测，v( t)
是量测白噪声． ( 原始) Hammerstein 模型的非线性
部分是一个已知阶次的输入的多项式:

珔u( t) = f( u( t) ) = c1u( t) + c2u
2 ( t) +… + cmu

m ( t) ，
ci 为多项式的系数，m 为多项式的阶次． 后来，Ham-
merstein模型非线性部分扩展为一个已知基( known
basis) ( f1，f2，…，fm ) 的非线性函数:

珔u( t) = f( u( t) ) =
c1 f1 ( u( t) ) + c2 f2 ( u( t) ) + … + cmfm ( u( t) ) =

f( u( t) ) c， ( 156)
其中 f ( u ( t) ) : =［f1 ( u ( t) ) ，f2 ( u ( t ) ) ，…，fm ( u
( t) ) ］∈R1 × m

是基函数构成的行向量，c: =［c1，
c2，…，cm］

T∈Rm
是非线性部分的参数向量．

图 16 输入非线性输出误差系统( IN-OE)
Fig． 16 The input nonlinear output error system

这个 Hammerstein 模型线性部分是一个输出误
差子系统，其传递函数为

G( z) : = B( z)
A( z) ， ( 157)

其中 A( z) 和 B( z) 是后移算子 z － 1
的多项式:

A( z) : = 1 + a1 z
－1 + a2 z

－2 + … + anz
－n，

B( z) : = b0 + b1 z
－1 + b2 z

－2 + … + bnz
－n ．

因此，线性部分可以表示为

y( t) = x( t) + v( t) ，

x( t) = B( z)
A( z) 珔u( t) ． ( 158)

为了获得唯一的参数估计，固定 b0 = 1． 上式可以
写为

x( t) =［1 － A( z) ］x( t) +［B( z) － 1］珔u( t) +珔u( t) =

－∑
n

i = 1
aix( t － i) +∑

n

i = 1
bi珔u( t － i) + f( u( t) ) c，( 159)

其中参数向量 和信息向量 φ( t) 定义如下:

: =
a
b







c
∈ R2n+m ; a: =

a1

a2


a













n

∈ Rn ;

b: =

b1
b2

b













n

∈ Rn ; c: =

c1
c2

c













m

∈ Rm ;

φ( t) : =［－ x( t － 1) ，－ x( t － 2) ，…，
－ x( t － n) ，珔u( t － 1) ，珔u( t － 2) ，…，
珔u( t － n) ，f( u( t) ) ］T∈R2n + m． ( 160)

将式( 159) 代入式( 160) 得到辨识模型
y( t) =

［1 － A( z) ］x( t) +［B( z) － 1］珔u( t) +珔u( t) + v( t) =

－∑
n

i = 1
aix( t － i) +∑

n

i = 1
bi珔u( t － i) + f( u( t) ) c + v( t) =

φT ( t)  + v( t) ． ( 161)

对于辨识模型( 161) ，极小化准则函数
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J6 ( ) : = ∑
t

j = 1
［y( j) － φT ( j) ］2

可得下列递推最小二乘算法:

( t) =
( t － 1) + L( t) ［y( t) － φT ( t) ( t － 1) ］， ( 162)

L( t) = P( t － 1) φ( t)
1 + φT ( t) P( t － 1) φ( t)

， ( 163)

P( t) =［I － L( t) φT( t) ］P( t － 1) ，P( 0) = p0I． ( 164)
类似地，这个算法不能实现，因为信息向量φ( t)

中包含了系统未知真实输出 x( t － i) 和未知中间变
量珔u( t － i) ，解决的办法是它们分别用辅助模型的输

出代替 x̂( t － i) 和珔û( t) 代替．分别用 2 个辅助模型的

输出 x̂( t － i) 和珔û( t － i) 代替式( 161) 信息向量φ( t)
中的未知项 x( t － i) 和 珔u( t － i) ，代替后的信息向量
记作为

φ̂( t) : = ［－ x̂( t － 1) ，－ x̂( t － 2) ，…，

－ x̂( t － n) ，珔û( t － 1) ，珔û( t － 2) ，…，

珔û( t － n) ，f( u( t) ) ］T ∈ R2n+m．
设 在时刻 t的估计为

̂( t) : =
â( t)

b̂( t)

ĉ( t









)

∈ R2n+m ; â( t) : =

â1 ( t)

â2 ( t)



ân ( t













)

∈ Rn ;

b̂( t) : =

b̂1 ( t)

b̂2 ( t)



b̂n ( t















)

∈ Rn ; ĉ( t) : =

ĉ1 ( t)

ĉ2 ( t)



ĉm( t













)

∈ Rm．

( 165)

用 φ̂( t) 和 ̂( t) 代替式( 159) 中的 φ( t) 和 ，那么计
算真实输出的辅助模型可以表示为

x̂( t) = φ̂T ( t) ̂( t) ．
用 ĉ( t) 代替式( 153) 中参数 ci，那么计算非线性

环节输出珔u( t) 的辅助模型为

珔û( t) =
ĉ1( t) f1( u( t) ) + ĉ2( t) f2( u( t) ) +… + ĉm( t) fm( u( t) ) =

∑
m

j = 1
ĉj ( t) fj ( u( t) ) = f( u( t) ) ĉ( t) ．

用 φ̂( t) 代替式( 162 ) —( 164 ) 中未知 φ( t) ，可
以总结出估计输入非线性输出误差系统参数向量 
的辅助模型递推最小二乘辨识算法( AM-RLS) :
̂( t) = ̂( t － 1) + L( t) ［y( t) － φ̂T( t) ̂( t － 1) ］，( 166)

L( t) = P( t － 1) φ̂( t) ［1 + φ̂T( t) P( t － 1) φ̂( t) ］－1，( 167)
P( t) =［I － L( t) φ̂T( t) ］P( t － 1) ，P( 0) = p0I，( 168)
φ̂( t) = ［－ x̂( t － 1) ，－ x̂( t － 2) ，…，－ x̂( t － n) ，

珔û( t － 1) ，珔û( t － 2) ，…，珔û( t － n) ，f( u( t) ) ］T，( 169)
x̂( t) = φ̂T ( t) ̂( t) ， ( 170)

珔û( t) = f( u( t) ) ĉ( t) ， ( 171)
f( u( t) ) =［f1( u( t) ) ，f2( u( t) ) ，…，fm( u( t) ) ］，( 172)

̂( t) = ［âT ( t) ，b̂T ( t) ，ĉT ( t) ］T ． ( 173)

这个 IN-OE系统辅助模型最小二乘算法的收敛性有
待研究．
输入非线性输出误差系统 AM-RLS 算法

( 166) —( 173) 的计算步骤如下．
1) 初始化:令 t = 1．置初值 P( 0) = p0I，̂( 0) =

1 / p0，p0 = 10
6，̂x( － i) = 1 / p0，珔û( － i) = 1 / p0，i = 0，1，

2，…，n － 1．给定基函数 fj ( ·) ．
2) 收集数据 u( t) 和 y( t) ，用式( 172) 构造基函
数行向量 f( u( t) ) ，用式( 169) 构造信息向量 φ̂( t) ．

3) 用式( 167) 计算增益向量 L( t) ，用式( 165 )
计算协方差阵 P( t) ．

4) 用式( 166) 刷新参数估计向量 ̂( t) ．
5) 根据式 ( 172 ) ，从 ̂( t) 中读出 ĉ ( t) ，用式
( 170) 计算辅助模型输出 x̂( t) ，用式( 171) 计算辅助

模型输出珔û( t) ．
6) t增 1，转步骤 2，继续递推计算．
输入非线性输出误差系统 AM-RLS 算法计算参

数估计 ̂( t) 的流程如图 17 所示．

图 17 计算输入非线性输出误差系统 AM-RLS
参数估计 ̂( t) 的流程

Fig． 17 The flowchart of computing the AM-RLS
estimate ̂( t) for the IN-OE system
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本文作者等
［16］
利用过参数化方法，提出了 IN-

OE系统的辅助模型递推最小二乘算法，并研究了提
出算法的收敛性．

4. 2 输入非线性输出误差滑动平均系统( IN-OEMA)
输入非线性输出误差滑动平均系统 ( Input

Nonlinear OEMA system，IN-OEMA) 结构如图 18 所
示，其非线性部分方程为

图 18 输入非线性输出误差滑动平均系统( IN-OEMA)
Fig． 18 The input nonlinear OEMA system

珔u( t) = f( u( t) ) =
c1 f1 ( u( t) ) + c2 f2 ( u( t) ) + … + cmfm ( u( t) ) =

f( u( t) ) c， ( 174)
其中 f ( u ( t) ) : =［f1 ( u ( t) ) ，f2 ( u ( t ) ) ，…，fm ( u
( t) ) ］∈R1 × m

是基函数构成的行向量，c: =［c1，
c2，…，cm］

T∈Rm
是非线性部分的参数向量． 线性部

分的方程为

y( t) = B( z)
A( z) 珔u( t) + D( z) v( t) ， ( 175)

其中 A( z) ，B( z) 和 D( z) 是后移算子 z － 1
的多项式:

A( z) : = 1 + a1 z
－1 + a2 z

－2 + … + anz
－n，

B( z) : = 1 + b1 z
－1 + b2 z

－2 + … + bnz
－n，

D( z) : = 1 + d1 z
－1 + d2 z

－2 + … + dndz
－nd ．

同样，我们直接假定了多项式 B( z) 的首项 b0 =
1．定义未知真实输出

x( t) : = B( z)
A( z) 珔u( t) ． ( 176)

参数向量 和信息向量 φ( t) 定义如下:

:







=

a
b
c





d

∈ R2n+m+nd ; a: =

a1

a2


a













n

∈ Rn ;

b: =

b1
b2

b













n

∈ Rn ; d: =

d1

d2


dn













d

∈ Rnd ;

φ( t) : = ［－ x( t － 1) ，－ x( t － 2) ，…，－ x( t － n) ，
珔u( t － 1) ，珔u( t － 2) ，…，珔u( t － n) ，

f( u( t) ) ，v( t － 1) ，v( t － 2) ，…，
v( t － nd) ］

T ∈ R2n+m+nd ．
式( 176) 可以写为

x( t) =
［1 － A( z) ］x( t) +［B( z) － 1］珔u( t) + 珔u( t) =

－∑
n

i = 1
aix( t － i) +∑

n

i = 1
bi珔u( t － i) + f( u( t) ) c． ( 177)

将式 ( 176 ) 代入式 ( 175 ) ，利用式 ( 177 ) 得到辨识
模型

y( t) = x( t) +［D( z) － 1］v( t) + v( t) =

－∑
n

i = 1
aix( t － i) +∑

n

i = 1
bi珔u( t － i) + f( u( t) ) c +

∑
n

i = 1
div( t － i) + v( t) = φT ( t)  + v( t) ． ( 178)

信息向量 φ( t) 中未知真实输出 x( t － i) 用辅助
模型( 184) 输出 x̂( t － i) 代替，未知中间变量珔u( t － i)

用辅助模型( 185) 的输出 珔û( t － i) 代替，未知噪声项
v( t － i) 用式( 186) 中估计残差 v̂( t － i) 代替，可以得
到估计 IN-OEMA系统参数向量 的辅助模型递推
增广最小二乘辨识算法( AM-RELS) :

̂( t) = ̂( t － 1) + L( t) ［y( t) － φ̂T( t) ̂( t － 1) ］，( 179)

L( t) = P( t － 1) φ̂( t) ［1 + φ̂T( t) P( t － 1) φ̂( t) ］－1，( 180)
P( t) =［I － L( t) φ̂T( t) ］P( t － 1) ，P( 0) = p0I，( 181)

φ̂( t) =［φ̂T
s ( t) ，v̂( t － 1) ，v̂( t － 2) ，…，v̂( t － nd) ］

T， ( 182)

φ̂s ( t) = ［－ x̂( t － 1) ，－ x̂( t － 2) ，…，

－ x̂( t － n) ，珔û( t － 1) ，珔û( t － 2) ，

…，珔û( t － n) ，f( u( t) ) ］T， ( 183)

x̂( t) = φ̂T
s ( t) ［â

T ( t) ，b̂T ( t) ，ĉT ( t) ］T， ( 184)

珔û( t) = f( u( t) ) ĉ( t) ， ( 185)

v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) ̂( t) ， ( 186)
f( u( t) ) =［f1( u( t) ) ，f2( u( t) ) ，…，fm( u( t) ) ］， ( 187)

̂( t) = ［âT ( t) ，b̂T ( t) ，ĉT ( t) ，d̂T ( t) ］T ． ( 188)
王冬青等

［22］
提出了 IN-OEMA 系统的辅助模型

增广最小二乘辨识算法和多新息增广最小二乘算

法．陈晶等提出了多变量 IN-OEMA系统的辅助模型
多新息增广随机梯度辨识算法

［42］．

4． 3 输入非线性输出误差自回归系统( IN-OEAR)
输入非线性输出误差自回归系统( Input Nonlin-

ear OEAR system，IN-OEAR) 结构如图 19 所示，其非
线性部分方程为

珔u( t) = f( u( t) ) =
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c1 f1 ( u( t) ) + c2 f2 ( u( t) ) + … + cmfm ( u( t) ) =
f( u( t) ) c， ( 189)

图 19 输入非线性输出误差自回归系统( IN-OEAR)
Fig． 19 The input nonlinear OEAR system

其中 f ( u ( t) ) : =［f1 ( u ( t) ) ，f2 ( u ( t ) ) ，…，fm ( u
( t) ) ］∈R1 × m

是基函数构成的行向量，c: =［c1，
c2，…，cm］

T∈Rm
是非线性部分的参数向量． 线性部

分的方程为

y( t) = B( z)
A( z) 珔u( t) +

1
γ( z)

v( t) ， ( 190)

其中 A( z) ，B( z) 和 γ( z) 是后移算子 z － 1
的多项式:

A( z) : = 1 + a1 z
－1 + a2 z

－2 + … + anz
－n，

B( z) : = 1 + b1 z
－1 + b2 z

－2 + … + bnz
－n，

γ( z) : = 1 + γ1 z
－1 + γ2 z

－2 + … + γnγ
z －nγ ．

同样，我们直接假定了多项式 B( z) 的首项 b0 = 1．定
义未知真实输出 x ( t) 和中间相关噪声变量 w ( t)
如下:

x( t) : = B( z)
A( z) 珔u( t) ; ( 191)

w( t) : = 1
γ( z)

v( t) ． ( 192)

参数向量 和信息向量 φ( t) 定义如下:

:







=

a
b
c





γ

∈ R2n+m+nγ ; a: =

a1

a2


a













n

∈ Rn ;

b: =

b1
b2

b













n

∈ Rn ; γ: =

γ1

γ2


γn













γ

∈ Rnγ ;

φ( t) : = ［－ x( t － 1) ，－ x( t － 2) ，…，－ x( t － n) ，
珔u( t － 1) ，珔u( t － 2) ，…，珔u( t － n) ，f( u( t) ) ，
－ w( t － 1) ，－ w( t － 2) ，…，－ w( t － nγ) ］

T∈
R2n+m+nγ ．
式( 191) —( 192) 可以写为

x( t) =［1 － A( z) ］x( t) +［B( z) － 1］珔u( t) +珔u( t) =

－∑
n

i = 1
aix( t － i) +∑

n

i = 1
bi珔u( t － i) + f( u( t) ) c，( 193)

w( t) = ［1 － γ( z) ］w( t) + v( t) =

－∑
n

i = 1
γiw( t － i) + v( t) ． ( 194)

将式( 191 ) —( 192 ) 代入式 ( 190 ) ，利用式 ( 193 ) —
( 194) 得到辨识模型，

y( t) = x( t) + w( t) =

－∑
n

i = 1
aix( t － i) +∑

n

i = 1
bi u

－
( t － i) + f( u( t) c －

∑
nγ

i = 1
γiw( t － i) + v( t) = φT( t)  + v( t) ． ( 195)

信息向量φ( t) 中未知真实输出 x( t － i) 用辅助
模型( 201) 输出 x̂( t － i) 代替，未知中间变量珔u( t －
i) 用辅助模型( 202) 的输出珔u^ ( t － i) 代替，未知噪声
项 w( t － i) 用式( 203) 中估计残差 ŵ( t － i) 代替，可
以得到估计 IN-OEMA系统参数向量 的辅助模型
递推增广最小二乘辨识算法( AM-RGLS) :
̂( t) = υ̂( t － 1) + L( t) ［y( t) － φ̂T( t) ̂( t － 1) ］，( 196)
L( t) = P( t － 1) φ̂( t) ［1 + φ̂TP( t － 1) φ̂( t) ］－1，( 197)
P( t) =［I － L( t) φ̂T( t) ］P( t － 1) ，P( 0) = p0I，( 198)
φ̂( t) = ［φ̂T

s ( t) ，－ ŵ( t － 1) ，－ ŵ( t － 2) ，…，
－ ŵ( t － nγ) ］

T， ( 199)
φ̂s ( t) = ［－ x̂( t － 1) ，－ x̂( t － 2) ，…，

－ x̂( t － n) ，珔û( t － 1) ，珔û( t － 2) ，…，
珔u^ ( t － n) ，f( u( t) ) ］T ( 200)

x̂( t) = φ̂T
s ( t) ［̂a

T ( t) ，̂bT ( t) ，̂cT ( t) ］T， ( 201)

珔u^ ( t) = f( u( t) ) ĉT ( t) ］T， ( 202)
ŵ( t) = y( t) － x̂( t) ， ( 203)

f( u( t) ) =［f1( u( t) ) ，f2( u( t) ) ，…，fm( t( t) ) ］，( 204)
̂( t) = ［̂aT ( t) ，̂bT ( t) ，̂cT ( t) ，̂γT ( t) ］T ． ( 205)

4． 4 输入非线性 Box-Jenkins系统( IN-BJ)
输入非线性 Box-Jenkins 系统 ( Input Nonlinear

Box-Jenkins system，IN-BJ) 结构如图 20 所示，其非线
性部分方程为

珔u( t) = f( u( t) ) =
c1 f1 ( u( t) ) + c2 f2 ( u( t) ) +… + cmfm ( u( t) ) =
f( u( t) ) c， ( 206)
其中 f( u( t) ) : =［f1 ( u( t) ) ，f2 ( u( t) ) ，…fm( u( t) ) ］∈
R1 ×m
是基函数构成的行向量，c: =［c1，c2，…，cm］

T∈Rm

是非线性部分的参数向量．线性部分的方程为

y( t) = B( z)
A( z)

珔u( t) + D( z)
γ( z)

v( t) ， ( 207)

其中 A( z) ，B( z) ，D( z) 和 γ( z) 是后移算子 z － 1
的多

项式:
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图 20 输入非线性 Box-Jenkins系统( IN-BJ)
Fig． 20 The input nonlinear Box-Jenkins system

A( z) : = 1 + a1 z
－1 + a2 z

－2 + … + anz
－n，

B( z) : = 1 + b1 z
－1 + b2 z

－2 + … + bnz
－n，

D( z) : = 1 + d1 z
－1 + b2 z

－2 + … + dn dz
－nd，

γ( z) : = 1 + γ1 z
－1 + γ2 z

－2 + … + γn γz
－nγ，

定义未知真实输出 x ( t) 和中间相关噪声变量
w( t) 如下:

x( t) : = B( z)
A( z)

珔u( t) ; ( 208)

w( t) : = D( z)
γ( z)

v( t) ． ( 209)

参数向量 和信息向量 φ( t) 定义如下:

: =

a
b
c
γ













d

∈ R2n+m+nγ+nd ; a: =

a1

a2


a













n

∈ Rn ;

b: =

b1
b2

b













n

∈ Rn ; γ: =

γ1

γ2


γ













n

∈ Rnγ ;

d: =

d1

d2


d













n d

∈ Rnd ;

φ( t) : =［－ x( t － 1) ，－ x( t － 2) ，…，－ x( t － n) ，
珔u( t － 1) ，珔u( t － 2) ，…，珔u( t － n) ，
f( u( t) ) ，－ w( t － 1) ，－ w( t － 2) ，…，
－ w( t － nγ ) ，v( t － 1) ，v( t － 2) ，…，
v( t － nd) ］

T∈R2n + m + nγ + nd ．
式( 208) —( 209) 可以写为

x( t) =
［1 － A( z) ］x( t) +［B( z) － 1］珔u( t) + 珔u( t) =

－∑
n

i = 1
aix( t － i) +∑

n

i = 1
bi珔u( t － i) + f( u( t) ) c，( 210)

w( t) =［1 － γ( z) ］w( t) +［D( z) － 1］v( t) + v( t) =

－∑
nγ

i = 1
γiw( t － i) +∑

nd

i = 1
div( t － i) + v( t) ． ( 211)

将式( 208 ) —( 209 ) 代入式 ( 204 ) ，利用式 ( 210 ) —
( 211) 可得辨识模型

y( t) = x( t) + w( t) = －∑
n

i =1
aix( t － i) +∑

n

i =1
bi珋u( t － i) +

f( u( t) ) c －∑
nγ

i = 1
γiw( t － i) +

∑
nd

i =1
div( t － i) + v( t) = φT( t)  + v( t) ． ( 212)

信息向量φ( t) 中未知真实输出项 x( t － i) 用辅助
模型( 218) 输出 x̂( t － i) 代替，未知中间变量珔u( t － i)
用辅助模型( 219) 的输出珔u^ ( t － i) 代替，未知相关噪
声项 w( t － i) 用式( 220) 的估计 ŵ( t － i) 代替，未知
噪声项 v( t － i) 用是( 221) 中估计残差珔u( t － i) 代替，
可以得到估计 IN-BJ系统参数向量 的辅助模型递
推广义增广最小二乘辨识算法( AM-RGELS) :
̂( t) = ̂( t － 1) + L( t) ［y( t) － φ̂T( t) ̂( t － 1) ］，( 213)
L( t) = P( t － 1) φ̂( t) ［1 + φ̂T( t) P( t － 1) φ̂( t) ］－1，( 214)
P( t) =［I － L( t) φ̂T( t) ］P( t － 1) ，P( 0) = p0I，( 215)

φ̂( t) = ［φ̂T
s ( t) ，－ ŵ( t － 1) ，－ ŵ( t － 2) ，…，

－ ŵ( t － nγ) ，̂v( t － 1) ，̂v( t － 2) ，…，̂v( t － nd) ］
T，( 216)

φ̂s ( t) = ［－ x̂( t － 1) ，－ x̂( t － 2) ，…，－ x̂( t － n) ，

珋u^ ( t － 1) ，珋u^ ( t － 2) ，…，珋u^ ( t － n) ，f( u( t) ) ］T， ( 217)
x̂( t) = φ̂T

s ( t) ［̂a
T ( t) ，̂bT ( t) ，̂cT ( t) ］T， ( 218)

珔u^ ( t) = f( u( t) ) ĉ( t) ， ( 219)
ŵ( t) = y( t) － x̂( t) ， ( 220)

v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) ̂( t) ， ( 221)
f( u( t) ) =［f1( u( t) ) ，f2( u( t) ) ，…，fm( u( t) ) ］，( 222)

̂( t) = ［̂aT( t) ，b̂T( t) ，̂cT( t) ，γ̂T( t) ，d̂T( t) ］T ． ( 223)

本节讨论的一些输入非线性输出误差类系统

( IN-OEMA，IN-OEAR，IN-BJ) 的辅助模型递推最小
二乘算法的收敛性分析( 参数估计的一致收敛性、估
计误差的有界收敛性) 仍然是控制科学家有待解决

的辨识难题．

4． 5 其他输入非线性系统
上述讨论的输入非线性系统假设输入端非线性

特性珔u = f( u) 是已知非线性基 f = ( f1，f2，…，fm ) 的线
性参数函数，即非线性特性可以写为参数( c1，c2，…，
cm ) 的线性组合形式

珔u( t) = f( u( t) ) =
c1 f1 ( u( t) ) + c2 f2 ( u( t) ) + … + cmfm ( u( t) ) ．
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还有一些非线性特性，如预负载死区非线性、饱和非
线性、滞后继电器非线性、滞后非线性等 ( 参见图
21) ，其输出只能表示为输入的分段函数，难以写成
像上式那样的单一表达式形式．例如，对于图 21b 中
的饱和非线性特性，其输入输出关系如下

图 21 其他输入非线性特性
Fig． 21 Other input nonlinearities

珔u( t) =

－ c，u ＜ － τ，
c
τ
u，－ τ≤ u ＜ τ，

c，μ≥ τ
{

．
具有这样非线性特性的系统称为硬非线性系统

( systems with hard nonlinearities ) ． 在这方面，陈晶
等
［43］
针对饱和死区输入非线性 CAR 系统，引入开

关函数和利用辅助模型辨识思想，提出了有限数据

长度下的梯度迭代辨识算法; 王冬青等［23］借助于辅

助模型辨识思想和关键项分离原理，提出了分段非

线性 IN-OEAR系统的辅助模型递推广义最小二乘
辨识算法．
由于非线性特性形状各异，不可能存在通用的

辨识方法，必须针对不同的非线性特性，采用不同技

巧，研究相应的递推辨识方法或迭代辨识方法．这也
给辨识科学家提出了许多研究课题．
5 输出非线性输出误差类系统( ON-OET)

输出非线性系统类型要复杂得多，难以分为输

出非线性方程误差类系统( Output Nonlinear Equation
Error Type system，ON-EET) 和输出非线性输出误差
类系统 ( Output Nonlinear Output Error Type system，
ON-OET) 2 类． 基本的输出非线性输出误差系统
( Output Nonlinear Output Error system，ON-OE) 如图
22 所示．其中 u( t) 为系统输入，x ( t) 为线性部分的
输出( 不可测中间变量) ，y－ ( t) 为非线性部分的输出
( 未知的) ，v( t) 为量测噪声( 可以假定是零均值和有
限方差的) ，y ( t) 是系统输出，即 珋y ( t) 的含噪量测，

f( ·) 是输出端的非线性函数，G( z) : = B( z)
A( z) 是线性

部分的传递函数，其中 A( z) 和 B( z) 是后移算子 z － 1

的多项式:

A( z) : = 1 + a1 z
－1 + a2 z

－2 + … + anz
－n，

B( z) : = b0 + b1 z
－1 + b2 z

－2 + … + bnz
－n ．

图 22 输出非线性输出误差系统( ON-OE)
Fig． 22 The output nonlinear output error system

这个 ON-OE系统可以表示为

x( t) = B( z)
A( z) u( t) ， ( 224)
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珋y( t) = f( x( t) ) ， ( 225)
y( t) = 珋y( t) + v( t) = f( x( t) ) + v( t) ． ( 226)
定义参数向量 θ和信息向量 φ( t) 如下:
θ: = ［a1，a2，…，an，b0，b1，b2，…，bn］

T ∈ R2n+1，

φ( t) : = ［－ x( t － 1) ，－ x( t － 2) ，…，
－ x( t － n) ，u( t) ，u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，
u( t － n) ］T ∈ R2n+1 ．

式( 229) 可以写为
A( z) x( t) = B( z) u( t)

或

x( t) = ［1 － A( z) ］x( t) + B( z) u( t) = φT ( t) θ．
因此，ON-OE模型可以等价表示为

y( t) = f( x( t) ) + v( t) ， ( 227)
x( t) = φT ( t) θ． ( 228)

对于这样一个简单的输出非线性输出误差系

统，即使假定非线性函数是一个二次函数

y－ = f( x) = x2，
或

y－ ( t) = f( x( t) ) = x2 ( t) ，
其辨识问题也是不简单的．
当然，也可以假设这个输出非线性特性 珋y =

f( x) 是已知非线性基 f = ( f1，f2，…，fm ) 的线性函
数，即非线性特性可以写为参数 ( c1，c2，cm ) 的线性
组合形式，

珋y( t) = f( x( t) ) =
c1 f1 ( x( t) ) + c2 f2 ( x( t) ) + … + cmfm ( x( t) ) =
f( x( t) ) c，
其中 f( x( t) ) : =［f1( x( t) ) ，f2( x( t) ) ，…，fm( x( t) ) ］∈
R1×m
是基函数构成的行向量，c: = ［c1，c2，…，cm］

T ∈
Rm
是非线性部分的参数向量．
对于输出非线性系统，也需要规范化模型参数，

规范化方法有: 1) 固定 bi中的一个，或者固定 cj中的
一个; 2) 设( b0，b1，b2，…，bn ) 或( c1，c2，…，cm ) 的模
为 1，即 b20 + b21 + b22 + … + b2n = 1，或 c21 + c22 +… +
c2m = 1; 3) 设线性子系统的增益为1，即G( 1) = b0 +
b1 + b2 +… + bn = 1，或非线性函数的系数和为1，即
c1 + c2 + … + cm = 1．
具有已知非线性基的输入非线性 CAR 系统可

以表示为

y( t) =［1 － A( z) ］y( t) + B( z) f( u( t) ) + v( t) ．
我们也可以仿照输入非线性系统的上述表达式，推

广出一类输出非线性系统

y( t) = ［1 － A( z) ］f( y( t) ) + B( z) u( t) + v( t) =

－ a1 f( y( t － 1) ) － a2 f( y( t － 2) ) － … －
anf( y( t － n) ) + b0u( t) + b1u( t － 1) + … +
bnu( t － n) + v( t) ．

或更一般形式，

y( t) = － a1 f1 ( y( t － 1) ) － a2 f2 ( y( t － 2) ) － … －
anfn ( y( t － n) ) + b0u( t) + b1u( t － 1) +… +
bnu( t － n) + v( t) ．
以上 2 式是输出非线性 CAR 系统．输入输出非

线性系统( 2 个静态非线性夹着一个线性子系统) ，
即 Hammerstein-Wiener非线性系统的一种形式
y( t) = － a1 f1 ( y( t － 1) ) － a2 f2 ( y( t － 2) ) － … －

anfn ( y( t － n) ) + b0h0 ( u( t) ) +
b1h1 ( u( t － 1) +… + bnhn ( u( t － n) ) + v( t) ，

其中 h = ( h0，h1，…，hn ) 是已知非线性基数函数．至
于其他的输出非线性系统，我们将在非线性系统辨

识的系列论文中介绍．
王冬青等

［44］
针对一类 Hammerstein-Wiener AR-

MAX非线性系统，提出了增广随机梯度辨识算法．

6 结语

系统辨识是研究建立系统数学模型的理论与方

法．尽管建立系统数学模型有很多方法，但是对于存
在不可测变量的系统，其辨识就更加困难，必须探索

新的辨识方法．本文主要讨论了一些辅助模型最小
二乘辨识方法． 需要指出的是，随机梯度辨识方法、
多新息随机梯度辨识方法

［45-48］、多新息最小二乘辨
识方法

［35］、有限数据窗最小二乘算法［49-50］等都可以
用于本文系统的辨识，得出相应的辨识方法．这些方
法的性能分析也是有待研究的辨识难题．
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Abstract The auxiliary model identification idea，the multi-innovation identification theory，the hierarchical identi-
fication principle，and the coupled identification concept are new methods for studying identification problems，pro-
posed by the author of this article． They have been applied to many identification researches and resulted in different
identification method families，and can be used to solve adaptive signal processing，adaptive parameter estimation，a-
daptive filtering and prediction，adaptive control and other issues for many linear or nonlinear models． Any objective
thing has a dual property: some of the characteristics variables are observable and some are unmeasurable． For the
observed system，it is easy to set up the mathematical model for describing its law of motion． The unmeasurable
property of thing brings us particular difficulties for setting up the mathematical model． In this case，how to use the
measured information of the system to estimate the unknown variables of a system and then to establish the mathe-
matical model of the system is a challenging research topic in the area of system identification，which is the root of
the auxiliary model identification idea． This article introduces the auxiliary model identification idea and some auxil-
iary model based identification methods．
Key words auxiliary model; recursive identification; parameter estimation; FIR model; CAR model; CARMA mod-
el; CARAR model; CARARMA model; output error model; OEMA model; OEAR model; multi-innovation identifica-
tion; hierarchical identification; coupled identification
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