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摘要

设 α是环R的自同态，推广对称环的

概念，引入 α-对称环，给出 α -对称环的

一些性质．
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0 引言

本文中所有的环都是指有单位元的结合环． 在文献［1］中引入了

对称环的概念，称环 R 是对称环，对任意的 a，b，c∈R，如果 abc = 0，则

acb = 0． 文献［2］关于对称环做了系统的研究，给出了大量的对称环的

例子和一些很好的结论． 文献［3］指出在有 1 的环中对称环与 ZC3 等

价． 进而与环 ZCn ( n≥3) 等价． 文献［4］引入了弱对称环的概念，称环

R 是弱对称环，对任意的 a，b，c∈R，如果 abc = 0，则 bac∈nil( R) ，其中

nil( R) 是 R 的幂零元集，同时说明了对称环是弱对称环，弱对称环不

一定是对称环． 对α∈End( R) ，文献［5］引入了弱 α-对称环，称环 R
是弱 α-对称环，对任意的 a，b，c∈R，如果 abc∈nil( R) ，则 acα( b) ∈
nil( R) ． 庞羽

［5］
在文献［6］的基础上加强条件引入了新的弱 α-对称环

的概念，即对任意的 a，b，c∈R，如果 abc = 0，则 bα( a) c∈nil( R) ． 本文

进一步加强条件定义 α-对称环，如果对任意的 a，b，c∈R，满足 abc =
0，则有 acα( b) = 0，并使用通常的环论方法研究其性质．

1 主要结果

定义 1 设 α 是环 R 的一个自同态． 如果对任意的 a，b，c∈R，满

足 abc = 0，则有 acα( b) = 0，称环 R 是 α-对称环．
显然 R 是对称环等价于 R 是 IR-对称环，但一般的，对任意的α∈

End( R) 且 α≠IR，若 R 是对称环，R 未必是 α-对称环．
例 1 设 R = Z2Z2 ． 显然 R 是一个交换的约化环．

再设

α: R→R，α( ( a，b) ) = ( b，a) ，

由文献［6］知 R 是约化环，从而为对称环，然而 R 不是 α-对称环． 事实

上，( 1，1) ( 0，1) ( 1，0) = 0，但

( 1，1) ( 1，0) α( ( 0，1) ) = ( 1，1) ( 1，0) ( 1，0) ≠0．
设 α∈ End( R) ，一个环 R 称为 α-Armendariz 环，若对任意的

p = ∑
m

i = 0
aix

i，q = ∑
n

j = 0
bjx

j ∈ R［x; α］，

满足 pq = 0，则有 aibj = 0( i，j∈ N) ．
命题 1 R 为 α-Armendariz 环且为 α-对称环，则 R 为对称环．
证明 对任意的 a，b，r∈R，满足 abr = 0，因为 R 为 α-对称环，则

arα( b) = 0． 令 p = arx，q = b∈R［x; α］，有 pq = arxb = arα( b) x． 因为



arα( b) = 0，所以 pq = 0． 再由 R 为 α-Armendariz 环知

arb = 0，故 R 是对称环．
命题 2 α-对称环的子环是 α-对称环．

设 αi : Ri → Ri ( i ∈ I) ，若 定 义 珔α: ∏
i∈I

Ri →

∏
i∈I

Ri珔α( ( ai ) ) = ( αi ( ai ) ) ． 则有

命题 3 ∏
i∈I

Ri 是珔α-对称环当且仅当对任意的 i

∈ I，Ri 是 αi-对称环．
命题 4 对任意的环 R，下列命题等价:

1) R 是 α-对称环;

2) eR 和( 1 － e) R 是 α-对称环，其中 e 是 R 的中

心幂等元且 α( e) = e．
证明 1) 2) ．
因为 eR 和( 1 － e) R 是 R 的子环，由命题 2 即得

结论．
2) 1) ．
对任意的 a，b，c∈R 且满足 abc = 0，有 e3abc =

0． 由 e 的可换性知 eaebec = 0． 又因为 eR 是 α-对称

环，则有 eaecα( eb) = 0，从而 eacα( b) = 0． 类似的可

证( 1 － e) acα( b) = 0，这样就有 acα( b) = 0．
文献［7］给出了 α-刚性环的定义． 设 α 是环 R

的一个自同态，称 α 是环 R 的一个刚性自同态，如果

对任意的 r∈R，由 rα( r) = 0 就有 r = 0． 称 R 是 α-刚
性环，如果 R 存在一个刚性自同态 α． 由文献［7］知

α-刚性环是约化环，但是约化环不一定为 α-刚性环．
命题 5 R 是 α-刚性环R 为约化的 α-对称环

且 α 为 R 上的单同态．
证明 “”． 对任意的 r∈R 且 rα ( r) = 0，有

rrα( r) = 0，由 R 为 α-对称环可得 rα( r) α( r) = 0，又

因为 R 为约化环，所以为对称环，即 α( r) rα( r) = 0．
因为 R 为 α-对称环，则有 α ( r) α ( r ) α ( r ) = 0，即

( α( r) ) 3 = 0． 再由 R 为约化环可得 α( r) = 0． 这样由

α 为 R 上的单同态可得 r = 0，所以 R 是 α-刚性环．
“”． 设 R 是 α-刚性环，则 R 为约化环且 α 为

R 上的单同态． 对任意的 a，b，c∈R 且满足 abc = 0，

因为 R 为约化环，所以为对称环，则有 bac = 0，进而

acα( b) α ( acα ( b) ) = 0，再由 α-刚性环的定义可得

acα( b) = 0． 综上知 R 为 α-对称环．

设 α 是环 R 的一个自同态，R2 {=
a b
0( )a a，

b∈ }R ，定义

珔α: R2→R2，珔α
a b
0( )( )a

=
α( a) α( b)

0 α( a( ))
．

命 题 6 设 R 是 α-刚 性 环，则 R2

{
=

a b
0( )a a，b∈ }R 为 珔α-对称环．

证 明
a1 b1
0 a( )

1

，
a2 b2
0 a( )

2

，
a3 b3
0 a( )

3
∈ R2 且

满足

a1 b1
0 a( )

1

a2 b2
0 a( )

2

a3 b3
0 a( )

3

= 0，

即

a1a2a3 a1a2b3 + a1b2a3 + b1a2a3

0 a1a2a( )
3

= 0，

则有

a1a2a3 = 0， ( 1)

a1a2b3 + a1b2a3 + b1a2a3 = 0． ( 2)

式( 2) 两边从左侧分别乘以 a3，有

a3a1a2b3 + a3a1b2a3 + a3b1a2a3 = 0，

即

a3a1b2a3 + a3b1a2a3 = 0，

在上式两边从右侧分别乘以 a1 有 a3a1b2a3a1 = 0，于

是有 b2a3a1b2a3a1 = ( b2a3a1 ) 2 = 0． 因为 R 是 α-刚性

环，进而为约化环，因而 b2a3a1 = 0． 再由 R 为约化环

进而为对称环可得 a1b2a3 = 0，

用同样的办法可以得到 a1a2b3 = 0，b1a2a3 = 0．
于是由 a1a2a3 = 0 可得 a1a3α( a2 ) α( a1a3α( a2 ) ) =
a1a3α( a2a1a3 ) α2 ( a2 ) = 0，再由 R 是 α-刚性环得

a1a3α( a2 ) = 0．
同理由 a1a2b3 = a1b2a3 = b1a2a3 = 0 可得

a1b3α( a2 ) = a1a3α( b2 ) = b1a3α( a2 ) = 0，

这样就有

a1 b1
0 a( )

1

a3 b3
0 a( )

3
珔α

a2 b2
0 a( )( )

2

=

a1 b1
0 a( )

1

a3 b3
0 a( )

3

α( a2 ) α( b2 )

0 α( a2
( ))

=

a1a3α( a2) a1b3α( a2) +a1a3α( b2) +b1a3α( a2)

0 a1a3α( a2( ))
=0．

给定一个环 R 和双模RMR，R 通过 M 的平凡扩

张是环 T( R，M) = RM，其运算是通常的加法和以

下定义的乘法:

( r1，m1 ) ( r2，m2 ) = ( r1 r2，r1m2 +m1 r2 ) ．

T( R，M) 与所有形如
r m
0( )r 的矩阵构成的环同

构，这里 r∈R，m∈M，运算按通常矩阵运算． 令 α 是

682
李丽霞，等． α-对称环．

LI Lixia，et al． α-symmetric rings．



环 R 的自同态，T( R，R) 是平凡扩张，可将 α 扩张成

为 T( R，R) 上的自同态．

珔α: T( R，R) →T( R，R) ，珔α
r m
0( )( )r

=
α( r) α( m)

0 α( r( ))
．

命题 7 设 R 是 α-刚性环，则 T ( R，R) 是 珔α-对
称环R 是 α-对称环．

由此可以猜测: 若 R 是 α-刚性环，则全矩阵环

M2 ( R) =
R R
0( )R

也为 珔α-对称环，但下面的例子否定了这个猜测．
例 2 设 R 是 α-刚性环，0≠e2 = e∈R，且 α( e)

= e． 于是有

e 0( )0 0
0 0
0( )e 0 e( )0 0

=
0 0( )0 0

0 e( )0 0
= 0，

但是

a1 b1
0 a( )

1

a3 b3
0 a( )

3
珔α

a2 b2
0 a( )( )

2

=

e 0( )0 0
0 e( )0 0

珔α
0 0
0( )( )e

=

e 0( )0 0
0 e( )0 0

0 0
0 α( e( ))

=

0 e( )0 0
0 0
0( )e =

0 e( )0 0
≠0

故 M2 ( R) =
R R
0( )R

不是 珔α-对称环．

下面的例子进一步说明，若 R 是 α-刚性环，则

S =
a b c
0 a d
0 0









a

a，b，c，d∈{ }R

未必是 珔α-对称环．
例 3 在例 2 中特别地取 e = 1，则有

1 0 0
0 1 0









0 0 1

0 0 0
0 0 1









0 0 0

0 1 0
0 0 0









0 0 0
= 0，

但是

1 0 0
0 1 0









0 0 1

0 1 0
0 0 0









0 0 0
珔α

0 0 0
0 0 1



















0 0 0
≠0，

故 S 不是 珔α-对称环．
设 R 是交换环，M 是 R-模，σ 是 R 的单同态，则

RM = { ( r，m) r∈R，m∈M} 是一个环，其中( r1，

m1 ) +( r2，m2 ) = ( r1 + r2，m1 +m2 ) ，( r1，m1 ) ( r2，m2 ) =
( r1 r2，σ( r1 ) m2 + r2m1 ) ，称这种扩张为 R 通过 M 与

σ 做成的 Nagata 扩张． 由于 R 是自身上的双模，则可

令珚σ: RR→RR，其中 珚σ( r，m) = ( σ( r) ，σ( m) )

( r，m∈R) ．
命题 8 设 R 是交换整环，σ 是 R 的单同态，则

R 通过 R 与 σ 做成的 Nagata 扩张为珚σ-对称环．
证明 对任意的( r1，r'1 ) ，( r2，r'2 ) ，( r3，r'3 ) ∈

RR = N，且 ( r1，r'1 ) ( r2，r'2 ) ( r3，r'3 ) = ( r1 r2 r3，

σ( r1 r2 ) r'3 + r3σ( r1 ) r2 ' + r3 r2 r1 ') = ( 0，0) ，

即

r1 r2 r3 = 0， ( 3)

σ( r1 r2 ) r'3 + r3σ( r1 ) r2 ' + r3 r2 r1 ' = 0． ( 4)

因为 R 为交换整环，所以在 ( 1 ) 中有 r1 = 0 或r2 = 0
或 r3 = 0．

不妨设 r1 =0，代入式( 4) 即有 r3r2r'1 = 0 则 r2 = 0
或 r3 =0 或 r'1 =0，无论哪种情况均有 σ( r2 ) r3r'1 =0．
所以

( r1，r'1 ) ( r3，r'3 ) 珚σ( ( r2，r'2 ) ) =
( r1，r'1 ) ( r3，r'3 ) ( σ( r2 ) ，σ( r2 ') ) =

( r1 r3σ( r2 ) ，σ( r1 r3 ) σ( r2 ') + σ( r2 ) σ( r1 ) r3 ' +
σ( r2 ) r3 r1 ') = ( 0，0) ．

若 r2 = 0，则代入式( 4) 有 r3σ( r1 ) r'2 = 0，因为 R
是交换整环，所以 r3 = 0 或 r2 ' = 0 或 σ( r1 ) = 0，又因

为 σ 是 R 的单同态，所以实则为 r3 = 0 或 r2 ' = 0 或

r1 = 0，不论哪种情况均有

( r1，r'1 ) ( r3，r'3 ) 珚σ( ( r2，r'2 ) ) =
( r1，r'1 ) ( r3，r'3 ) ( σ( r2 ) ，σ( r2 ') ) =

( r1 r3σ( r2 ) ，σ( r1 r3 ) σ( r2 ') + σ( r2 ) σ( r1 ) r3 ' +
σ( r2 ) r3 r1 ') = ( 0，0)

若 r3 = 0 情况类似，可得相同结果． 综上所述，命

题得证．
由文献［8］知，整环是约化环，但约化环不一定

是整环． 下面说明若 R 是交换的约化环，则 N 不一

定是珚σ-对称环．
例 4 令 D 是特征为 0 的整环，

R = DD， ( d1，d2 ) ( d3，d4 ) = ( d1d3，d2d4 ) ．
显然 R 是交换的约化环，但不是整环．

现在定义: σ: R→R，σ( ( s，t) ) = ( t，s) ． 则易见

σ 是 R 的自同构． 显然，

( ( 0，1) ，( 0，1) ) ( ( 1，0) ，( 0，1) ) ( ( 1，1) ，( 0，1) ) =0，

但是

( ( 0，1) ，( 0，1) ) ( ( 1，1) ，( 0，1) ) 珔σ( ( ( 1，0) ，( 0，1) ) ) =
( ( 0，1) ，( 0，1) ) ( ( 1，1) ，( 0，1) ) ( ( 0，1) ，( 1，0) ) =
( ( 0，1) ，( 0，1) ) ( ( 0，1) ，( 1，0) ) =
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( ( 0，1) ，( 1，0) + ( 0，1) ) =
( ( 1，0) ，( 1，1) ) ≠0．
这说明 R Nagata 扩张不是珚σ-对称环．

令 α 是环 R 的自同态，定义 珔α: R［x］→ R［x］，

∑
m

i = 0
aix

i |→∑
m

i = 0
α( ai ) x

i，则珔α是 R［x］的自同态，此映

射仍记做 α． 对 R 的自同态 α，用相同的方法可定义

R［x，x－1］→ R［x，x－1］上的自同态．
命题 9 R［x］是 α-对称环当且仅当 R［x，x － 1］

是 α-对称环．
证明 “”． 由命题 2 可得．
“”． 对任意的 f( x) ，g( x) ，h( x) ∈R［x; x － 1］，

且满足 f( x) g ( x) h ( x ) = 0，则存在正整数 m，p，q
使得

f1 ( x) = f( x) xm∈R［x］，

g1 ( x) = g( x) xp∈R［x］，

h1 ( x) = h( x) xq∈R［x］，

所以 f1 ( x) g1 ( x) h1 ( x) = f( x) g( x) h( x) xm + p + q = 0，

进而 f1 ( x) g1 ( x) h1 ( x) = 0． 又因为 R［x］是 α-对称

环，所以 f1 ( x) h1 ( x) α( g1 ( x) ) = 0． 从而

f1 ( x) h1 ( x) α( g1 ( x) ) = 0，

f( x) h( x) α( g( x) ) =
f1 ( x) h1 ( x) α( g1 ( x) ) x － m － p － q = 0，

综上，命题得证．
命题 10 设有环及其同态的下列交换图表，若

σ 是单同态且 S 是 β-对称环，则 R 是 α-对称环．

证明 对任意的 a，b，c∈R 且满足 abc = 0，则

σ( abc) =0，进而有 σ( a) σ( b) σ( c) = 0． 因为 S 是 β-
对称环，则有 σ( a) σ( c) β( σ( b) ) = 0． 又因为图表可

换所以 σ( a) σ( c) σ( α( b) ) = 0，进而 σ( acα( b) ) =
0． 再由σ 是单同态可得 acα( b) =0． 综上知 R 是 α-对
称环．
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Abstract For a ring endomorphism α，we generalize the concept of symmetric rings，introduce the notation of α-
symmetric rings and investigate some properties of them．
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