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具有分布时滞的高阶中立型双曲

偏微分方程的振动准则
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摘要

考虑了一类具有分布时滞的高阶中

立型双曲泛函偏微分方程． 利用 Green 公

式、Jensen 不等式，通过特征值的方法，
获得了方程解在两类边值条件下振动的

新的准则，所得结果推广和改进了若干

文献中已有准则．
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0 引言

具有连续分布滞量的泛函偏微分方程的振动理论是泛函偏微分

方程振动理论的进一步发展，它能更精确地揭示实物的本质，并极大

地丰富了泛函偏微分方程理论． 到目前为止，具有连续分布滞量的泛

函偏微分方程振动理论已有不少成果
［1-7］，但对于具有连续分布时滞

的泛函偏微分方程的边值问题的振动性的讨论，现有的文献大多使

用对空间变量 x 在有界区域 Ω 内直接积分的方法，对调和项 Δu 加上

某些限制性条件，再利用 Green 公式在处理不等式的时候将其舍去，

这样的处理方法较粗糙，不能得出由调和项 Δu 的系数发生扰动而使

解产生振动的条件．
本文采用特征值的方法，与其他文献

［1-6］
不同的是在处理不等式

的时候，保留了调和项，从而得出了由调和项的扰动而使方程解产生

振动的充分条件．
研究如下形式的高阶( 其中 n≥2 为偶数) 中立型双曲偏微分方

程( E) :

n

tn u( x，t) +∑
n

i = 1
λ i ( t) u( x，σi ( t[ ]) ) =

a( t) Δu( x，t) +∑
m

j = 1
bj ( t) Δu( x，τ j ( t) ) － p( x，t) u( x，t) －

∫
b

a
q( x，t，ξ) f( u( x，g( t，ξ) ) ) dσ( ξ) ．

在 2 种不同边值条件下

( B1) μ
ν

+ ψ( x，t) μ = 0， ( x，t) ∈ Ω × R + ，

( B2) u( x，t) = 0， ( x，t) ∈ Ω × R +

解的振动性． 其中 Δ是 RN
上的 Laplace 算子，Ω 是 RN

中的具有连续分

片光滑边界Ω 的有界区域． ν 是边界Ω 上的单位外法向量，R + =［0，

+ ∞ ) ． 方程 ( E) 中的积分是 Stieltjes 积分． ψ ( x，t) ∈C ( Ω × R + ，

R + ) ．
假设下列条件( H) 成立:

( H1) a( t) ，bj ( t) ，σi ( t) ，τ j ( t) ∈C( R + ，R + ) ; σi ( t) ≤t，τ j ( t) ≤t



和 σi ( t) ，τ j ( t) 是 R + 上的单调不减函数; lim
t→∞

σi ( t) =

lim
t→∞

τ j ( t) = + ∞，i = 1，2，…，n; j = 1，2，…，m．

( H2) p( x，t) ∈C ( 珚Ω × R + ，R + ) ，q ( x，t，ξ) ∈C
( 珚Ω ×R + ×［a，b］，R + ) ; 如果存在一个正数 c，使得

f( u) ∈C ( R，R ) 是 R + 上 的 正 的 凸 函 数，且 满 足

f( － u) = － f ( u ) ;
f( u)
u ≥ c ＞ 0，u≠0，p ( t ) = min

x∈珚Ω

{ p( x，t) } ，Q( t，ξ) = min
x∈珚Ω

{ q( x，t，ξ) } ．

( H3) σ( ξ) ∈ C( ［a，b］，R) 且单调不减，g( t，
ξ) ∈ C( R + × ［a，b］，R) ，g( t，ξ) ≤ t，ξ ∈［a，b］，

g( t，ξ) 分 别 对 t 和 ξ 而 言 单 调 不 减，且 满 足

lim
t→+∞

min
ξ∈［a，b］

{ g( t，ξ) } = + ∞ ．

( H4) λ i ( t) ∈ C( R + ，R + ) ，i = 1，2，…，n 满足

∑
n

i = 1
λ i ( t) ≤ 1，且存在一个 k( 1 ≤ k ≤ n) ，使得

lim
t→∞

λk ( t) = λ0 ＞ 0．

引理 1［1］
设 λ1 是 Robin 边值问题

Δφ + λφ = 0， x∈Ω，

φ
ν

+ ψ( x，t) φ = 0， x∈{ Ω

的第 1 特征值，φ1 ( x) 是 λ1 所对应的特征函数，则

λ1 ＞ 0，且 φ1 ( x) ＞ 0，x∈Ω．
引理 2［1］

设 λ2 是 Dirichlet 边值问题

Δφ + λφ = 0， x∈ Ω，

φ = 0， x∈ { Ω
的第 1 特征值，φ2 ( x) 是 λ2 所对应的特征函数，则

λ2 ＞ 0，且 φ2 ( x) ＞ 0，x∈Ω．
引理 3［7］

假设 G( t) ，Gi ( t) ∈ C( ［t0，+ ∞ ) ，

R + ) ，gi ( t) ∈ C( ［t0，+ ∞ ) ，R) 且单调不减，满足

gi ( t) ≤ t，lim
t→∞

gi ( t) = + ∞，i = 1，2，…，m，若存在某

一个 i∈ { 1，2，…，m} ，满足

lim
t→+∞

inf ∫
t

gi( t)
Gi ( s) exp ∫

s

gi( s)
G( r) d[ ]r ds ＞ 1

e ，

那么如下的微分不等式

y'( t) + G( t) y( t) +∑
m

i = 1
Gi ( t) y( gi ( t) ) ≤ 0，t≥ t0

没有最终正解．
引理 4［8］

设一个函数 v( t) 在［t0，∞ ) 上 n 次连

续可微，若 v ( t) ＞ 0，v( n) ( t) ≤0，n 为偶数，则存在

t1≥t0，对任意的 θ∈( 0，1) ，有

v( t) ≥ θtn－2v( n－1) ( t) ， t≥ t1 ．
定义 1 设 u( x，t) 是边值问题( E) ( B1) 或( E)

( B2) 的一个非零解，若存在正数 t0 ＞ 0，当 ( x，t) ∈

Ω ×［t0，∞ ) 时，使得 u( x，t) 不变号，则称 u ( x，t) 在

区域 G≡Ω × R + 上是非振动的，否则就称为是振

动的．
定义 2 设 u( x，t) 是边值问题( E) ( B1) 或( E)

( B2) 的一个非零解，若存在正数 t0 ＞ 0，当 ( x，t) ∈
Ω ×［t0，∞ ) 时，使得 u( x，t) ＞ 0 ( 或 u( x，t) ＜ 0 ) ，则

称 u( x，t) 是方程( E) 的最终正解( 或最终负解) ．

1 主要结果

1. 1 Robin 边值问题的振动性

首先考虑( E) ( B1) 的解的振动性．
定理 1 假设 ( H) 成立，且存在 t1 ＞ 0，当 t ＞ t1

时，使得微分不等式

n

tn z( t) +∑
n

i = 1
λ i ( t) z( σi ( t[ ]) ) +

( λ1a( t) + p( t) ) z( t) + λ1∑
m

j = 1
bj ( t) z( τi ( t) ) +

∫a
b

Q( t，ξ) f［z( g( t，ξ) ) ］dσ( ξ) ≤ 0 ( 1)

没有最终正解，那么 Robin 边值( E) ( B1 ) 的所有非

零解在 G 上是振动的．
证明 使用反证法，假设边值问题( E) ( B1) 存

在一个非振动解． 不失一般性，设 u( x，t) 是 Robin 边

值问题( E) ( B1 ) 在 Ω ×［t0，+ ∞ ) 上的一个最终正

解( 最终负解可类似证明) ，t0≥0，由 u( x，t) 的最终

正性可知，存在一个 t1≥t0，使得

σi ( t) ≥ t0， τ j ( t) ≥ t0， t≥ t1，

i = 1，2，…，n; j = 1，2，…，m
且 g( t，ξ) ≥t0，( t，ξ) ∈［t1，+ ∞ ) ×［a，b］，那么

u( x，σi ( t) ) ＞ 0，u( x，τi ( t) ) ＞ 0，

( x，t) ∈Ω ×［t1，+ ∞ ) ，i = 1，2，…，n; j = 1，2，…，m
u( x，g( t，ξ) ) ＞0，( x，t，ξ) ∈Ω ×［t1，+∞ ) ×［a，b］．

对方程( E) 的两边乘以 Robin 边值问题( B1) 的

特征函数 φ1 ( x ) ，然后在方程两边对 x 在 Ω 上积

分，得

n

t [n ∫Ωu( x，t) φ1 ( x) dx +

∑
n

i = 1
λ i ( t) ∫Ωu( x，σi ( t) ) φ1 ( x) d ]x =

a( t) ∫Ωφ1 ( x) Δu( x，t) dx +

∑
m

j = 1
bj ( t) ∫Ωφ1 ( x) Δu( x，τ j ( t) ) dx －

∫Ωp( x，t) u( x，t) φ1 ( x) dx －
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∫Ω ∫
b

a
φ1( x) q( x，t，ξ) f［u( x，g( t，ξ) ) ］dσ( ξ) dx． ( 2)

由 Green 公式及边界条件( B1) ，有

∫Ωφ1 ( x) Δu( x，t) dx =

∫Ω φ1( s)
u
ν

－ u
φ1( s)
( )ν

ds + ∫Ωu( x，t) Δφ1( x) dx =

∫Ω ( － φ1 ( s) uψ( x，t) + uψ( x，t) φ1 ( s) ) ds －

λ1∫Ωu( x，t) φ1 ( x) dx =

－ λ1∫Ωu( x，t) φ1 ( x) dx， t≥ t1 ． ( 3)

∫Ωφ1 ( x) Δu( x，τ j ( t) ) dx =

－ λ1∫Ωu( x，τ j ( t) ) φ1 ( x) dx， t≥ t1 ． ( 4)

那么由式( 3) 和( 4) ，及 Jensen 不等式，有

n

t [n ∫Ωu( x，t) φ1 ( x) dx +

∑
n

i = 1
λ i ( t) ∫Ω (u x，σi ( t) φ1 ( x) d ]x ≤

－ λ1a( t) ∫Ωφ1 ( x) u( x，t) dx －

λ1∑
m

j = 1
bj ( t) ∫Ωφ1 ( x) u( x，τ j ( t) ) dx －

∫Ωp( x，t) u( x，t) φ1 ( x) dx －

∫
b

a
Q( t，ξ) [ (f ∫Ωφ1( x) d )x

－1

∫Ωu( x，g( t，ξ) ) φ1( x) d ]x ·

dσ( ξ) ·∫Ωφ1 ( x) dx， t ＞ t1 ． ( 5)

令 z( t) (= ∫Ωφ1 ( x) d )x
－1

∫Ωu( x，t) φ1 ( x) dx 及不等

式( 5) ，有

n

t [n z( t) +∑
n

i = 1
λ i ( t) z( σi ( t ]) ) +

［λ1a( t) + p( t) ］z( t) + λ1∑
n

j = 1
bj ( t) z( τ j ( t) ) +

∫
b

a
Q( t，ξ) f［z( g( t，ξ) ) ］dσ( ξ) ≤ 0． ( 6)

显然 z( t) 是问题( 6 ) 的一个最终正解，这与本文定

理的条件矛盾，因此 Robin 边值问题( E) ( B1 ) 不存

在非振动的正解，即系统的所有非零解都在区域 G
上振动．

定理 2 假设 ( H) 成立，如果 g0 ( t) = g ( t，ξ) ，

ξ∈［a，b］且下面不等式成立

lim
t→+∞

inf ∫
t

g0( t
[

)
cθQ( s) gn－2

0 ( s) J( g0 ( s) ) ·

exp ∫
s

g0( s)
θrn－2p( r) J( r) d ]r ds ＞ 1

e ． ( 7)

则 Robin 边值问题( E) ( B1) 的所有解在 G≡Ω × R +

上振动．
证明 反设 Robin 边值问题( E) ( B1) 存在一个

非振动解． 不失一般性，设 u( x，t) 是 Robin 边值问题

( E) ( B1) 在 Ω ×［t0，+∞ ) 上的一个最终正解( 最终

负解可类似证明) ，t0 ≥ 0，由 u( x，t) 的最终正性可

知，存在一个 t1≥ t0，使得σi ( t) ≥ t0，τ j ( t) ≥ t0，t≥
t1，i = 1，2，…，n; j = 1，2，…，m 且 g( t，ξ) ≥ t0，( t，
ξ) ∈［t1，+ ∞ ) × ［a，b］，那么 u( x，σi ( t) ) ＞ 0，

u( x，τi ( t) ) ＞ 0，u( x，g( t，ξ) ) ＞ 0，对方程( E) 在 Ω
上积分，再由 Green 公式和边界条件，得到

n

tn ∫Ωu( x，t) dx +∑
n

i = 1
λ i ( t) ∫Ω (u x，σi ( t) d[ ]x =

－ a( t) ∫Ωψ( x，t) u( x，t) dx － ∫Ωp( x，t) u( x，t) dx －

∑
m

j = 1
bj ( t) ∫Ωψ( x，τ j ( t) ) u( x，τ j ( t) ) dx －

∫Ω ∫
b

a
q( x，t，ξ) f( u( x，g( t，ξ) ) ) dσ( ξ) dx，t ＞ t1 ． ( 8)

令 z( t) = ∫Ωu( x，t) dx，得到

n

tn z( t) +∑
n

i = 1
λ i ( t) z( σi ( t[ ]) ) ≤

－∑
m

j = 1
bj ( t) ∫Ωψ( x，τ j ( t) ) u( x，τ j ( t) ) dx － p( t) z( t) －

c∫ (Ω ∫
b

a
q( x，t，ξ) dσ( ξ )) u( x，g0( t) ) dx，t ＞ t1． ( 9)

进一步得到

n

tn z( t) +∑
n

i = 1
λ i ( t) z( σi ( t[ ]) ) ≤

－∑
m

j = 1
bj ( t) ∫Ωψ( x，τ j ( t) ) u( x，τ j ( t) ) dx － p( t) z( t) －

c∫ (Ω ∫
b

a
Q( t，ξ) dσ( ξ )) u( x，g0 ( t) ) dx，t ＞ t1 ．

在上式中，Q( t) = ∫
b

a
Q( t，ξ) dσ( ξ) ，得到

n

tn z( t) +∑
n

i = 1
λ i ( t) z( σi ( t[ ]) ) ≤

－ p( t) z( t) － cQ( t) z( g0 ( t) ) ．

令 v( t) = z( t) +∑
n

i = 1
λ i ( t) z( σi ( t) ) ，有

v( n) ( t) + p( t) z( t) + cQ( t) z( g0( t) ) ≤ 0，t ＞ t1 ． ( 10)
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当 t ＞ t1，由 v( t) ＞ 0 和 v( n) ( t) ＜ 0 可得，

v( n－1) ( t) ≥0． 证明如下:

假设 v( n) ( t) ＜ 0，那么一定存在某一个 T ＞ t1，

使得 v( n－1) ( T) ＜ 0，所以当 t ＞ T 时，有 v( n－1) ( t) ＜
v( n－1) ( T) ． 对此式从 T 到 t 积分，得到

v( n－2) ( t) ≤ v( n－2) ( T) + v( n－1) ( T) ( t － T) ，

当 t→∞时，有 v( n － 2) ( t) → － ∞，因此 z( t) 最终为负，

此与 z( t) ＞ 0 矛盾． 故假设 v( n － 1) ( t) ＜ 0 不成立，即

得到v( n － 1) ( t) ≥0．
由式( 10) 知，当 t ＞ t1 时，有

v( n) ( t) + p( t [) v( t) －∑
n

i = 1
λ i ( t) z( σi ( t ]) ) +

cQ( t [) v( g0( t) ) －∑
n

i =1
λi ( g0( t) ) z( σi ( g0( t ]) ) ) ≤ 0．

又由 v'( t) ≥0 有

v( t) ≥ v( σi ( t) ) ＞ z( σi ( t) ) ，v( g0 ( t) ) ≥
v( σi ( g0 ( t) ) ) ＞ z( σi ( g0 ( t) ) ) ，

那么，当 t ＞ t1 时，得到

v( n) ( t) + p( t [) v( t) －∑
n

i = 1
λ i ( t) v( t ]) +

cQ( t [) v( g0 ( t) ) －∑
n

i = 1
λ i ( g0 ( t) ) v( g0 ( t ]) ) ≤ 0．

令 J( t) = 1 －∑
n

i = 1
λ i ( t) ≥0，进一步有

v( n) ( t) + p( t) v( t) J( t) +
cQ( t) v( g0 ( t) ) J( g0 ( t) ) ≤ 0． ( 11)

因为 v( n) ( t) ＜ 0，v( n － 1) ( t) ＞ 0 和 v( t) ＞ 0，那么由引

理 4 知，存在 t2 ＞ t1，对任意的 θ∈( 0，1 ) ，使得 v( t)

≥θtn － 2v( n － 1) ( t) ，t ＞ t2 ．

设 w( t) = v( n － 1) ( t) ，当 t≥t2 时，由式( 11) 得

w'( t) + θtn－2p( t) J( t) w( t) +
cθQ( t) gn－2

0 ( t) J( g0 ( t) ) w( t) ≤ 0． ( 12)

那么 w( t) 是微分不等式( 12) 的一个最终正解． 另一

方面，由引理 3 可得微分不等式( 12 ) 不可能有最终

正解矛盾． 因此，Robin 边值问题( E) ( B1 ) 没有最终

正解，即所有解都在 G 上振动．

1. 2 Dirichlet 边值问题的振动性

下面考虑( E) ( B2) 的解的振动性．
定理 3 令 h( t) = λ2a ( t) + p ( t) ，假设( H) 成

立，如果

lim
t→+∞

inf ∫
t

t －
[

η
θλ2τ

n－2
j ( s) b0 ( s) J( τ j ( s) ) ·

exp ∫
s

s－η
θrn－2h( r) J( r) d ]r ds ＞ 1

e

或

lim
t→+∞

inf ∫
t

g0( t
[

)
cθg ( n－2)

0 ( s) Q( s) J( g0 ( s) ) ·

exp ∫
s

g0( s)
θrn－2h( r) J( r) d ]r ds ＞ 1

e ( 13)

成立，则 Dirichlet 边值问题的所有解在 G≡Ω × R +

上振动．
证明 反设 Dirichlet 边值问题( E) ( B2) 存在一

个非振动解 u( x，t) ． 不失一般性，设 u( x，t) ＞ 0，t0≥
0，由 u( x，t) 的最终正性可知，存在一个t1≥t0，使得

σi ( t) ≥ t0， τ j ( t) ≥ t0，

t≥ t1， i = 1，2，…，n; j = 1，2，…，m．
且 g( t，ξ) ≥ t0，( t，ξ) ∈［t1，+ ∞ ) × ［a，b］，那么

u( x，σi ( t) ) ＞ 0，u( x，τi ( t) ) ＞ 0，

u( x，g( t，ξ) ) ＞ 0．
对方程( E) 的两边同时乘以 φ2 ( x) ，再在Ω上积

分，

令 y( x，t) = φ2 ( x) u( x，t) 得到

n

t [n ∫Ωy( x，t) dx +∑
n

i = 1
λi ( t) ∫Ωy( x，σi ( t) ) d ]x =

－ λ2a( t) ∫Ωy( x，t) dx － ∫Ωp( x，t) y( x，t) dx －

λ2∑
m

j = 1
bj ( t) ∫Ωy( x，τ j ( t) ) dx －

∫Ω ∫
b

a
［q( x，t，ξ) f( u( x，g( t，ξ) ) ) ］dσ( ξ) φ2( x) dx，( 14)

令 z( t) = ∫Ωy( x，t) dx ，

当 t ＞ t1 时，令 b0 = ∑
m

j = 1
bj ( t) ，得到

n

tn z( t) +∑
n

i = 1
λ i ( t) z( σi ( t[ ]) ) ≤

－ ( λ2a( t) + p( t) ) z( t) －

λ2∑
m

j = 1
bj ( t) z( τ j ( t) ) － cQ( t) z( g0 ( t) ) =

－ h( t) z( t) － λ2b0( t) z( τj ( t) ) － cQ( t) z( g0( t) ) ． ( 15)

那么，令 v( t) = z( t) +∑
n

i = 1
λ i ( t) z( σi ( t) ) ，有

v( n) ( t) + h( t) z( t) + λ2b0( t) z( τj( t) ) ≤0， t ＞ t1． ( 16)

类似于定理 2 的式( 11) 、( 12) ，易得

v( n) ( t) + h( t) J( t) v( t) +
λ2b0 ( t) J( τ j ( t) ) v( τ j ( t) ) ≤ 0， t ＞ t1 ． ( 17)

w'( t) + θtn－2h( t) J( t) w( t) +
θλ2b0 ( t) τn－2

j ( t) J( τ j ( t) ) w( τ j ( t) ) ≤ 0． ( 18)

那么 w( t) 是微分不等式( 18) 的一个最终正解． 另
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一方面，由引理 3 及定理的条件可得微分不等式

( 18) 不可能有最终正解，矛盾． 因此，Dirichlet 边值

问题( E) ( B2) 没有最终正解． 即所有解都在 G 上

振动．
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Oscillation criteria for high-order neutral hyperbolic partial
differential equation with continuously distributed time delay

L Yinping1 LIN Shizhong1 DING Chaogang1

1 College of Mathematics and Statistics，Hainan Normal University，Haikou 571158

Abstract In this article，the oscillation of certain high-order neutral hyperbolic functional partial differential equa-
tion is considered． By using Green formula，Jensen inequlity，and eigenvalue method，we obtain some new oscillatory
criteria on two boundary conditions that ensure the oscillation of solutions． The results obtained extend and improve
a number of existing criteria in the literature．
Key words neutral equation; continuously distributed time delay; oscillation criteria
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