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系统辨识( 3) : 辨识精度与辨识基本问题
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摘要

系统辨识是研究建立系统数学模型

的理论与方法． 讨论系统辨识涉及的一

些基本问题，包括辨识精度、辨识方法的

提出，辨识输入信号的设计，参数可辨识

性与系统可辨识性，开环可辨识性与闭

环可辨识性，可辨识性与能控性和能观

测性的关系，可辨识性与输入信号的关

系，以及与辨识方法收敛性相关的激励

信号与激励条件，辨识算法收敛分析的

基本工具，典型辨识算法的收敛结论等．
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0 引言

控制是许多科学问题的核心，数学模型是一切控制问题的基础，

控制理论与自动化技术飞速发展铸造了高度的科学文明和人类的辉

煌成就． 自动化和信息产品对我们的社会生活和个体生活，乃至经济

发展带来了巨大变革
［1-3］． 控制理论与自动化技术对现代各学科的发

展和贡献达到极致
［4-6］．

客观事物数学模型的建立，客观事物运动规律的揭示，为人与自

然的和谐发展和统一奠定了基础． 在控制论高度发展的今天，来回顾

一下控 制 科 学 的 基 础———数 学 模 型 和 建 立 数 学 模 型 的 理 论 与 方

法———系统辨识的一些基本问题，是别有一番情趣的．
公理是不需要条件的，定理都是一定条件下的产物，辨识算法的

收敛性定理也不例外，自然科学中的有关定理都是如此． 辨识算法的

收敛性与持续激励信号密切相关，直接使用持续激励输入信号研究

辨识方法的性能十分不方便，为此，引入了与持续激励信号相关的持

续激励条件． 本文系统总结和归纳出强持续激励条件，广义强持续激

励条件，弱持续激励条件，广义弱持续激励条件，衰减激励条件，期望

激励条件，条件期望激励条件等．
提出新的建模理论、辨识方法，以及辨识方法在不同条件下，特

别是在更弱条件下的性能分析，包括时不变系统参数估计的一致收

敛性，时变系统参数估计误差上界的估算，如何选择算法中最佳参数

( 如遗忘因子递推最小二乘算法中的遗忘因子、有限数据窗最小二乘

算法中数据窗长度等) 获得最小估计误差上界等，都是辨识研究的永

恒主题
［7］．

本文把线性参数系统辨识模型分为线性回归模型、伪线性回归

模型Ⅰ、伪线性回归模型Ⅱ和伪线性回归模型Ⅲ4 类． 这 4 类模型都

是线性参数模型，它们可以是线性系统，也可以是线性参数的非线性

系统． 本文的伪线性回归模型Ⅰ含盖了线性系统的 CARMA 模型，伪

线性回归模型Ⅱ含盖了线性系统的输出误差模型，伪线性回归模型

Ⅲ含盖了线性系统的 CARAR，CARARMA 模型，OEMA 模型，OEAR
模型，BoxJenkins 模型．

辨识算法的收敛性分析是辨识领域的重要课题，现存辨识算法

的几个漂亮收敛定理只限定于几个特定的系统模型结构，如线性回

归模型、伪线性回归模型Ⅰ和伪线性回归模型Ⅱ． 对于伪线性回归模



型Ⅲ和非线性回归模型辨识方法的收敛分析，目前

还没有简洁收敛结果和漂亮的证明，这是系统辨识

研究者有待攻克的研究难题．
本文较长，为便于阅读，特将本文框架结构列示

如下．
0 引言

1 辨识精度

1. 1 物理量辨识

1. 2 系统外特性辨识

2 辨识的基本问题

2. 1 辨识方法的提出

2. 2 辨识输入信号设计

2. 3 可辨识性问题

2. 4 辨识算法的收敛性能

3 激励信号与激励条件

3. 1 持续激励信号

3. 2 弱持续激励信号

3. 3 衰减激励信号

3. 4 持续激励信号的产生

3. 5 基本激励条件

4 参数估计性质及分析工具

4. 1 参数估计的统计性质

4. 2 Cramér-Rao 不等式

4. 3 实用有界收敛性

4. 4 收敛性分析的基本工具

5 典型辨识算法的收敛定理

5. 1 线性回归模型

5. 2 伪线性回归模型Ⅰ
5. 3 伪线性回归模型Ⅱ
5. 4 伪线性回归模型Ⅲ

6 结语

1 辨识精度

辨识精度包括辨识模型精度、辨识模型阶次估

计精度、辨识模型参数估计精度，或者辨识模型输出

与实际系统输出的接近程度． 辨识精度可以解释为

物理量辨识精度和系统外特性辨识精度．

1. 1 物理量辨识

物理系统模型中的参数一般都有明确的意义，

对于物理量的辨识，目标是获得精确的模型参数，所

使用的辨识模型结构应该与物理系统一致． 例如，对

于如图 1 所示的 R-L-C 电路，输入为电源电压 u( t) ，

输出是电容 C 上电压 y( t) ，这个系统的传递函数为

G( s) = Y( s)
U( s) =

1
sC

R + sL + 1
sC

=

1
LC

s2 + R
L s + 1

LC

= :

b
s2 + as + b

．

这个 2 阶电路系统模型有 2 个参数，a: = R
L 是物理

量电阻 R 与电感 L 的函数，b: = 1
LC是电感 L 与电容

C 的函数． 对于这个电路系统，系统辨识的目标就是

通过实验数据，精确地估计出 a 和 b 的值． 物理量辨

识的目标是确定 R，L 和 C 的值． 显然，这里由估计出

a 和 b 的值，难以从这 2 个方程
R
L = a 和

1
LC = b 确定

R，L 和 C 的值( 然而，可以通过其他测量手段，建立

更多的方程来计算 R，L 和 C) ． 对于给定的输入为电

源电压 u( t) 和输出为电容 C 上电压 y( t) 的量测值，

这个电路是系统可辨识的，但不是参数可辨识的．

图 1 电阻-电感-电容( R-L-C) 电路

Fig． 1 The resistor，inductor，capacitor circuit

1. 2 系统外特性辨识

系统辨识包括系统结构( 或阶次) 确定和系统参

数估计． 辨识精度可以理解为辨识出的系统模型结

构的准确性和参数估计精度． 对于物理系统，模型解

析结构通常容易获得，剩余的问题就是参数辨识，就

是物理量参数的估计，如万有引力定理中引力常量

G 的辨识
［5］．

与物理量辨识相对应的是系统外特性辨识． 对

于一些实际工业过程系统，如锅炉燃烧系统、生物反

应过程，其模型结构和参数往往呈现“不确定性”，且

估计的模型结构或阶次也不一定准确( 阶次估计只

是一定准则意义下的近似) ． 在这种情况下，把辨识

精度约束为参数估计精度有失偏颇，一般把辨识精

度解释 为 辨 识 模 型 输 出 与 真 实 系 统 输 出 的 接 近

程度．
例 1 设对象的传递函数为
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G( s) = 1
1 + 15s + 100s2 + 10s3

，

辨识得到的传递函数为

Ĝ( s) = 1
1 + 14. 5s + 105s2

．

这个辨识模型的阶次与对象阶次不一致( 当然可以

选择一个与对象结构一致的辨识模型) ，因此比较参

数估计精度意义不大．
2 个传递函数的单位阶跃响应曲线 y( t) 和 ŷ( t)

如图 2 所示，阶跃响应误差 ŷ( t) － y ( t) 随 t 变化曲

线如图 3 所示，阶跃响应绝对误差 | ŷ( t) － y( t) |随 t

变化曲线如图 4 所示，对象 G( s) 和估计Ĝ( s) 的波德

图如图 5 所示． 这 2 个传递函数的增益都为 1，故它

们阶跃响应的稳态值为 y( ∞ ) = ŷ( ∞ ) = 1．
通过下面的 Matlab 仿真，计算出阶跃响应最大

相对误差为

图 2 对象 G( s) 和估计Ĝ( s) 阶跃响应 y( t) 和

ŷ( t) 随 t 变化曲线

Fig． 2 The step responses of G( s) and

Ĝ( s) ( y( t) and ŷ( t) v． s． t)

图 3 阶跃响应误差 ŷ( t) － y( t) 随 t 变化曲线

Fig． 3 The step responses errors ŷ( t) － y( t) v． s． t

图 4 阶跃响应绝对误差 | ŷ( t) － y( t) |随 t 变化曲线

Fig． 4 The absolute errors | ŷ( t) － y( t) | v． s． t

图 5 对象 G( s) 和估计Ĝ( s) 的波德图

Fig． 5 The Bode plots of G( s) and Ĝ( s)

max | ŷ( t) － y( t) | / y( ∞ ) ＜ 1. 8% ．
由此可见，尽管 2 个传递函数的阶次不同，但是阶跃

响应还是很接近的，故辨识得到的Ĝ( s) 能很好捕捉

系统 G( s) 的动态特性． 从系统输出看，这个辨识精

度还是令人满意的．
由频率特性波德图 5 可以看出: 当频率 ω≤1

rad /s 时，对象 G( s) 和估计Ĝ( s) 的复角相位是很接

近的; 当频率 ω≤10 rad /s 时，对象 G( s) 和估计Ĝ( s)
的幅 频 特 性 是 比 较 接 近 的． 故 当 频 率 ω 较 小 时，

Ĝ( s) 是 G( s) 的一个好的估计．
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计算这个例子的阶跃响应 Matlab 源代码如下．
1 %
2 % Filename: ModelAcuracy2011_6_6． m
3 % For computing the step responses and errors
4 %
5 clear; format short
6 b1 =［10，100，15，1］
7 tf1 = tf( 1，b1)

8
9 b2 =［105，14． 5，1］
10 tf2 = tf( 1，b2)

11
12 L = 120;

13 ［y1，t1］= step( tf1，L) ;

14 ［y2，t2］= step( tf2，L) ;

15
16 figure( 1)

17 plot( t1，y1，’k’，t2，y2，’b．’)

18 axis( ［0，120，0，1． 25］)

19 xlabel( ’\ it t’) ;

20 ylabel( ’Step responses’)

21
22 figure( 2)

23 plot( t1，y2 － y1，’k’)

24 axis( ［0，120，－ 0． 005，0． 02］)

25 xlabel( ’\ it t’) ;

26 ylabel( ’Step response errors’)

27
28 figure( 3)

29 plot( t1，abs( y2 － y1) ，’k’)

30 axis( ［0，120，0，0． 02］)

31 xlabel( ’\ it t’) ;

32 ylabel( ’Absolute errors’)

33
34 ［t1，y1，t2，y2，y1 － y2，abs( y1 － y2) ］

35 s1 =［max( abs( y1 － y2) ) ，sum( abs( y1 － y2) ) ］

2 辨识的基本问题

特作申明: 本文中有的变量上下文使用了不同

的定义，只要一个变量重新定义了，就采用新的定

义．“A = : X”或“X: = A”表示“A 记作( 定义为) X”
之意( 因为符号没有左右之分，含义模糊) ． 上标 T
表示向量或矩阵转置，符号 I 表示适当维数单位阵，

In 表示 n 阶单位阵． 矩阵 X 的范数定义为‖X‖2 : =
tr［XXT］． λmin［X］表示对称矩阵 X 的最小特征值，

λmax［X］表示对称矩阵 X 的最大特征值． 关系 f( t) =

o( g( t) ) 表示 g( t) ＞ 0，lim
t→∞

f( t)
g( t) = 0; f( t) = O( g( t) )

表示 g( t) ≥0，存在常数 δ1 ＞ 0 满足 | f( t) |≤δ1g( t) ．
辨识的基本问题包括: 1) 新辨识方法的提出; 2)

辨识方法的收敛性分析; 3) 辨识试验中输入信号的

设计问题． 第 1 个问题是辨识的基石; 第 2 个是辨识

中的理论问题，涉及参数估计性质、收敛速度等，是

辨识性能分析中的较难课题，受到了较多的关注; 第

3 个是辨识实践中输入信号的设计问题． 这些都是

辨识领域中极具挑战性的研究课题
［8］．

辨识方法是系统辨识的基础． 辨识输入信号的设

计是为了保证辨识实验所获得的输入输出数据包含

系统的本质特征，也就是说输入信号应该激励系统的

所有模态，这样的输入输出数据包含了足够丰富的信

息( 或输入输出数据是充分丰富的) ，或输入是持续激

励信号，或由输入输出数据构成的回归信息向量是持

续激励的( persistently exciting) ，以致于存在一个辨识

方法能够从输入输出数据中确定系统参数．
有些辨识方法，特别是时变参数辨识方法，为了

提高跟踪时变参数和克服数据饱和的能力，有时在

辨识方法中引入调节参量，如遗忘因子最小二乘算

法和遗忘梯度算法中的遗忘因子，卡尔曼滤波算法

或协方差修正算法中的修正项，协方差复位最小二

乘算法中的复位间隔，多新息辨识方法中的迭代间

隔和新息长度，广义投影算法中记忆长度或数据窗

长度，有限数据窗最小二乘法中的数据窗长度等，这

些参 量 的 引 入 使 得 其 收 敛 性 研 究 更 为 困 难 和

复杂
［9］．
在众多( 时变) 参数辨识方法中，谁的跟踪性能

好，谁的估计误差小，谁优谁劣，如何评判? 作者认

为，应在统一条件下( 如持续激励条件、噪声方差相

同等) ，对各种( 时变) 参数估计误差上界进行研究，

并寻求调节参量的最佳值，以使均方参数估计误差

上界最小． 通过比较各种方法的最小参数估计误差

上界，从而作出选择
［9］． 因此，首要问题是研究各种

( 时变) 系统辨识方法的收敛性能和估计误差上界．
文献［9］研究了有限数据窗最小二乘法的收敛性及

其最小估计误差上界．
与辨识方法性能( 收敛性、参数估计收敛速率，

估计误差上界) 有关的还有参数可辨识性问题与系

统可辨识性问题，信号的持续激励性和持续激励条

件等．

2． 1 辨识方法的提出

一些辨识方法是根据一些基本定理或原理提出
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的． 如对于一个线性参数估计问题，最小二乘辨识算

法是根据最小二乘原理，极小化一个二次准则函数

得到的算法; 随机梯度辨识方法和迭代辨识方法是

通过梯度搜索或最小二乘搜索得到的算法
［10-12］; 辅

助模型辨识方法是借助于辅助模型辨识思想，用辅

助模 型 输 出 代 替 系 统 的 不 可 测 变 量 的 辨 识 方

法
［13-18］; 多新息辨识方法是运用多新息辨识理论，通

过扩展新息长度得到的算法
［8，19-25］; 递阶辨识方法是

基于递阶辨识原理，通过辨识模型分解和雅可比迭

代得到的算法
［26-35］． 对于一个非线性参数估计问题，

可以采用梯度搜索方法、牛顿递推辨识方法和牛顿

迭代辨识方法
［36］．

有一些辨识方法是通过类比方法得到的． 如多

新息辨识方法是本文作者受文献［37］算法间断迭代

的启发，最初用类比方法直接给出了多新息辨识算

法的数学表达式
［19］，后来从理论上详细推导，发展

了一系列多新息辨识方法，如多新息投影辨识算法、
多新息随机梯度算法、多新息最小二乘辨识算法、变
递推间隔多新息最小二乘算法等

［8，20，23，25，38］．

2． 2 辨识输入信号设计

开环系统辨识输入信号设计方法可参见文献

［5］第 3. 3. 1 节． 开环系统辨识实验在对象输入端

u( t) 上叠加一个持续激励信号 ( 图 6 ) ，闭环系统辨

识实验是在参考输入端 r( t) 上叠加一个持续激励信

号( 图 7) ． 闭环系统辨识输入信号设计方法还有待

进一步研究．

2． 3 可辨识性问题

2． 3． 1 参数可辨识性与系统可辨识性

可辨识性分为参数可辨识性和系统可辨识性．
参数可辨识性指系统数学模型中的每一个参数能

根据系统的观测数据确定，这样的系统称为参数是

可辨识的． 系统可辨识性指系统的输入输出关系能

够从观测数据确定，这样的系统就称为系统是可辨

识的． 参数可辨识肯定是系统可辨识的，但系统可

辨识不一定是参数可辨识的，如上面的 R-L-C 电路

系统．
考虑抛物线关系所描述的系统

y = ax2 + bx + c． ( 1)

这里 x 可认为是系统输入，y 是系统输出，a，b 和 c
是系统参数． 给定 L 个点( xi，yi ) ，i = 1，2，…，L，且至

少有 3 个点不在同一直线上，就可以唯一确定系统

参数． 定义准则函数

J1 ( a，b，c) : = ∑
L

i = 1
( yi － ax2i － bxi － c) 2 =

∑
L

i = 1
( yi － φ

T
i θ) 2，

其中

i : =［x2i ，xi，1］
T∈R3，

θ: =［a，b，c］T∈R3{ ．
极小化 J1 ( a，b，c) 给出 θ 的估计:

θ̂ = ∑
L

i = 1
φiφ

T[ ]i
－1 ∑

L

i = 1
φi y[ ]i ．

当至少有 3 个点不在同一直线上，矩阵∑
L

i = 1
φiφ

T
i

就是可逆的，参数估计向量 θ̂ 就有唯一解，系统参数

就是可辨识的． 因此模型( 1 ) 是参数可辨识的，同时

也是系统可辨识的．
在上述条件下，考虑 4 个参数( a，b，c，d) 的抛物

线系统

y = ax2 + bx + 3c + d． ( 2)

如果令

i : =［x2i ，xi，3，1］T∈R4，

: =［a，b，c，d］T∈R4{ ．
( 3)

定义和极小化准则函数，

J2 ( a，b，c，d) : = ∑
L

i = 1
( yi － ax2i － bxi － 3c － d) 2 =

∑
L

i = 1
( yi － 

T
i ) 2，

给出 的估计:

̂ = ∑
L

i = 1
i

T[ ]i
－1 ∑

L

i = 1
i y[ ]i ．

即使有更多的点不在同一直线上，矩阵∑
L

i = 1
i

T
i

也不是可逆的( 当这个矩阵是可逆时，就说 i 是持续

激励的，或者说输入信号是持续激励信号) ，参数估计

向量̂无解，故系统参数不是可辨识的或系统参数是

不可辨识的( 只要有一个参数不可辨识，这样的系统

就是参数不可辨识的) ． 但这个系统是系统可辨识的，

即输入输出关系是可辨识的，只需令

i : =［x2i ，xi，1］
T∈R3，

: =［a，b，3c + d］T∈R3{ ．
那么 的估计为

̂ = ∑
L

i = 1
i

T[ ]i
－1 ∑

L

i = 1
i y[ ]i ．

在这种情况下，矩阵∑
L

i = 1
i

T
i 是可逆的 ( 很简
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单，读者试图证明之) ，参数估计向量 ̂∈R3
有唯一

解，故系统参数向量  =［a，b，3c + d］T
是可辨识的，

即 a，b 和 3c + d 是可辨识的，但 c 和 d 是不可辨识

的，因此模型( 2) 是系统可辨识的，但不是参数可辨

识的．
下面的例子是参数可辨识的和系统可辨识的，

y = ax2 + bln x + c;
下面的例子不是参数可辨识的，但是系统可辨识的，

y = ax2 + bln x + c
d + 1，

y = ax2 + bln x + cln x + 1
d + 1．

2． 3． 2 可辨识性与辨识算法的关系

从上述可辨识性定义看，可辨识性依赖于系统

的观测数据，即用什么样的输入信号激励系统产生

的输入输出观测数据． 可辨识性不依赖参数辨识( 估

计) 算法，辨识算法只是提供了一种检验可辨识性的

判断依据，辨识算法不能作为判断系统不可辨识性

的依据． 也就是说，一个辨识算法能通过观测数据确

定系统参数，系统就是参数可辨识的; 一个辨识算法

不能通过观测数据确定系统参数，不能说系统是参

数不可辨识的．
可辨识性与系统的输入输出数据有很大关系．

选择“良好”的输入信号，使得激励系统产生的输出

信号也是“良好”的，我们期望这种“良好”的输入输

出信号具有某种特征，使得系统是可辨识的． 这种

“良好”的输入信号定义为持续激励信号． 由持续激

励输入信号和系统输出信号构成的回归信息向量是

持续激励的，那么系统是可辨识的．
在上面的系统( 2) 中，由于构建了式( 3 ) 中不恰

当的信息向量 i，导致数据乘积矩矩阵∑
L

i = 1
i

T
i 不

可逆，因为这个矩阵中有 2 行( 或 2 列) 是线性比例

关系，故参数向量是不可辨识的． 例如对于有限脉冲

响应( FIR) 模型，

y( t) = b1u( t － 1) + b2u( t － 2) + b3u( t － 3) =
φT ( t) θ，

假设输入信号{ u( t) : t = 1，2，…} 是持续激励的，那

么这个系统是参数可辨识的 ( 即下式中参数向量

θ∈R3
是可辨识的) ，参数向量与信息向量分别为

θ: =

b1
b2
b











3

∈R3， φ( t) : =
u( t － 1)

u( t － 2)

u( t － 3









)

∈R3 ．

然而，如果重新定义参数向量和信息向量

θ: =

b1
b2 /2

b2 /2

b













3

∈R4， φ( t) : =

u( t － 1)

u( t － 2)

u( t － 2)

u( t － 3











)

∈R4，

那么这个维数为 4 的参数向量 θ∈R4
是不可辨识

的． 因此，如何参数化一个系统，得到一个可辨识的

辨识模型是重要的．
只有在可辨识的前提下，估计算法给出的参数

估计才是有效的． 由于事先无法知道系统是否是可

辨识的，因此只能在给定输入输出量测数据下，分析

辨识算法参数估计是否收敛于真参数，来判断参数

可辨识性和系统可辨识性，这就引出了辨识方法的

收敛性分析或参数估计性能分析研究课题．
2． 3． 3 开环可辨识性与闭环可辨识性

为了使系统是可辨识的，输入信号必须满足一

定的条件． 一个最低的要求是在整个观测周期上系

统的所有模态必须被输入信号持续激励( 这引出了

辨识输入信号设计课题) ． 如果系统有模态没有被激

励，系统将是不可辨识的．
1) 开环可辨识性． 对于开环系统，对象的输入

信号与系统输出无关，可以进行独立设计，这样的系

统可辨识性称为开环系统可辨识性． 对于图 6 所示

的开环系统，u( t) 和 y( t) 为系统的输入和输出，v( t)
为随机干扰噪声，G( z) 是对象的传递函数． 开环系统

的输入可以影响输出，但输出不影响输入，故开环辨

识输入信号可以独立设计． 最简单的方法是采用零

均值可测白噪声序列，或伪随机二进制 ( PRBS ) 序

列． 在 Matlab 中，可用 rand，randn，idinput 等函数产

生输入信号或仿真用的干扰随机噪声．

图 6 开环系统

Fig． 6 The open-loop system

2) 开环辨识试验． 即系统在正常运行情况下

( 稳定工作点) ，这时系统的所有变量认为是零，相当

于零均值化，在系统输入端 u( t) 上叠加一个不影响

系统正常运行的输入信号( 持续激励信号) ，或改变

对象的输入，但改变幅度不影响系统正常运行，通过

量测系统的输入和输出数据的改变量，测得实验数
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据来研究其辨识问题．
3) 闭环可辨识性． 对于图 7 所示的闭环系统，

Gc ( z) 是控制器的传递函数，H ( z) 是反馈通道的传

递函数，r( t) 是设定值( 参考输入) ． 由于闭环系统存

在反馈回路，对象 G( z) 的输入 u ( t) 与输出 y ( t) 通

过反馈回路发生关系，它们的关系为

u( t) = Gc ( z) ［r( t) － H( z) y( t) ］，

即输入信号与输出信号是相关的，输入信号不可能

独立设计( 这引出了闭环系统辨识输入信号设计课

题) ． 参考输入信号 r( t) 通常是一恒定值( 常数) ，不

具备持续激励的条件( 不是一个“好”的输入信号) ，

如果忽略噪声 v( t) ，那么这样的闭环系统是不可辨

识的．

图 7 闭环系统

Fig． 7 The closed-loop system

4) 闭环辨识试验． 即系统在平稳运行情况下

( 系统稳定时，系统各变量认为是零，相当于零均值

化) ，在参考输入 r( t) 上叠加一个不影响系统正常运

行的激励信号，或改变 r( t) ，通过量测对象的输入信

号 u( t) 和输出信号 y( t) ，测得实验数据来研究闭环

系统的辨识问题． 就量测数据{ u( t) ，y( t) } 来说，对

象 G( z) 的参数辨识方法与开环辨识方法没有不同，

但关键是输入 u( t) 与输出 y( t) 是相关的，使得闭环

辨识方法的收敛性分析更加困难．
2． 3． 4 可辨识性与能控性和能观测性的关系

可辨识性与系统的能控性和能观测性有着密切

的联系． 辨识是利用系统外部一些可测变量来获取

系统的数学模型，它只能反映系统的外特性关系; 对

系统内部一些不能观测或不能控状态的特性，辨识

结果是无法描述的． 换句话说，输入与输出数据的关

系是系统的外部特征，描述系统的外特性关系，在可

辨识条件下，辨识出的模型是能控能观测子系统( 最

小实现的状态空间模型或不可约传递函数模型) ． 系

统的不能控模态和 ( 或) 不能观测模态是不可辨识

的; 不能控和( 或) 不能观测系统是不可辨识的．
上述论断假设系统状态不可测，如果系统内部

状态是可测的，情况就不同了． 因此，讨论随机系统

状态空间模型的辨识问题，要考虑状态可测和不可

测 2 种情况．
考虑单输入单输出状态空间模型，

x( t + 1) = Ax( t) + bu( t) ，

y( t) = cx( t) + du( t){ ．
( 4)

其中: x( t) ∈Rn
是 n 维状态变量，u( t) ∈R 和 y( t)

∈R 分别为系统的输入和输出 ( 可得到的观测数

据) ，A∈Rn × n，b∈Rn，c∈R1 × n
和 d∈R 是待辨识参

数矩阵或参数向量．
如果根据系统的输入输出或状态变量的信息可

以唯一地确定未知参数( A，b，c，d) ，则系统参数是

可辨识的; 如果不能唯一地确定参数( A，b，c，d) ，但

可以确定输入输出间的传递关系，则是系统可辨

识的．
1) 状态可测情形． 下面讨论状态可测，即状态

已知情形 参 数 矩 阵 的 辨 识 问 题． 假 设 输 入 信 号 u
( t) ，输出信号 y( t) 和系统状态向量 x ( t) 都是可测

的，那么( 4) 就可写为系统参数( A，b，c，d) 的线性回

归模型:

Y( t) = θTφ( t) ． ( 5)

其中

Y( t) =
x( t + 1)

y( t[ ])
∈Rn + 1，θT =

A b
c[ ]d

∈R( n + 1) × ( n + 1) ，

φ( t) =
x( t)
u( t[ ])

∈Rn + 1 ．

如果 φ( t) 是持续激励的，故递推最小二乘算法可以

用于估计( 5) 的未知参数矩阵 θ． 因此，状态可测系

统的状态空间模型的可辨识性，与系统的能控性能

观测性无关．
2) 状态不可测情形． 如果能控性矩阵 Qc =［b，

Ab，A2b，…，An － 1 b］∈Rn × n
满秩，则系统是能控的，

或说( A，b) 是能控的，即可以找到一个控制 u( t) ，在

有限的时间内，使系统从任意给定的初始状态到达

任意指定的终态; 如果能观测性矩阵

Qo =

c
cA
cA2


cAn















－ 1

∈Rn × n

满秩，则系统是能观测的，或说 ( c，A) 是能观测的，

即根据输入输出观测数据可以确定系统的所有状

态． 简单地说，能控就是控制输入 u ( t) 可以确定状

态，能观测就是输出能够确定状态． 因此，输入输出
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数据只能确定系统既能控又能观测子系统的外部特

性; 不能控和 ( 或) 不能观测的子系统是不可辨识

的． 如果能控性矩阵或能观测性矩阵不满秩，系统的

外部描述仅依存于那些能控能观测的状态，所以

( A，b，c) 中那些属于不能控或不能观测状态子空间

的未知 参 数 利 用 系 统 的 外 部 可 测 信 号 是 无 法 确

定的．
3) 输入输出表达． 系统( 4) 对应的输入输出表

达的算子描述( 差分方程模型) 为

y( t) = b( z)
a( z) u( t) 或 a( z) y( t) = b( z) u( t) ，( 6)

其中 a ( z) 和 b ( z) 均为单位后移算子 z － 1
的多项式

［z － 1y( t) = y( t － 1) ］，定义为

a( z) : = z － ndet［zI － A］=
1 + a1 z

－ 1 + a2 z
－ 2 +… + anz

－ n，

b( z) : = z － ncadj［zI － A］b + da( z) =
b0 + b1 z

－ 1 + b2 z
－ 2 +… + bnz

－ n ．
如果 a( z) 和 b( z) 无公因子( 对应于状态空间模型是

最小实现) ，根据系统的输入输出数据可以唯一确定

多项式 a( z) 和 b( z) 的未知参数( ai，bi ) ，系统( 6) 是

参数可辨识的． 换句话说，如果系统( 4 ) 既能控又能

观测，那么系统( 6) 中多项式 a( z) 和 b( z) 不存在公

因子( 是互质的) ，系统( 6) 就是参数可辨识的，2n +
1 个参数都是可辨识的．

例 2 考虑下列二阶系统

x( t + 1) =
a11 a12

a21 a[ ]
22

x( t) + [ ]10 u( t) ，

y( t) =［1，0］x( t
{

) ，

系统的能控性矩阵为

Qc =［b，Ab］=
1 a11

0 a[ ]
21

，

系统的能观测矩阵为

Qo =
c
c[ ]A =

1 0
a11 a[ ]

12

．

当 a21≠0，a12≠0 时，Qc 和 Qo 是非奇异的，故系统既

能控又能观测，但如果状态 x ( t) 不可测，系统参数

是不可辨识的． 事实上，该系统的输入输出表达为

y( t) = c( zI － A) － 1bu( t) =

［1，0］
z － a11 － a12

－ a21 z － a[ ]
22

－ 1

[ ]10 u( t) =

［1，0］

z － a22 a12

a21 z － a[ ]
11

( z － a11 ) ( z － a22 ) － a12a21
[ ]10 u( t) =

z － a22

z2 － ( a11 + a22 ) z + a11a22 － a12a21
u( t) =

z － 1 － a22 z
－ 2

1 － ( a11 + a22 ) z － 1 + ( a11a22 － a12a21 ) z － 2u( t) ，

或

( 1 － ( a11 + a22 ) z － 1 + ( a11a22 － a12a21 ) z － 2 ) y( t) =
( z － 1 － a22 z

－ 2 ) u( t) ．
写成差分方程为

y( t) － ( a11 +a22) y( t －1) + ( a11a22 －a12a21) y( t －2) =
u( t － 1) － a22u( t － 2) ．
对于这样的线性系统，最小二乘方法可以估计

出 3 个参数 － ( a11 + a22 ) 、( a11 a22 － a12 a21 ) 和 － a22

( 注: u( t － 1) 的系数 1 是已知的，不用估计) ． 只有参

数 a22和 a11是可辨识的，参数 a12 和 a21 是不可辨识

的，但系统是可辨识的．
上述分析表明，能控性能观测性并不意味着系

统参数是可辨识的． 对于状态空间模型，当状态不可

测时，通常采用规范状态模型进行辨识．
读者可以研究下列一般二阶系统的能控性能观

测性与可辨识性的关系，

x( t + 1) =
a11 a12

a21 a[ ]
22

x( t) +
b1
b[ ]
2

u( t) ，

y( t) =［c1，c2］x( t) + v( t)
{

．
对于单输入单输出系统，状态空间描述( 4) 中有

n2 + 2n + 1 = ( n + 1) 2
个未知参数( A 中 n2

个参数，b
中 n 个参数，c 中 n 个参数，d 中 1 个参数) ，假设系

统既能控又能观测，如果系统状态未知，那么状态空

间模型( 4) 是系统可辨识的，但不是参数可辨识的，

而能控能观测状态空间模型( 4 ) 对应的能控性或能

观测性规范型中只有 2n + 1 个参数，是参数可辨识

的． 能控能观测规范状态空间模型具有与输入输出

表达相同的参数数目，故是参数可辨识的( 对多变量

系统也是如此) ，而对于状态不可测的非规范型的状

态空间系统，不管系统是否可控和可观测，系统不是

参数可辨识的．
2． 3． 5 可辨识性与输入信号之间的关系

可辨识性是系统的一种特征． 对于零初值状态

空间模型，不可控和( 或) 不可观测子系统是不可辨

识的． 可辨识性与系统的输入密切相关． 对于零初值

状态空间模型，如果输入信号选择得不好，可控可观

测状态空间系统也可能是不可辨识的． 下面讨论可

辨识性与输入信号之间的关系．
例 3 考虑如下自回归系统
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x( t + 1) = Ax( t) ， ( 7)

根据 n 维状态向量 x( t) ∈Rn
的测量值可以唯一确

定矩阵 A，则系统是可辨识的( 参数矩阵 A∈Rn × n
也

是可辨识的) ． 由式( 7) 可得

x( 1) = Ax( 0) ，

x( 2) = Ax( 1) = A2x( 0) ，


x( n) = Ax( n － 1) = Anx( 0)










．

可以等价写为

［x( 1) ，x( 2) ，…，x( n) ］=
A［x( 0) ，x( 1) ，…，x( n － 1) ］， ( 8)

或

［x( 1) ，x( 2) ，…，x( n) ］=
A［x( 0) ，Ax( 0) ，…，An － 1x( 0) ］． ( 9)

从式( 8) 可以看出，如果量测的状态向量 x ( t)
构成的矩阵［x ( 0 ) ，x ( 1 ) ，…，x ( n － 1) ］∈Rn × n

满

秩，那么参数矩阵 A 就是可辨识的，且有

A =［x( 1) ，x( 2) ，…，x( n) ］［x( 0) ，x( 1) ，…，

x( n － 1) ］－ 1 =［x( 1) ，x( 2) ，…，

x( n) ］［x( 0) ，Ax( 0) ，…，An － 1x( 0) ］－ 1 ． ( 10)

我们要找出系统的可辨识条件，就是要搞清楚

“［x( 0) ，x( 1) ，…，x( n － 1) ］∈Rn × n
满秩”意味着什

么? 注意到［x( 0 ) ，x ( 1 ) ，…，x ( n － 1) ］=［x ( 0 ) ，

Ax( 0) ，…，An － 1 x( 0) ］． 从上式看，矩阵 A 可辨识的

条件是 A 可辨识性矩阵［x ( 0 ) ，Ax ( 0 ) ，…，An －1 x
( 0) ］∈Rn × n

非奇异( 满秩) ，其中 x ( 0 ) 为自回归系

统的初始值，相当于激励系统的输入信号． 如果存在

向量b∈Rn
作为初值 x( 0) ，且( A，b) 是可控的，那么

有［b，Ab，…，An － 1 b］= ［x ( 0 ) ，Ax ( 0 ) ，…，An － 1 x
( 0) ］是满秩的，系统是可辨识的．

系统可辨识就是要输入信号激励系统的所有模

态，可辨识性矩阵［x ( 0 ) ，Ax ( 0 ) ，…，An － 1 x ( 0) ］必

须非奇异． 如果初始状态 x( 0) = 0，相当于激励系统

的输入信号为零，则系统是不可辨识的，说明静止的

系统是不可辨识的．
假设矩阵 A 有 n 个不同的非零特征值 λ i，i = 1，

2，…，n，对应 n 个独立的特征向量 r1，r2，…，rn，矩阵

R: =［r1，r2，…，rn］∈Rn × n
非奇异． 如果 x( 0) 取矩阵

A 的某个特征值 λ j 对应的特征向量 rj，即 x( 0 ) = rj
( 或取 x( 0 ) = αrj，情形是一样的，其中 α 为任意非

零常 数 ) ，根 据 特 征 值 与 特 征 向 量 的 关 系 Arj =
λ jrj，有

Arj = λ jrj，A
2rj = Aλ jrj = λ

2
j rj，…，An － 1rj = λ

n － 1
j rj ．

或

Ax( 0) = λ jx( 0) ，

A2x( 0) = λ2
j x( 0) ，…，An － 1x( 0) = λn － 1

j x( 0) ．
则可辨识性矩阵

［x( 0) ，Ax( 0) ，…，An － 1x( 0) ］=
［x( 0) ，λ jx( 0) ，…，λn － 1

j x( 0) ］

是奇异矩阵( 其各列是线性相关的) ，因此系统是不

可辨识的． 这意味着 x ( 0 ) = rj，x ( 0 ) 只激励系统的

模态 λ t
j ( 因为状态解中包括此项) ，没有激励系统的

其他模态 λ t
i ( i≠j) ，使系统成为不可辨识的( 注: 在

连续系统中模态为 exp ( λ j t) ，λ j 为连续系统的特

征值． ) ．
如果取 x ( 0 ) 为所有特征向量的线性组合，即

x( 0) = αr1 + α2r2 +… + αnrn，αi 均为任意非零常数，

则有

Aix( 0) = α1A
ir1 + α2A

ir2 +… + αnA
irn =

α1λ
i
1r1 + α2λ

i
2r2 +… + αnλ

i
nrn ．

因此，可辨识性矩阵

［x( 0) ，Ax( 0) ，…，An － 1x( 0) ］=
［α1r1 + α2r2 + … + αnrn，α1λ1r1 + α2λ2r2 + … +
αnλnrn，…，α1λ

n － 1
1 r1 + α2λ

n － 1
2 r2 +… + αnλ

n － 1
n rn］=

［r1，r2，…，rn

















］

α1

α2


α







n







，

α1λ1

α2λ2


αnλ







n







，…，

α1λ
n － 1
1

α2λ
n － 1
2


αnλ

n － 1
















n

=

R

α1

α2


α













n

1 λ1 λ2
1 … λn － 1

1

1 λ2 λ2
2 … λn － 1

2

   
1 λn λ2

n … λn － 1













n

是非奇异的，因为由独立特征向量构成的矩阵 R 是

非奇异的，非零常数 αi 构成的对角阵是非奇异的，

上式最 后 一 个 由 不 同 特 征 值 构 成 的 范 德 蒙 矩 阵

( Vandermonde matrix) 也是非奇异的． 在取 x ( 0 ) 为

所有特征向量的线性组合的条件下，且线性组合的

系数都非零，可辨识矩阵是非奇异的，参数矩阵 A 是

可辨识的．
简单取 x( 0) = r1 + r2 +… + rn，系统参数矩阵 A

也是可辨识的; 相反，取 x ( 0 ) = α1r1 + α2r2 + … +
αn － 1rn － 1，则参数矩阵 A 是不可辨识的． 当系统有重

特征值时，A 是可辨识的条件值得进一步研究．
这个例子说明，系统可辨识的条件是系统的所

有模态都必须被输入信号所激励． 这就引出持续激
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励输入信号的概念． 对上述 2n + 1 个参数的单输入

单输出系统( 6) 来说，可辨识性的充分条件是输入信

号至少为 2n + 1 阶持续激励条件． 下节讨论输入信

号与持续激励条件的关系．

2． 4 辨识算法的收敛性能

考虑观测变量 y，x1，x2，…，xn． 如果 y 是 x1，x2，

…，xn 的线性组合，那么存在一组参数 θ1，θ2，…，θn
使得下式成立，

y = θ1x1 + θ2x2 +… + θnxn ．
这是确定性情形，即每个测量变量都是准确的． 通常

测量是有误差的，为了平衡方程，在上式右边加入噪

声项 v，得到

y = θ1x1 + θ2x2 +… + θnxn + v．
对于 t = 1，2，…，t 时，可得到观测 y 和 xi，记作

y( t) 和 xi ( t) ，对应的误差记作 v( t) ，因此可得到 t 个

方程式( 一般观测数据长度 t 应远大于参数数目，即

拟合阶次 n: tn) ，

y( 1) = θ1x1( 1) + θ2x2( 1) +… + θnxn( 1) + v( 1) ，

y( 2) = θ1x1( 2) + θ2x2( 2) +… + θnxn( 2) + v( 2) ，


y( t) = θ1x1( t) + θ2x2( t) +… + θnxn( t) + v( t)










．

( 11)

这些方程也可以简单写作

y( t) = θ1x1 ( t) + θ2x2 ( t) +… + θnxn ( t) + v( t) ，

t = 1，2，3，…，t． ( 12)

{ v( t) } 可看作零均值方差为 σ2
的随机白噪声序列，

n 是拟合模型阶次或模型参数数目( 假设已知) ，且

当 t≤0 时，y( t) = 0，xi ( t) = 0，v( t) = 0．
定义参数向量( parameter vector)

θ: =［θ1，θ2，…，θn］
T∈Rn

和信息向量( information vector)
φ( t) : =［x1 ( t) ，x2 ( t) ，…，xn ( t) ］T∈Rn ．

参照 θ 和 φ( t) 的定义，式( 12) 可以写为

y( t) = θ1x1 ( t) + θ2x2 ( t) +… + θnxn ( t) + v( t) =

［x1 ( t) ，x2 ( t) ，…，xn ( t) ］

θ1
θ2

θ













n

+ v( t) =

φT ( t) θ + v( t) ． ( 13)

式( 13) 是一个线性回归模型，在系统辨识中称为辨

识模型( identification model) 或辨识表达式( identifi-
cation representation or expression) ．

式( 11) 可以写为

y( 1) = φT ( 1) θ + v( 1) ，

y( 2) = φT ( 2) θ + v( 2) ，


y( t) = φT ( t) θ + v( t)










．

( 14)

当然，式( 14) 也可在式( 13) 中令 t = 1，2，…，t 得到．
式( 14) 写成矩阵形式为

y( 1)

y( 2)


y( t











)

=

φT ( 1)

φT ( 2)


φT ( t











)

θ +

v( 1)

v( 2)


v( t











)

，

也可简单写作

Y t =Htθ + Vt ． ( 15)

式( 15) 中

Y t : =

y( 1)

y( 2)


y( t











)

∈Rt， Ht : =

φT ( 1)

φT ( 2)


φT ( t











)

∈Rt × n，

Vt : =

v( 1)

v( 2)


v( t











)

∈Rt ．

最小二乘辨识原理 ( least squares identification
principle) 就是利用系统的观测数据{ y ( t) ，φ( t) } ，

极小 下 列 二 次 准 则 函 数 ( quadratic criterion func-
tion) :

J( θ) : = ∑
t

i = 1
v2 ( i) = ∑

t

i = 1
［y( i) － φT ( i) θ］2 =

VT
t Vt = ( Y t － Htθ) T ( Y t － Htθ) ，

得到参数向量 θ 的估计． 设 θ = θ̂LS 时，min J( θ) =
J( θ̂LS ) ． 令 J( θ) 对 θ 的偏导数为零，得到

J( θ)
θ θ = θ̂LS

= － 2HT
t ( Y t －Htθ)

θ = θ̂LS
= 0，

或

( HT
t Ht ) θ̂LS =H

T
t Y t ． ( 16)

这个方程称为规范方程( normal equation) 或正则方

程． 在持续激励条件假设下，数据 长 度 t 足 够 大，

( HT
t Ht ) 为正定矩阵时，由式( 16) 可以求得

θ̂LS = ( HT
t Ht )

－ 1HT
t Y t ． ( 17)

式( 17 ) 给 出 的 估 计 θ̂LS 称 为 最 小 二 乘 估 计 ( Least
Squares Estimate，LSE) ，简称 LS 估计． 由于它与数据

长度 t 有关，故可等价写作 θ̂LS ( t) ，在递推算法中记

作θ̂( t) ． 将 Ht 和 Y t 的定义式代入式( 17) ，展开可得

θ̂( t) = θ̂LS ( t) = ( HT
t Ht )

－1HT
t Y t =
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∑
t

i = 1
φ( i) φT ( i[ ])

－1 ∑
t

i = 1
φ( i) y( i[ ]) ． ( 18)

式( 18) 就是一次完成最小二乘算法，也称离线最小

二乘辨识算法，以区别后面的在线辨识算法．
关于离线算法( 17) 给出的 LS 估计 θ̂LS的统计性

质，有如下定理
［39-40］．

定理 1( 无偏性定理) 对于系统( 15) ，设噪声

向量 Vt 的均值为零，且 Vt 和 Ht 是统计独立的( sta-
tistically independent) ，则最小二乘参数估计 θ̂LS是 θ
的无偏估计( unbiased estimate) ，即 E［̂θLS］= θ．

无偏性是衡量参数估计是否围绕真参数波动的

一个统计性质． 无偏性只要求 Ht 与 Vt 统计独立，并

不要求 Vt 是不相关白噪声向量 ( uncorrelated white
noise vector) ．

定理 2( 估计误差协方差定理) 对于系统( 15) ，

设噪声向量 Vt 的均值为零，协方差阵cov［Vt］ = Σ v，

且 Vt 与 Ht 是统计独立的，则参数估计偏差 θ
～

LS : =
θ̂LS － θ 的协方差阵为

cov［θ
～

LS］ = E［( HT
t Ht )

－1HT
t Σ vHt ( H

T
t Ht )

－1］．

如果{ v( t) } 是零均值方差 σ2
的白噪声序列，即

E［v( t) ］ = 0，E［v2 ( t) ］ = σ2，就 有 cov［Vt］ =

Σ v = σ2It，It 为 t 阶单位阵，参数估计偏差 ( 估计误

差) 协方差阵简化为

cov［θ
～

LS］= E［( HT
t Ht )

－ 1HT
t σ

2Ht ( H
T
t Ht )

－ 1］=

σ2E［( HT
t Ht )

－ 1］，

两边取迹得到

E［ θ̂LS － θ
2］= tr{ cov［θ

～
LS］} =

σ2 tr{ E［( HT
t Ht )

－ 1］} ．

θ
～

LS的协方差阵 cov［̂θLS］主对角线各元是 θ
～

LS

各分量的方差，它可以衡量参数估计的散度; 而非对

角线上各元可以用来衡量参数估计珘θLS 各分量相互

影响的程度或相关性的大小． 从上式可知，随着数据

长度 t 增加，如果信息向量的乘积矩矩阵( HT
t Ht ) 的

最小特征趋于无穷，那么均方参数估计误差收敛于

零． 如果( HT
t Ht ) ≥CIn ln ln t( 对于常数 C ＞ 0) ，就有

lim
t→∞

E［‖θ̂LS － θ‖
2］= lim

t→∞
σ2 tr{ E［( HT

t Ht )
－1］}≤

lim
t→∞

σ2 tr{ E［( CIn ln ln t) －1］} = lim
t→∞

nσ2

Cln ln t =0． ( 19)

定理 3( 一致收敛定理) 对于系统( 15) ，设 Vt

是与 Ht 统计独立的白噪声向量，即

E［v( t) ］= 0， E［v( t) v( i) ］= 0， t≠i，
E［v2 ( t) ］= σ2， cov［Vt］= σ2It{ ，

且存在常数 0 ＜ α≤ β 使得下列弱 持 续 激 励 条 件

( Weak Persistent Excitation condition，WPE) 成立，

( WPE) αI≤ 1
t ( HT

t Ht ) ≤βI，a． s． ，对充分大 t，

那么式 ( 17 ) 给出的最小二乘估计 θ
～

LS 是一致收敛

的，即 θ
～

LS依概率 1( wp1) 或几乎必然( almost surely，

a． s． ) 收敛于真参数向量 θ，用关系式可表达为

lim
t→∞

θ̂LS = θ，a． s．

证明 由于 Vt 是不相关白噪声向量，利用定理

2 的结论，有

0 ≤lim
t→∞

cov［θ
～

LS］= lim
t→∞

σ2E［( HT
t Ht )

－ 1］=

lim
t→∞

σ2

t E
1
t H

T
t H( )t[ ]

－ 1

≤lim
t→∞

σ2

t
I
α

= 0，

lim
t→∞

cov［θ
～

LS］≥lim
t→∞

σ2

t
I
β
= 0．

又由定理 1 知 E［θ
～

LS］= 0，故 lim
t→∞

θ̂LS = θ，a． s． 定理

证毕．
定理 4( 噪声方差估计定理) 对于系统( 15 ) ，

设 Vt 是与 Ht 统计独立的零均值白噪声向量，即

v( t) 为零均值随机白噪声:

E［v( t) ］= 0， E［v( t) v( i) ］= 0， t≠i，
E［v2 ( t) ］= σ2， cov［Vt］= σ2It{ ．

参数向量 θ 的最小二乘估计 θ
～

LS取式( 17) ，即

θ̂LS ( t) = ( HT
t Ht )

－ 1HT
t Y t ． ( 20)

对应的准则函数值为

J［̂θLS ( t) ］: =［Y t －Ht θ̂LS ( t) ］T［Y t －Ht θ̂LS ( t) ］，

则平稳随机噪声 v( t) 的方差 σ2
的估计为

σ̂2 =
J［̂θLS ( t) ］

t － n ， t 充分大时．

式中 n: = dimθ = θ 的维数．
证明 定义输出残差 ε ( t ) 和残差向量 εt 分

别为

ε( i) : = y( i) － φT ( i) θ̂LS ( t) ，i = 1，2，…，t，

εt : =

ε( 1)

ε( 2)


ε( t











)

= Y t －Ht θ̂LS ( t) ．

将式( 20) 代入上式，并利用式( 15) 可得

εt = Y t －Ht ( H
T
t Ht )

－ 1HT
t Y t =
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［It －Ht ( H
T
t Ht )

－ 1HT
t］Y t =

［It －Ht ( H
T
t Ht )

－ 1HT
t］［Htθ + Vt］=

［It －Ht ( H
T
t Ht )

－ 1HT
t］Vt = : QVt，

式中 Q: = It －Ht ( H
T
t Ht )

－ 1HT
t ． 因为 Q2 =Q，QT =Q，

即矩阵 Q 为对称幂等矩阵，所以

E［εTt εt］= E［VT
t QQVt］= E［VT

t QVt］．
利用公式

xTAx = tr［AxxT］，

E{ tr［A］= tr{ E［A］} ，

tr［AT］= tr［A
{

］，

由假设 Vt 为不相关白噪声向量，且与 Ht 统计独

立，则

E{ J［̂θLS ( t) ］} = E［εTt εt］= E{ tr［QVT
t Vt］} =

tr{ E［QVT
t Vt］} = σ2 tr［E( Q) ］=

σ2E{ tr［It －Ht ( H
T
t Ht )

－ 1HT
t ］} =

σ2E{ tr［It］－ tr［Ht ( H
T
t Ht )

－ 1HT
t ］} =

σ2 ( t － dimθ) ．
于是

σ2 =
E［εTt εt］
t － dimθ

=
E{ J［̂θLS ( t) ］}

t － dimθ
．

上式表明: 可按式

σ̂2 =
J［̂θLS ( t) ］
t － dimθ

计算噪声方差的估计值，这个噪声方差估计是 σ2
的

无偏估计量． 该定理提供了一种计算噪声方差的估

计值的方法．

3 激励信号与激励条件

就系统参数辨识而言，期望利用系统的输入输

出数据能够确定系统参数，也就是期望输入信号能

够激发出系统的所有特征或所有模态，使得输出数

据包括系统模型的全部信息． 这样的信号是充分丰

富的( sufficiently rich) 或称为持续激励信号 ( persis-
tent excitation signal) ． 在系统辨识算法的收敛性分

析中，直接使用输入信号持续激励假设并不方便，而

是使用持续激励条件，它是指由输入输出数据构成

的信息向量满足的不等式． 持续激励条件有强持续

激励条件、弱持续激励条件和衰减激励条件等
［7］．

定理 3 说明，在弱持续激励条件下，参数估计误

差收敛于零． 参数估计性质依赖于持续激励条件，本

节介绍激励信号与激励条件．

3． 1 持续激励信号

系统的可辨识性依赖于系统的输入信号，辨识

算法的收敛性依赖于持续激励条件，下面介绍持续

激励信号与持续激励条件．
定义 1( 持续激励信号定义) 对于信号 u0 ( t) ∈

R，定义 n 维信号列向量:

φ( t) : =［u0 ( t) ，u0 ( t － 1) ，…，u0 ( t － n + 1) ］T∈Rn，

若存在正常数 α 和整数 N≥n 使得下式成立:

( A1) 1
N∑

N

i = 1
φ( t － i + 1) φT ( t － i + 1) ≥ αI，

t≥ N + n － 2，

则称 u0 ( t) 为 n 阶持续激励信号( persistent excitation
signal) ，式中 I 为适当维数单位阵． 条件( A1) 表示对

每一个不小于 N + n － 2 的 t 都成立，t≥N + n － 2 约

束上式求和的信息向量 φ( t － i + 1) 中的所有输入项

时标都大于零，因为通常假设 t 小于零时，所有输入

输出变量都设为零． 因此，条件 ( A1 ) 称为强持续激

励条件 ( Strong Persistent Excitation condition，SPE) ．
条件( A1) 可以等价写为

( A1') 1
N∑

N－1

i =0
φ( t － i)φT( t － i) ≥αI，t≥N + n －2．

或

( A1″) 1
N∑

N－1

i =0
φ( t + i) φT( t + i) ≥ αI，t≥ n － 1．

或

( A1) 1
N∑

t +N－1

j = t
φ( j) φT ( j) ≥ αI，t≥ n － 1．

注: 存在常数 α，表示在不同的地方，其值可能

是不一样的． 一般来说，系统有 n 个参数，就要求至

少 n 阶激励信号．
1) 有限脉冲响应模型

持续激励信号直接与系统参数可辨识性相关．
下面通过一个简单的有限脉冲响应模型 ( Finite Im-
pulse Response model，FIR) 加以说明． 设输入为 u( t)
的 n 个参数( b0，b1，…，bn － 1 ) 的 FIR 模型为

y( t) =b0u( t) +b1u( t －1) +… +bn －1u( t －n +1) ． ( 21)

其中 y( t) 为系统输出． 定义信息向量 φ( t) 和参数向

量 θ 如下:

φ( t) : =

u( t)
u( t －1)


u( t － n +1











)

∈Rn ; θ: =

b0
b1

bn













－1

∈Rn． ( 22)

式( 21) 可以写成最小二乘格式，

y( t) = φT ( t) θ． ( 23)

考虑 t 到 t + p － 1 共 p ( p≥n) 组数据，定义堆积输出

向量 Y( t) 和堆积信息矩阵 H( t) 如下:
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Y( t) : =

y( t)
y( t + 1)


y( t + p － 1











)

∈Rp ;

H( t) : =

φT ( t)
φT ( t + 1)


φT ( t + p － 1











)

∈Rp × n ． ( 24)

由式( 23) 可得

Y( t) =H( t) θ．
上式两边左乘 HT ( t) 可得

HT ( t) H( t) θ =HT ( t) Y( t) ． ( 25)

如果数据乘积矩矩阵( data product moment ma-
trix)

S( t) : = HT ( t) H( t) = ∑
p－1

i = 0
φ( t + i) φT ( t + i)

是非奇异的，那么从式( 25 ) 可以得到 θ 的最小二乘

估计:

θ̂ =［HT ( t) H( t) ］－ 1HT ( t) Y( t) =
S － 1 ( t) HT ( t) Y( t) ． ( 26)

S( t ) 是 对 称 非 负 定 阵，它 非 奇 异 的 条 件 是

S( t) ＞ 0． 这就要求 u ( t) 为满足条件( A1 ) 的至少 n
阶持续激励信号． 数据长度 p 必须大于或等于 n，因

为矩阵乘积的秩等于 2 个乘积矩阵列秩和行秩中最

小的一个．
从这个 FIR 模型的最小二乘估计式( 26) 可以看

出: 估计 θ̂ 有解，要求式( 26) 的非负定矩阵 S( t) 可

逆，即下列持续激励条件成立:

S( t) = ∑
p－1

i = 0
φ( t + i) φT ( t + i) ≥ αI． ( 27)

如果输入 u( t) 采用至少 n 阶持续激励信号( 因

为参数向量维数为 n) ，那么式( 27 ) 与条件( A1″) 是

等价的． 可以说持续激励信号是从这个简单的 FIR
模型参数估计有解导出的．

细心的读者可能会看出，对于这个确定性 FIR
模型( 21) ，似乎并不要求持续激励条件( 27 ) 对每一

个 t 都成立，只需对某一个 t 成立即可． 这对于确定

性系统确实如此 ( 对于测量变量含有误差 ( 简称噪

声) 的随机系统，情况不一样) ． 对于 n 个参数的 FIR
模型( 21) ，只需要 n 个方程就可以唯一确定参数向

量 θ =［b0，b1，…，bn － 1］
T∈Rn，只需在式( 21) 中任取

至少 n 个不同的 t = ts，s∈{ 0，1，2，…} ，就可得到这

些方程． 这时，持续激励条件可修改为

∑
p－1

s = 0
φ( ts ) φ

T ( ts ) ≥ αI． ( 28)

这时的参数估计为

θ̂ =［HT ( ts ) H( ts) ］－ 1HT ( ts ) Y( ts ) =
S － 1 ( ts ) H

T ( ts ) Y( ts ) ．
注: 由于 t 是一个时标变量，是动态变化的，式

( 24) 修改为从 t － p + 1 到 t 的 p 组数据构成的堆积

输出向量和堆积信息矩阵:

Y( t) : =

y( t)
y( t － 1)


y( t － p + 1











)

∈Rp ;

H( t) : =

φT ( t)
φT ( t － 1)


φT ( t － p + 1











)

∈Rp × n，

上述最小二乘估计结论( 26) 也是不变的．
2) 受控自回归模型

对于有限脉冲响应模型，持续激励条件的信息

向量 φ( t) 只包含了系统输入信号 u( t － i) ( 参见式

( 21) 中 φ( t) 的定义) ． 然而，对于受控自回归模型

( Controlled AutoRegressive model，CAR) ，情况就不一

样了，因为信息向量不仅包含系统的输入信号 u( t －
i) ，而且包含系统的输出信号 y( t － i) ．

考虑下列 CAR 模型，

A( z) y( t) = B( z) u( t) + v( t) ．
其中: y( t) ∈R 是系统输出，u ( t) ∈R 是系统输入，

v( t) ∈R 为零均值白噪声，A( z) 和 B( z) 是单位后移

算子 z － 1
的多项式( z － 1y( t) = y( t － 1) ) :

A( z) : = 1 + a1 z
－ 1 + a2 z

－ 2 +… + anaz
－ na，

B( z) : = b1 z
－ 1 + b2 z

－ 2 +… + bnbz
－ nb ．

这个系统有 n: = na + nb 个参数( ai，bi ) ，其差分

方程形式为

y( t) + a1y( t － 1) +… + anay( t － na ) =
b1u( t － 1) + b2u( t － 2) +… + bnbu( t － nb ) + v( t) ．

定义参数向量 θ 和信息向量 φ( t) 如下:

θ: =［a1，a2，…，ana，b1，b2，…，bnb］
T∈Rn，

φ( t) : =［－ y( t － 1) ，－ y( t － 2) ，…，－ y( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］T∈Rn ．
则 CAR 模型可以写为

y( t) = φT ( t) θ + v( t) ． ( 29)

对于这个 CAR 系统的辨识模型( 29) ，系统输出

y( t) 可以写为参数向量 θ∈Rn
的线性函数，这个系
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统的可辨识性仍要求输入信号 u ( t) 是持续激励信

号，这 个 CAR 模 型 的 持 续 激 励 条 件 定 义 式 仍 如

( A1″) 或式( 28) 的形式．
不管是线性系统还是非线性系统，只要能写成

式( 29) 的形式，那么持续激励条件是一样的，因为持

续激励条件是关于信息向量 φ( t) 的，而不管 φ( t) 的

内部构成如何． 例如，对于下列非线性系统

y( t) = a1y( t － 1) + a2y( t － 2) y( t － 3) +

b1u( t) + b2u
2 ( t － 1) + ccos(槡t) + v( t) ， ( 30)

定义信息向量和参数向量如下:

φ( t) : =［y( t － 1) ，y( t － 2) y( t － 3) ，u( t) ，

u2 ( t － 1) ，cos(槡t) ］T∈R5 ;

θ : =［a1，a2，b1，b2，c］T∈R5{
．

那么这个非线性系统的辨识模型为

y( t) = φT ( t) θ + v( t) ． ( 31)

故这是一个线性参数的非线性系统( 即线性参数系

统) ． 这个非线性系统辨识模型与 式 ( 29 ) 的 线 性

CAR 系统辨识模型是一样的． 因此，不管是线性系统

还是非线性系统，也不管是否能写成式( 29) 的形式，

对于可辨识性而言，一般都要求输入信号是持续激

励的．

3． 2 弱持续激励信号

对于所有的量测数据，持续激励信号要求长度

为 N，从任意起点 t 到终点 t + N － 1 数据窗内的数

据，都要满足不等式( A1″) ． 显然，对每一个 t，要求不

等式( A1″) 成立是很严格的，这也是( A1″) 称为强持

续激励条件的原因． 由此引出弱持续激励信号和弱

持续激励条件．
定义 2 ( 弱持续激励信号的定义) 对于信号

u0 ( t) ∈R，定义 n 维信号列向量:

φ( t) : =［u0 ( t) ，u0 ( t － 1) ，…，u0 ( t － n + 1) ］T∈Rn，

若存在正常数 α 和充分大 t 使得下式成立:

( A2) 1
t∑

t

j = 1
φ( j) φT ( j) ≥ αI，

或等价写为

( A2') 1
L∑

L

t = 1
φ( t) φT ( t) ≥ αI，

则称 u0 ( t) 为 n 阶弱持续激励信号 ( weak persistent
excitation signal) ，其中 L 为观测数据长度，Ln． 条

件( A2) 或( A2') 称为弱持续激励条件．
由强持续激励条件可以推导出弱持续激励条件

成立( 读者可证明之) ． 弱持续激励条件就可保证

FIR 模 型 和 CAR 模 型 的 最 小 二 乘 参 数 估 计 的 收

敛性．

3． 3 衰减激励信号

辨识算法的收敛性往往是考虑时间 t→∞ 时参

数估计的行为，然而在实际中，不容许长时间加入一

持续激励信号对系统进行扰动试验，而衰减激励信

号对系统的影响只是暂时的( 短时间的) ，实际中更

有意义． 因此，定义衰减激励信号以及研究衰减指数

应满足的条件，保证辨识算法参数估计的收敛性，对

于提高辨识算法的应用效果具有重要意义
［7，41］．

定义 3( 衰减激励信号定义 1) 设

( U1) u( t) =
u0 ( t)
tε

+ u1 ( t) ，ε ＞ 0，

u0 ( t) 为满足( A1) 的持续激励信号，u1 ( t) 为非持续

激励信号( 最特殊的情形是 u1 ( t) ≡0) ，则 u( t) 是一

个衰减激励信号． 这里 ε ＞ 0 称为衰减指数( attenua-
ting index) ． 当 u1 ( t) ≡0 时，信号 u( t) 随着 t 增大而

趋于零，故称为衰减激励信号．
由式( 19) 可知，参数估计误差收敛于零，衰减激

励信号( U1 ) 构成的信息向量，其数据乘积矩矩阵

( HT
t Ht ) 的最小特征值必须趋于无穷大，所以衰减指

数必须满足 ε≤ 1
2 ．

衰减激励信号的定义有多种形式，下面给出对

数形式的衰减激励信号．
定义 4( 衰减激励信号定义 2) 设

( U2) u( t) =
u0 ( t)
ln t + u1 ( t) ，t≥t0，

u0 ( t) 为满足( A1) 的持续激励信号，u1 ( t) 为非持续

激励信号( 最特殊的情形是 u1 ( t) ≡0) ，则 u( t) 也是

一个衰减激励信号． 这个定义没有引入衰减指数，因

为这个衰减激励信号比( U1 ) 衰减得更慢，可以保证

( HT
t Ht ) 的最小特征值仍然趋于无穷大． 当然引入衰

减指数 ε ＞ 0 也是可以的，只需将( U2 ) 的分母修改

为( ln t) ε，其中 ε ＞ 0．
定义 5( 衰减激励信号定义 3 ) 衰减更慢的重

对数衰减激励信号定义为

( U3) u( t) =
u0 ( t)
ln ln t + u1 ( t) ，t≥t0 ．

( U4) u( t) =
u0 ( t)

ln ln ln t + u1 ( t) ，t≥t0 ．

其他形式的衰减激励信号如下:

( U5) u( t) =
u0 ( t)

tε ( ln t) c + 1
+ u1 ( t) ，
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t≥t0，c ＞ 0，0≤ε ＜ 1
2 ． ( 32)

( U6) u( t) =
u0 ( t)

tε ( ln t) c + cos πt + 2
+ u1 ( t) ，

t≥t0，c ＞ 0，0≤ε ＜ 1
2 ． ( 33)

不同形式的衰减激励信号对应的衰减激励条件

也有多种形式． 衰减激励信号 ( U2 ) —( U4 ) 对应的

衰减激励条件的表达式较为简单，在工程上也最容

易实现．
下面我们不加证明地给出 2 个定理．
定理 5 设{ u( t) } 为 n 阶持续激励信号( persis-

tent excitation signal) ，则由模型

y( t) = ( b1 z
－ 1 + b2 z

－ 2 +… + bpz
－ p ) u( t)

产生的输出{ y( t) } 也为 n 阶持续激励信号，其中 bi

不全为零．
定理 6 设{ u ( t) } 为 n 阶持续激励信号，则由

模型

A( z) y( t) = B( z) u( t) ，

A( z) : = 1 + a1 z
－ 1 + a2 z

－ 2 +… + anaz
－ na，

B( z) : = b1 z
－ 1 + b2 z

－ 2 +… + bnbz
－ n{

b

产生的输出{ y( t) } 为 n 阶持续激励信号的充要条件

是 A( z) 与 B( z) 无公因子．
这 2 个定理目前还没有简洁的证明，如果读者

有兴趣深入研究，研究成果可以公开发表．

3． 4 持续激励信号的产生

产生持续激励信号的最简单方法是采用零均值

可测白噪声序列，或伪随机二进制( PRBS) 序列． 在

Matlab 中，可用 rand，randn，idinput 等函数产生持续

激励输入信号或仿真用的干扰随机噪声． 白噪声是

无穷阶持续激励信号，它可以用作激励任何系统的

输入信号． 周期为 n 的 PRBS 码或 M 序列也是一种

很好的 n 阶持续激励信号，它们也可以作为激励系

统的输入信号
［39］．

3． 4． 1 白噪声激励信号

白噪声序列是一种最简单的随机序列． 如果随

机序列{ v( t) } 均值为零，方差为 σ2，且两两不相关，

则对应的相关函数为

Rv ( k) : = E［v( t) v( t + k) ］= σ2， k = 0，

0， k≠0{ ．
则这种随机序列{ v( t) } 称为白噪声序列( white noise
sequence) ． 当 k≠0 时，白噪声的相关函数 Rv ( k) 为

零，即

Rv ( 0) = σ2，Rv ( 1) = Rv ( 2) =… = Rv ( ∞ ) = 0．
如果不是白噪声，也不是周期随机序列，即相关

噪声( 有色噪声) ，就有

Rv ( 0) ＞ Rv ( 1) ＞ Rv ( 2) ＞ Rv ( 3) ＞…
对每个固定的 t，白噪声( white noise) v( t) 是零均值，

方差为常数的独立随机变量． 白噪声序列是平稳各

态遍历的．
白噪声序列{ v( t) } 的谱密度函数为

fv ( ω) = 1
2π∑

+∞

k = －∞
Rv ( k) e －jkω = σ2

2π
，－ π≤ ω≤ π．

即白噪声的谱密度函数( 或功率谱密度) 为常数
σ2

2π
，

所以白噪声序列的功率在 － π到 + π的全频段内均

匀分布． 基于这个特点，人们借用光学中“白色光”
一词，称这种噪声为“白”噪声． 与白噪声对应的是

有色 噪 声 ( colored noise) 或 相 关 噪 声 ( correlated
noise) ．

同样，对白噪声向量序 列 ( white noise vector )
{ v( t) } ，有

E［v( t) ］= 0，

Rv ( k) = E［v( t) vT ( t + k) ］=
R， k = 0，

0， k≠0{{
，

其中 R 为正定矩阵( positive definite matrix) ．
3． 4． 2 白噪声的产生方法

在辨识仿真研究中，经常要用到各种不同分布

的白噪声序列． 为方便起见，把各种不同分布的白噪

声序列统称为随机数( random number) ，这里只讨论

( 0，1) 均匀分布随机数( 记为 M( 0，1 ) ) 和正态分布

随机数的产生方法及其性质．
产生( 0，1) 均匀分布随机数的一种方法是，把已

有的 M( 0，1) 均匀分布的随机数( 如 Rand 的百万随

机数) 存放在计算机内存中，使用时访问内存逐个读

取随机数． 例如在 FORTRAN 语言中，直接调用函数

RAN( 1) 就可产生 M ( 0，1 ) 均匀分布的随机数; 在

Turbo C 语言中，函数 random( x) 产生均匀分布不超

过 x 的整数，则 random( x) / x 为 M( 0，1) 均匀分布的

随机数; 在 Matlab 中，rand 和 randn 产生均匀分布和

正态分布的随机数． 下面的定理阐述了正态分布随

机数的产生方法．
定理 7［39］

设 ξ1 和 ξ2 是 2 个互为独立的 M( 0，

1) 均匀分布( uniform distribution) 的随机变量，则

η1 = － 2ln ξ槡 1 cos( 2πξ2 ) ，

η2 = － 2ln ξ槡 1 sin( 2πξ2
{ )
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是相互独立、服从 N( 0，1) 正态分布的随机变量．
证明 根据随机变量概率密度的变换关系，有

p( η1，η2 ) = | det［J］| － 1p( ξ1，ξ2 ) ，

其中 p( * ，* ) 为概率密度函数，| a |为 a 的绝对值，

J 为 Jacobi 矩阵，即

J =

η1

ξ1
η1

ξ2
η2

ξ1
η2

ξ











2

=

－ 1
ξ1

1
－2ln ξ槡 1

cos( 2πξ2) －2π －2ln ξ槡 1sin( 2πξ2)

－ 1
ξ1

1
－2ln ξ槡 1

sin( 2πξ2) 2π －2ln ξ槡 1cos( 2πξ2













)
．

则

| det［J］| = 2π
ξ1

．

注意到

η2
1 + η

2
2 =

［ －2ln ξ槡 1 cos(2πξ2) ］2 +［ －2ln ξ槡 1 sin(2πξ2) ］2 = －2ln ξ1．

解得

ξ1 = exp －
η2
1 + η

2
2( )2

，

及

p( ξ1，ξ2 ) = p( ξ1 ) p( ξ2 ) = 1．
那么

p( η1，η2 ) = | det［J］| － 1p( ξ1，ξ2 ) =
ξ1
2π

= 1
2π

exp －
η2
1 + η

2
2( )2

=

1
2槡 π

exp －
η2
1( )2

1
2槡 π

exp －
η2
2( )2

=

p( η1 ) p( η2 ) ．

可见，η1 和 η2 是互为独立、服从 N( 0，1) 正态分布的

随机变量．
Matlab 程序产生正态分布随机数． 下面的 Mat-

lab 函数 f _ rn． m 产生 N ( 0，1 ) 正态分布的长度为

length 的 2 个随机数序列． 用法: eta = f_rn( 300) 产生

为长度为 300 的 2 列正态分布的随机数．
1 function eta = f_rn( length)

2 % Generate the norm distributed random number N( 0，1)

3 % rand( ’state’，1) ; randn( ’state’，1) ;

%
4 % Filename: f_rn． m
5 % Usage: eta = f_rn( 300)

6 % produces two random variable sequences with

length 300

7 %

8 for i = 1: length

9 r1 = rand( 1) ;

10 while r1 = = 0

11 r1 = rand( 1) ;

12 end

13 r2 = rand( 1) ;

14 if i = = 1

15 eta =［sqrt( － 2* log( r1) ) * cos( 2* pi* r2) ，

sqrt( － 2* log( r1) ) * sin( 2* pi* r2) ］;

16 else

17 eta =［eta; sqrt( － 2* log( r1) ) * cos( 2* pi* r2) ，

sqrt( － 2* log( r1) ) * sin( 2* pi* r2) ］;

18 end

19 end

20 return

假设{ u( t) } 是一个零均值，方差为 σ2
的白噪声

序列，则其均值和相关函数 Ru ( k) 有如下关系，

E［u( t) ］ = lim
L→∞

1
L∑

L

t = 1
u( t) = 0，

Ru ( k) = E［u( t) u( t + k) ］ =

lim
L→∞

1
L∑

L

t = 1
u( t) u( t + k) = Ru ( － k) ．

假设 u( t) ∈R 为输入信号，定义 n 维输入信号

向量，

φ( t) : =［u( t) ，u( t － 1) ，…，u( t － n + 1) ］T∈Rn，

将其代入条件( A1) 的左边得到

1
N∑

t +N－1

j = t
φ( j) φT ( j) =

1
N∑

t+N－1

j = t

u( j)
u( j － 1)


u( j － n + 1











)

［u( j) ，u( j －1) ，…，u( j － n +1) ］=

1
N∑

t +N－1

j = t

u2 ( j) … u( j) u( j － n + 1)

u( j － 1) u( j) …u( j － 1) u( j － n + 1)

u( j － 2) u( j) …u( j － 2) u( j － n + 1)

 
u( j － n + 1) u( j) … u2 ( j － n + 1















)

．

上式取极限 N→∞，利用相关函数的定义可得

lim
N→∞

1
N∑

t +N－1

j = t
φ( j) φT ( j) =
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Ru ( 0) Ru ( 1) … Ru ( n － 1)

Ru ( 1) Ru ( 0) … Ru ( n － 2)

  
Ru ( n － 2) Ru ( n － 3) … Ru ( 1)

Ru ( n － 1) Ru ( n － 2) … Ru ( 0















)

．

根据白噪声的性质:

Ru ( 0) = σ2，

Ru ( 1) = Ru ( 2) =… = Ru ( n) =… = Ru ( ∞ ) = 0，

则有

lim
N→∞

1
N∑

t +N－1

j = t
φ( j) φT ( j) = σ2In ．

因此，白噪声是一个 n 阶持续激励信号，也是一

个无穷阶持续激励信号． 因为白噪声的谱密度函数

在任何频率都大于零，故可以用作激励任何系统的

输入信号． 如果有某些频率使得 fu ( ω) = 0，则 u( t)
是有限阶持续激励信号．

3． 5 基本激励条件

辨识算法的收敛性一般要求输入为持续激励信

号，或要求由输入输出数据构成的回归信息向量是

充分丰富的( 持续激励的) ，等价于一些不同形式的

激励条件成立．
辨识算法的收敛性研究都是分析不同激励条件

下参数估计的性质． 创新性的成果是研究现存辨识

方法在更弱激励条件下的性能，或者研究新提出辨

识方法在不同激励条件下的收敛性能，建立相关收

敛性定理( 参数估计收敛速度、参数估计误差上界

等) ． 下面讨论本文作者总结和提出的一些基本激励

条件． 广义强持续激励条件、广义弱持续激励条件，

衰减持续激励条件都是本文作者提出的较弱激励

条件．
3． 5． 1 强持续激励条件

激励条件是关于输入输出数据构成的回归信息

向量 φ( t) ∈Rn
的一些不等式． 在不同的激励条件

中，存在正常数 α，β，γ 和整数 N≥dimφ( t) = n 一般

是不同的． 下面给出几个不同形式的强持续激励条

件( Strong Persistent Excitation condition，SPE) ，一个

比一个条件弱． 如果不作特别说明，下面持续激励条

件中的 t 取值表示 t = 1，2，3，…，s 取值表示 s = 1，2，

3，…
1) 强持续激励条件 1

( SPE1) αI≤ 1
N∑

N－1

i =0
φ( t + i) φT( t + i) ≤βI，a． s．

它有下列等价形式:

( SPE1') αI≤ 1
N∑

t +N－1

j = t
φ( j) φT ( j) ≤ βI，a． s．

研究表明: 保证辨识算法参数估计收敛性只需

要强持续激励条件的下界 αI，下界约束可以推导出

一些参数估计算法( 如递推最小二乘算法) 的参数估

计误差上界( 对于有限数据长度) ; 辨识算法收敛性

不需要强持续激励条件的上界 βI，上界约束可以推

导出一些参数估计算法( 如递推最小二乘算法) 的参

数估计误差下界．
( SPE1) 要求对每一个 t ( t = 1，2，3，…) 都成立，

即对于窗 口 长 度 为 N 的 滑 动 数 据 窗 的 信 息 向 量

φ( t) 都成立． 这可以解释为对于长度为 L = Nk 的数

据量，( SPE1) 包含了 Nk － N + 1 个不等式．
规范化强持续激励条件( Normalized Strong Per-

sistent Excitation condition，NSPE) 如下．

( NSPE) 1
N∑

N－1

i = 0

φ( t + i) φT ( t + i)
‖φ( t + i) ‖2 ≥ αI，a． s．

或

( NSPE) 1
N∑

N－1

i = 0

φ( t + i) φT ( t + i)
1 + ‖φ( t + i) ‖2 ≥ αI，a． s．

NSPE 不需要对上界作限制，因为其上界是单位

阵． 上式分母中加上的 1 是为了避免分母为零．
注: 其他激励条件也可进行规范化，本文不一一

讨论．
2) 强持续激励条件 2

( SPE2) αI≤ 1
N∑

N－1

i =0
φ( Nt + i)φT( Nt + i) ≤βI，a． s．

或等价表示为

( SPE2') αI≤ 1
N ∑

Nt+N－1

j = Nt
φ( j) φT ( j) ≤ βI，a． s．

( SPE2″) αI≤ 1
N∑

N－1

i = 0
φ( t + i) φT( t + i) ≤ βI，

a． s． ，t = Nk，k = 1，2，…
( SPE1 ) 要 求 对 每 一 个 t 都 成 立，弱 化 了 的

( SPE2) 只要求对稀少规则的 t 成立 ( 稀少周期的 t
成立) ． 换句话说，( SPE2 ) 只要求对每一个 t = Nk
( k = 0，1，2，…) 都成立，即对于窗口长度为 N 的连

续数据窗的信息向量 φ( t) 都成立． 这可以解释为在

长度为 L = Nk 的数据窗内，( SPE2 ) 包含了 k 个不

等式．
下面是动态数据窗长度的强持续激励条件，数

据窗长度由 N 变为 t*s ．
3) 强持续激励条件 3
定义一整数序列{ ts : s = 0，1，2，…} 满足
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0 = t0 ＜ t1 ＜ t2 ＜ t3 ＜… ＜ ts － 1 ＜ ts ＜…，

且 t*s : = ts － ts － 1≥n． 强持续激励条件 3 如下
［42］．

( SPE3) αI≤ 1
t*s+1
∑
t*s+1－1

i =0
φ( ts + i)φT( ts + i) ≤βI，a． s．

或等价表示为

( SPE3') αI≤ 1
ts+1 － ts∑

ts+1－1

j = ts
φ( j) φT( j) ≤ βI，a． s．

弱化了的( SPE3) 的数据窗长度变为动态的 t*s ，

它只要求对稀少不规则的 t = ts ( s = 1，2，3，…) 成立．
强持续激励条件的上界是有界的，如果把上界

进一步放大，就得到新的持续激励条件，我们称为广

义强持续激励条件( Generalized Strong Persistent Ex-
citation condition，GSPE) ． 由上述 3 个强持续激励条

件，可以得到 3 个对应的广义强持续激励条件．
4) 广义强持续激励条件 1

( GSPE1) αI≤ 1
N∑

N－1

i = 0
φ( t + i) φT( t + i) ≤ βtγI，a． s．

5) 广义强持续激励条件 2

( GSPE2) αI≤ 1
N∑

N－1

i = 0
φ( Nt + i) φT ( Nt + i) ≤

βtγI，a． s．
或

( GSPE2') αI≤ 1
N∑

N－1

i = 0
φ( Nt + i) φT ( Nt + i) ≤

β( Nt) γI，a． s．
6) 广义强持续激励条件 3

( GSPE3) αI≤ 1
t*s+1
∑
t*s+1－1

i = 0
φ( ts + i) φT ( ts + i) ≤

βtγs I，a． s．
3． 5． 2 弱持续激励条件

在所考虑量测数据集中，强持续激励条件中信

息向 量 要 满 足 许 多 不 等 式，而 弱 持 续 激 励 条 件

( Weak Persistent Excitation condition，WPE) 只有一个

不等式．
1) 弱持续激励条件 1

( WPE1) αI≤ 1
t∑

t

j = 1
φ( j) φT ( j) ≤ βI，a． s． ，对

充分大 t．
这个条件使用了所有观测信息向量 φ( j) ，j = 1，

2，…，t． 如果观测信息向量 φ( t) 是各态遍历的，则有

( WPE1') lim
t→∞

1
t∑

t

i = 1
φ( i) φT ( i) = R ＞ 0，a． s．

2) 弱持续激励条件 2

( WPE2) αI≤ 1
t∑

t

j = 1
φ( jN) φT( jN) ≤ βI，a． s． ，

对充分大 t．
这个条件只使用了采样周期为 N 的信息向量

φ( t) = φ( jN) ，j = 1，2，…，t．
3) 弱持续激励条件 3

( WPE3) αI≤ 1
s∑

s

j = 1
φ( tj ) φ

T ( tj ) ≤ βI，a． s． ，

对充分大 s．
这个条件使用了非均匀采样间隔 t*j 的信息向

量 φ( t) = φ( tj ) ，j = 1，2，…，s．
相应地，我们有广义弱持续激励条件．
4) 广义弱持续激励条件 1
本文作者提出的广义弱持续激励条件( General-

ized Weak Persistent Excitation condition，GWPE )

如下
［15，43］:

( GWPE) αI≤ 1
t∑

t

i = 1
φ( i) φT ( i) ≤

βtγI，a． s． ，对充分大 t．
5) 广义弱持续激励条件 2

( GWPE2) αI≤ 1
t∑

t

j = 1
φ( jN) φT ( jN) ≤

βtγI，a． s． ，对充分大 t．
6) 广义弱持续激励条件 3

( GWPE3) αI≤ 1
s∑

s

j = 1
φ( tj ) φ

T ( tj ) ≤

βsγI，a． s． ，对充分大 s．
这里引入条件数的概念． 矩阵 X 的条件数( con-

dition number) 定义为 X 的最大奇异值与最小奇异

值之比( ratio of the maximal and minimal singular val-
ues of X) ． 因此条件数总是不小于 1． 对于对称正定

矩阵 X，其条件数等于其最大特征值 ( maximum ei-
genvalue) 与最小特征值( minimum eigenvalue) 之比．

从条件数的定义可知: 当 t→∞ 时，强持续激励

条件与弱持续激励条件中的矩阵的条件数是有界

的; 而广义强持续激励条件与广义弱持续激励条件

中的矩阵的条件数是无界的．
3． 5． 3 衰减激励条件

1) 衰减激励条件 1
这里只讨论衰减激励信号( U1 ) —( U3 ) 所对应

的衰 减 激 励 条 件 ( Attenuating Excitation condition，

AE) ［41，44，46］
定义为

( AE1) α
( t + N － 1) 2εI≤

1
N∑

N－1

i = 0
φ( t + i) φT( t + i) ≤
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βI，a． s．

( AE1') α
［ln( t + N － 1) ］2 I≤

1
N∑

N－1

i = 0
φ( t + i) φT ( t + i) ≤ βI，a． s．

( AE1″) α
［ln ln( t + N － 1) ］2 I≤

1
N∑

N－1

i = 0
φ( t + i) φT ( t + i) ≤ βI，a． s．

当衰减指数 ε = 0 时，条件( AE1) 等同( SPE1 ) ，

故强持续激励条件是衰减激励条件的一个特例．
2) 衰减激励条件 2

( AE2) α
( Nt + N － 1) 2εI≤

1
N∑

N－1

i = 0
φ( Nt + i) φT ( Nt + i) ≤ βI，a． s．

( AE2') α
［ln( Nt + N － 1) ］2 I≤

1
N∑

N－1

i = 0
φ( Nt + i) φT ( Nt + i) ≤ βI，a． s．

( AE2″) α
［ln ln( Nt + N － 1) ］2 I≤

1
N∑

N－1

i = 0
φ( Nt + i) φT ( Nt + i) ≤ βI，a． s．

3) 衰减激励条件 3

( AE3) α
( ts+1 － 1) 2εI≤

1
t*s+1
∑
t*s+1－1

i = 0
φ( ts + i) φT ( ts + i) ≤ βI，a． s．

( AE3') α
［ln( ts+1 － 1) ］2 I≤

1
t*s+1
∑
t*s+1－1

i = 0
φ( ts + i) φT ( ts + i) ≤ βI，a． s．

( AE3″) α
［ln ln( ts+1 － 1) ］2 I≤

1
t*s+1
∑
t*s+1－1

i = 0
φ( ts + i) φT ( ts + i) ≤ βI，a． s．

目前，衰减激励条件下，辨识算法的收敛性研究

主要集中在时不变确定性系统或时不变随机系统．
作者在衰减激励条件下，研究了一些辨识算法的一

致收敛性，例如，文献［44-45］针对确定性系统和随

机系统多新息辨识算法，文献［41，46-47］针对随机

系统递推最小二乘、递阶最小二乘和最小均方算法．
3． 5． 4 其他激励条件

上面讨论的激励条件不等式都是假设依概率 1

( wp1) 或几乎必然( a． s． ) 成立． 事实上，激励条件还

可以以数学期望的形式或条件数学期望的形式给

出，这里简单加以介绍．
我们以期望形式给出的强持续激励条件 1 ( Ex-

pected SPE condition，ESPE) 为

( ESPE1) αI≤ E 1
N∑

N－1

i = 0
φ( t + i) φT ( t + i[ ]) ≤ βI．

文献［48］以 条 件 期 望 给 出 的 强 持 续 激 励 条 件 1
( CESPE: Conditionally Expectation SPE condition) 为

( CESPE1) αI≤E 1
N∑

N－1

i =0
φ( t + i)φT( t + i) Ft－[ ]1 ≤

βI，a． s．
或

( NCESPE1) E 1
N∑

N－1

i =0

φ( t + i) φT( t + i)
1 +‖φ( t + i)‖2 | Ft－[ ]1 ≥

αI，a． s．
其中 Ft 是由直到 t 时刻的观测数据生成的 σ 代数．

其他激励条件也可以数学期望形式或条件数学

期望形式给出，这里不一一讨论．

4 参数估计性质及分析工具

对于递推辨识算法和迭代辨识算法，期望随着

递推变量 t 或迭代变量 k 的增加，参数估计不断接近

系统的真实参数． 参数估计的这种行为称为收敛性．
参数估计的收敛性也指参数辨识方法的收敛性，或

参数估计算法的收敛性，简称估计算法收敛性或辨

识算法的收敛性．

4． 1 参数估计的统计性质

所谓参数估计的收敛性 ( convergence) 是指: 当

数据量趋于无穷( 即 t→∞ ) 时参数估计的行为，或参

数估计 θ̂( t) 是否趋于真参数，或接近真参数向量 θ
的程度． 设 θ 是未知参数向量( 矩阵) ，̂θ( t) 是 θ 在 t
时刻的估计，珘θ( t) : = θ̂( t) － θ 是参数估计误差( pa-
rameter estimation error) 向量( 矩阵) ． 参数估计接近

真参数的程度可用无偏性、渐近无偏性、一致收敛

性、有界收敛性等来描述．
1) 无偏性( unbiasness)
对所有的 t，如果参数估计{ θ̂( t) } 的期望都等于

真参数 θ，即

E［̂θ( t) ］= θ，或 E［̂θ( t) － θ］= 0，t = 1，2，3，…
就称参数估计是无偏估计( unbiased estimate) ，或称

参数估计是无偏的( unbiased) ．
2) 渐近无偏性( asymptotical unbias)
当 t→∞时，如果参数估计 θ̂( t) 的期望都等于真
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参数 θ，即

lim
t→∞

E［̂θ( t) ］= θ，

就说参 数 估 计 是 渐 近 无 偏 的 ( asymptotically unbi-
ased) ．

3) 一致性( consistency)

对于任意给 ε ＞0，当 t→∞时，如果 θ̂( t) －θ ＜ ε
的概率 P 趋于 1，即

lim
t→∞

P( ‖θ̂( t) － θ‖ ＜ ε) = 1，

就称 θ̂ ( t ) 是 一 致 估 计 ( consistent estimate ) ，或 称

θ̂( t) 依概率 1 ( wp1) 或几乎必然( a． s． ) 收敛于真参

数 θ，记作

lim
t→∞

θ̂( t) = θ，wp1，

或

lim
t→∞

θ
^
( t) = θ，a． s．

上式等价于

lim
t→∞

E［̂θ( t) ］= θ，

lim
t→∞

var［̂θ( t) － θ］= 0{ ．

4) 均方收敛性( mean square convergence)

当 t→∞时，如果参数估计参数估计{ θ̂( t) } 满足

lim
t→∞

E{ ［̂θ( t) － θ］T［̂θ( t) － θ］} = 0，

或

lim
t→∞

E［ θ̂( t) － θ 2］= 0，

就称 θ̂( t) 均方收敛于真参数 θ，或称 θ̂( t) 是均方

( mean square，m． s． ) 收敛的，记作

lim
t→∞

θ̂( t) = θ，m． s．

概率论中均方收敛不一定依概率 1 收敛; 依概

率 1 收敛也不一定均方收敛．
5) 有效性

设{ θ̂( t) } 是无偏随机估计序列，且有 E{ ［̂θ( t) －
θ］［̂θ( t) － θ］T］各元素达到最小值，则 θ̂( t) 称为有效

估计值． 更详细地说，有效 估 计 值 的 偏 差珘θ ( t ) : =
θ̂( t) － θ 的协方差阵达到 Cramér-Rao 不等式下界．

这个有效性的定义不是很合理，严格地说任何

估计都不会达到 Cramér-Rao 不等式的下界，都是无

效的． 本文作者认为，参数估计误差上界小于可以容

忍的值，就认为参数估计是有效的． 因为真参数 θ 是

未知的，是要估计的，即使得到 θ 的估计 θ̂( t) ，也难

以得到参数估计误差珘θ( t) : = θ̂( t) － θ 的值( 参数估

计误差珘θ( t) 只是在仿真中使用的一个评价指标，实

际系统的参数估计误差不可能知道的) ，所以通常使

用参数估计误差上界来衡量估计精度．

收敛性是参数估计理论的一个重要内容． 当估

计值的数学期望等于参数真值时，参数估计就是无

偏估计． 当估计值是数据的线性函数时，参数估计就

是线性估计; 当估计值的均方差最小时，参数估计为

一致最小均方误差估计; 若线性估计又是一致最小

均方误差估计，则称为最优线性无偏估计; 如果无偏

估计值的方差达到 Cramér-Rao 不等式的下界，则称

为有效估计值; 若以概率 1 收敛于真参数，就称为一

致性估计值． 在一定条件下，最小二乘估计是最优线

性无偏估计，它的估计值是有效估计，而且是一致性

估计．

4． 2 Cramér-Rao 不等式

Cramér-Rao 不等式给出了概率意义下和有限数

据长度时，时不变系统参数估计误差协方差的下界

公式． 随着数据长度增加，这个下界趋于零． 有效估

计值要求 E［̂θ( t) ］= θ，且协方差矩阵 var［̂θ( t) － θ］
各元素为最小． Cramér-Rao 给出了这个下界公式．

定理 8［49］( Cramér-Rao 不等式) 考虑一个随

机向量 y，它在参数 θ 条件下的条件概率密度函数记

作 p( y | θ) ． 在一定的正则条件下，参数 θ 的任何无

偏估计值 θ̂ 都将满足下列不等式，

cov［θ
～

］= E{ ［̂θ( t) － θ］［̂θ( t) － θ］T}≥M － 1，

其中 M 为 Fisher 信息矩阵，定义为

M = Ey | θ
ln p( y | θ)
[ ]θ

ln p( y | θ)
[ ]θ{ }T

，

定理的证明参考文献［49］． 这个定理即为著名的

Cramér-Rao 不等式． 它表明估计值偏差的方差不能

小于 Fisher 信息矩阵逆的对角元素．
Cramér-Rao 不等式给出了时不变系统参数估计

误差协方差阵下界的估算公式
［50］:

E［θ
～

( t) θ
～ T ( t) ］≥M － 1 ．

不幸的是，人们无法通过计算得到估计误差协方差

阵的下界，因为计算 Fisher 信息矩阵( Fisher informa-
tion matrix) M 需要系统真参数的知识，所以 Cramér-
Rao 不等式只有抽象的理论意义． 分析说明: 对于时

不变随机系统的最小二乘算法，当 t→∞ 时，估计误

差 ( 协 方 差 阵 ) ( 下 界 ) 趋 于 零，即 M→∞，所 以

Cramér-Rao 的估计误差协方差阵下界的实际用处不

大． 参数估计误差上界比下界重要，因为上界可以衡

量参数估计精度．
对于时变系统，如果参数变化规律未知，任何辨

识算法给出的参数估计都不可能收敛于真参数，即
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时变参数估计不存在一致收敛性． 因此，为了评价时

变参数估计精度，作者引入了有界收敛性这一重要

概念． 有界收敛性强调参数估计误差上界的估算．

4． 3 实用有界收敛性

当参数估计几乎必然收敛于真参数就说参数估

计是一致收敛的． 如果参数估计不能收敛到真参数，

即当 t→∞ 时，参数估计误差 θ̂( t) : = θ̂( t) － θ 不为

零． 算法增益不趋于零的( 时变) 参数估计算法的参

数估计不可能收敛于真参数． 如果参数估计误差不

趋于零，我们期望这个误差越小越好，因为参数估计

误差是衡量参数估计精度的重要指标． 但是，由于真

参数向量 θ 是未知的，所以在实际中，即使获得参数

估计 θ̂ ( t ) ，也 无 法 通 过 计 算 得 到 参 数 估 计 误 差

珘θ( t) = θ̂( t) － θ． 为此，我们引入了参数估计误差上

界( parameter estimation error upper bound) 的重要概

念，并且期望这个误差上界越小越好． 参数估计误差

上界可以间接说明参数估计精度．
研究参数估计算法的性能时，须区别下列 3 种

收敛性
［51-52］:

1) 一致收敛性( consistent converegnce)

lim
t→∞

θ̂( t) = θ，a． s． ( m． s． ) ．

2) 有界收敛性( bounded converegnce)

E［ θ̂( t) － θ 2］≤ f ( t) ≤ε ＜ ∞，或 θ̂( t) －
θ 2≤f( t) ≤ε ＜ ∞，a． s． ( 工程上) ．

3) 一般收敛性( general convergence)

lim sup
t→∞

E［ θ̂( t) － θ 2］＜ ∞，或 θ̂( t) － θ 2 ＜

∞，a． s． ( 理论上) ．
一致收敛性固然重要，但它只描述了参数估计

误差的极限行为 ( limit behavior) ． 对于有限数据点

( 实际中只能得到有限数据) ，一致收敛性不能给出

有关估计误差珘θ( t) 的任何动态信息． 例如，假设参数

估计误差珘θ( t) 以 1槡t速率收敛于零，即

θ
～

( t) 2 = O( 1 / t) →0，a． s． ，当 t→∞ ．
这里 f( t) = O( g( t) ) 表示存在未知常数 C 和充分大

t 使得 f( t) ≤Cg( t) ． 于是有

θ
～

( t) 2≤ C
t →0．

虽然知道这个参数估计误差趋近于零，但对于

某个有限的 t，不知道估计误差有多大，因为 C 是未

知的，也许 C 很大，如 C = 20 110 607 012 036，对于

数据长度 t = 2 011，这个误差上界还是令人难以接

受的． 所以人们更感兴趣知道参数估计误差的上界，

即参数估计的有界收敛性; 或者人们在证明参数估

计一致收敛性的同时，应力求找到误差上界，即应找

出或估计出上式中的 C 值，这样对于给定的数据长

度 t = L，就可以计算出误差上界．
对于有界收敛性，如果一个算法的误差上界 ε

值较小( 如 ε = 10 －3 ) ，那么这个算法参数估计精度

较高，算法也有较大应用价值; 反之，ε 值较大 ( 如

ε =103 ) ，就没有太大的应用价值． 有界收敛性是针

对实际应用提出的，具有较大的工程意义． 假如证明

了某个算法的参数估计误差上界满足

E［ θ
～

( t) 2］≤f( t) =1 963. 030 9
t2

+1 983. 021 4
t ． ( 34)

这是一个有界收敛性结果，它也是一个一致收敛性

结果，因为当 t→∞ 时，f( t) →0． 式( 34 ) 提供了一个

计算参数估计误差上界的公式，是十分有用的，它同

时提供了下面这个有趣问题的答案: 对于给定的小

数 ε ＞ 0 和一个辨识算法，需要多大的数据量( 即数

据长度 t = L 为多大时) ，才能保证参数估计误差( 上

界) 小于 ε?

如果估计误差收敛于零，期望找出类似式( 34 )

参数估计误差上界． 研究参数估计的有界性或有界

收敛性，不仅要找到误差上界，而且要研究如何减少

这个误差上界．
在理论分析中，如果难以得到有界收敛性的结

论，就只能降格以求，来分析算法的一般收敛性． 一

般收敛性表明: 存在常数 C 使得

θ
～

( t) 2≤C ＜ ∞ ．
通常这个 C 是未知的． 如果能找到这个 C 值，就

变成了有界收敛性问题．

4． 4 收敛性分析的基本工具

辨识方法收敛性分析一直是控制领域的重要研

究课题． 长期以来，人们以能证明辨识方法的收敛性

和找到辨识算法收敛的最简洁、最弱条件引以为自

豪和骄傲． 早期的辨识算法收敛性分析假设系统输

入和输出信号具有有限非零功率，噪声是独立同分

布随机序列且 4 阶矩存在
［53］，或过程噪声与系统输

入是平稳的和各态遍历的
［54］． 在这些理想条件下，

都没有能够得到参数估计误差收敛的简洁结果．
关于辨识算法收敛性，1982 年华人统计学家 Lai

等
［55］

在标准递推最小二乘算法的收敛性研究方面

取得了重要突破: 假设系统噪声{ v ( t) } 方差 E［ v
( t) 2］= σ2

和高阶矩 E［ v( t) γ］＜ ∞ 存在( γ ＞
2) ，获得了参数估计误差收敛速率． 后来，最小二乘
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和随机梯度类算法的收敛性研究都是基于这样所谓

的“方差和高阶矩存在”弱假设，如文献［56-60］．
作者认为: 研究参数估计 2 范数( 或 2 阶矩) 的收

敛性( 如均方估计误差) ，假设过程噪声平稳各态遍

历，且高阶矩存在是不必要的． 最近，运用鞅收敛定理

和鞅超收敛定理等的一系列辨识方法和自适应控制

方法的收敛性研究成果表明: 参数估计误差或输出跟

踪误差 2 范数的收敛性只依赖于噪声 2 阶矩统计特

性
［9，15，20，27］． 这一贡献既保证了参数估计的收敛性，又

极大地减弱了对噪声方差和高阶矩存在的假设． 文献

［9，61］在强持续激励条件和噪声方差有界条件下，获

得了有限数据窗递推最小二乘算法和遗忘梯度算法

的参数估计误差界． 文献［15］研究了双率系统辅助模

型递推最小二乘算法参数估计的收敛性能． 文献［27-
28］在同一条件下证明了递阶最小二乘和递阶随机梯

度算法是一致收敛的，这个证明并没有假设噪声方差

和高阶矩存在，也就是说噪声方差可以是时变的，即

所考虑的系统可能是非平稳的．
随机过程理论和随机鞅理论是研究递推辨识方

法收敛性的主要分析工具． 鞅收敛定理 ( martingale
converegence theorem) 相当于李雅普诺夫稳定性定

理在随机系统中的推广，它主要用来研究时不变参

数系统辨识算法参数估计的一致收敛性，适用于一

些增益趋于零的算法，例如递推最小二乘算法、随机

梯度算法、递推增广最小二乘算法、增广随机梯度算

法、多新息随机梯度算法、多新息最小二乘算法、辅

助模型最小二乘算法和辅助模型随机梯度算法、递

阶随机梯度辨识方法等，不适用于增益向量不趋于

零的遗忘因子最小二乘算法、有限数据窗最小二乘

算法、投影算法等． 由于时变参数估计算法不存在一

致收敛性，故鞅收敛定理不适用时变系统参数估计

算法． 为此，本文作者建立了研究时变系统参数估计

方法有界收敛性的鞅超收敛定理( martingale hyper-
converegence theorem) ，为时变系统自适应辨识和控

制算法的稳定性和收敛性分析开辟了新思路．
定理 9 ( Frechet 定理) 设{ x ( t) } 是依概率 1

收敛于 x0 的随机向量序列，f(·) 为连续标量函数．
则下列概率极限成立，

f( x( t) ) →f( x0 ) ，wp1，当 t→∞，

或写成

lim
t→∞

f( x( t) ) = f( x0 ) ．

定理 10( 极限定理) 设矩阵 At 和 Bt 存在概率

极限，且其维数不随 t 的增加而变化，应用 Frechet 定

理，可得

lim
t→∞

( AtBt ) = ( lim
t→∞

At ) ( lim
t→∞

Bt ) ，

lim
t→∞

( A － 1
t ) = ( lim

t→∞
At )

－ 1 ．

定理 11( 鞅收敛定理) ［62］
设{ T( t) } ，{ f( t) } ，

{ g( t) } 均为非负随机变量序列，它们关于 σ 代数 Ft

是可测的( 或适应的) ，且使得下式成立，

E［T( t + 1) |Ft］≤T( t) － f( t) + g( t) ．

若∑
∞

t = 1
g( t) ＜ ∞，a． s． ，则 T( t) 几乎确定地收敛于一

有限的随机变量 T0，即 T( t) → T0 ＜ ∞，a． s． ，并且

∑
∞

t = 1
f( t) ＜ ∞，a． s．

在辨识算法的收敛性研究中，通常 T( t) 是参数

估计误差的非负定函数，通过 T( t) 和 f( t) 的收敛性

和持续激励条件等来确定参数估计误差是否收敛于

零; f( t) 和 g( t) 一般是参数估计误差和系统输入输

出数据的函数; Ft 是直到 t 时刻系统输入输出数据

集或是由直到 t 时刻输入输出数据生成的 σ 代数．
利用鞅收敛定理研究时不变系统参数辨识算法的收

敛性，可参见文献［15，27-28，40，63-65］．
定理 12 ( 鞅超收敛定理) ［51，63，66］

考虑非负定

函数 T( t) : = T［x( t) ］和集

Rt : =［x( t) : g［x( t) ］≤ηt ＜ ∞，a． s． ］，

若对于 x( t) ∈Rc
t 有下式成立( Rc

t 是 Rt 的补集) ，

E［T( t) |Ft － 1］－ T( t － 1) = : ΔT( t) ≤
－ b( t) ，a． s． ，对于 x( t) ∈Rc

t ， ( 35)

其中 g( x) = ( aTx) 2
称为收敛变量，a 是一个非零的

时变或时不变向量，ηt≥0 是一个非降有界随机变量

( 即 RtRt + 1 ) ，b( t) 是一个随机变量，( x( t) ，Ft ) 是

一个适应序列． 如果 x( t) ∈Rc
t 时，∑

∞

t = t0

b( t) = ∞，a． s．

( t0 ＜ ∞ ) ，则对于充分大 t，有 x( t) ∈Rt，a． s． 成立，

lim
t→∞

x( t) ∈ R∞ ，a． s．

对于时变参数估计算法，首先构造一个参数估

计误差 x( t) 的非负定函数 T ( t) ，然后导出不等式

( 35) ，找出变量 b( t) 满足条件时的集 Rt，最后利用

强持续激励条件和一些基本不等式关系，推导出参

数估计误差 x( t) 的显示上界． 由于鞅超收敛定理可

以给出参数估计误差的上界，这对评价参数估计精

度，提高算法的实际应用效果具有重要意义．
鞅超收敛定理是研究时变随机系统辨识算法和

自适应控制算法收敛性的有效工具． 鞅超收敛定理

的提出和运用鞅超收敛定理对时变参数估计误差有
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界性的一系列研究成果，建立了时变系统参数估计

误差界分析理论体系
［9，51，63，66］．

5 典型辨识算法的收敛定理

为 方 便 起 见，设 { u ( t ) } 为 系 统 输 入 序 列，

{ y( t) } 为系统观测输出序列，{ v( t) } 是零均值随机

白噪声序列，z － 1
为单位后移算子 z － 1 y( t) = y( t － 1 )

或 zy( t) = y( t + 1 ) ，A( z) ，B( z) ，C( z) 和 D( z) 是算

子 z － 1
的常系数时不变多项式，定义如下:

A( z) : = 1 + a1 z
－ 1 + a2 z

－ 2 +… + anaz
－ na∈R;

B( z) : = b1 z
－ 1 + b2 z

－ 2 +… + bnbz
－ nb∈R;

C( z) : = 1 + c1 z
－ 1 + c2 z

－ 2 +… + cncz
－ nc∈R;

D( z) : = 1 + d1 z
－ 1 + d2 z

－ 2 +… + dndz
－ nd∈R．

多项式系数 ai，bi，ci 和 di 为模型参数． 根据移位算

子的性质，有

A( z) y( t) = ( 1 + a1 z
－ 1 + a2 z

－ 2 +… + anaz
－ na ) y( t) =

y( t) + a1y( t －1) + a2y( t －2) +… + anay( t － na ) ，

B( z) u( t) = ( b1 z
－ 1 + b2 z

－ 2 +… + bnbz
－ nb ) u( t) =

b1u( t － 1) + b2u( t － 2) +… + bnbu( t － nb ) ，

D( z) v( t) = ( 1 + d1z
－1 + d2z

－2 +… + dndz
－ nd ) v( t) =

v( t) +d1v( t －1) +d2v( t －2) +… +dndv( t －nd) ，等．
本文把线性参数系统辨识模型分为 4 类: 1 ) 线

性回归模型; 2) 伪线性回归模型Ⅰ; 3) 伪线性回归模

型Ⅱ; 4) 伪线性回归模型Ⅲ． 这 4 类模型都是线性参

数模型，它们可以是线性系统，也可以是线性参数的

非线性系统．

5． 1 线性回归模型

考虑线性回归模型( linear regression model) ，

y( t) = φT ( t) θ + v( t) ，

其中{ y( t) } 是观测输出序列，{ v( t) } 是零均值不相

关随机噪声序列，φ( t) ∈Rn
是观测数据构成的可测

信息向量，θ∈Rn
是要估计的参数向量．

线性回归模型与伪线性回归模型的区别在于:

信息向量 φ( t) 是可测的，就是线性回归模型; 信息

向量 φ( t) 是不可测的 ( 即信息向量有的元是未知

的) ，就是伪线性回归模型．
值得指出的是: 线性回归模型和伪线性回归模

型是指系统输出或其他变量是参数的线性函数，与

系统是否是线性无关． 因此，线性回归模型和伪线性

回归模型描述的系统可以线性控制系统，也可以是

非线性控制系统． 例如，非线性系统( 30) 可以写为线

性回归模型( 31) ，因此下面讨论的递推最小二乘辨

识算法和随机梯度辨识算法的收敛结论，对非线性系

统( 30) 也成立． 动态系统的 CAR 模型［A( z) y ( t) =
B( z) u( t) + v ( t) ］，AR 模型［A ( z) y ( t) = v ( t) ］和

FIR 模型［y( t) = B( z) u( t) + v( t) ］可以写为线性回

归模型，但线性回归模型不限于这些模型．
5． 1． 1 递推最小二乘算法

1) 基本算法

参考文献［39，52］，辨识系统 ( 36 ) 参数向量 θ
的递推最小二乘算法 ( Recursive Least Squares algo-
rithm，RLS) 为

θ̂( t) =
θ̂( t － 1) + P( t) φ( t) ［y( t) － φT ( t) θ̂( t － 1) ］， ( 37)

P － 1 ( t) =
P － 1 ( t － 1) + φ( t) φT ( t) ，P( 0) = p0I ＞ 0． ( 38)

在分析递推最小二乘算法的收敛性时，使用式

( 37) —( 38) 的形式更为方便． 在计算参数估计 θ̂( t)
时，为避免参数估计误差协方差阵 ( covariance ma-
trix) P( t) ∈Rn × n

的求逆运算，通常运用矩阵求逆公

式和引入增益向量 L( t) : = P( t) φ( t) ∈Rn × n，将算

法( 37) —( 38) 化为一种等价形式．
将矩阵求逆公式

( A +BC) －1 =A －1 －A －1B( I +CA －1B) －1CA －1 ． ( 39)

应用式( 38) ，可得

P( t) = P( t －1) － P( t －1) φ( t) φT( t) P( t －1)
1 +φT( t) P( t －1) φ( t) }

． ( 40)

因此，递推最小二乘算法( 37) —( 38) 可等价表示为

θ̂( t) =
θ̂( t － 1) + P( t) φ( t) ［y( t) － φT ( t) θ̂( t － 1) ］， ( 41)

P( t) = P( t － 1) － P( t － 1) φ( t) φT ( t) P( t － 1)
1 + φT ( t) P( t － 1) φ( t)

，

P( 0) = p0I． ( 42)

式( 40) 两边右乘向量 φ( t) 可得

P( t) φ( t) =

P( t － 1) φ( t) － P( t － 1) φ( t) φT ( t) P( t － 1) φ( t)
1 + φT ( t) P( t － 1) φ( t)

=

P( t － 1) φ( t [) 1 － φT ( t) P( t － 1) φ( t)
1 + φT ( t) P( t － 1) φ( t ])

=

P( t － 1) φ( t)
1 + φT ( t) P( t － 1) φ( t)

= L( t) ． ( 43)

借助于增益向量 L( t) ，式( 40) 可以写为

P( t) = P( t － 1) － L( t) φT ( t) P( t － 1) =
［I － L( t) φT ( t) ］P( t － 1) ，P( 0) = p0I．

因此，递推最小二乘算法可表达为

θ̂( t) = θ̂( t －1) + L( t) ［y( t) －φT( t) θ̂( t －1) ］， ( 44)

L( t) =P( t －1) φ( t) ［1 +φT( t) P( t －1) φ( t) ］－1，( 45)
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P( t) =［I － L( t) φT ( t) ］P( t － 1) ，P( 0) = p0I． ( 46)

θ̂( t) 为 t 时刻 θ 的估计，L ( t) 称为增益向量

( gain vector) ，P( t) 称为协方差矩阵或协方差阵( co-
variance matrix) ，e( t) : = y( t) － φT ( t) θ̂( t － 1 ) 称为

新息( innovation) ．
定义残差( residual) ε( t) : = y( t) － φT ( t) θ̂( t) ．

新息与残差的区别在于: 假设当前时刻是 t，当前观

测是 y( t) 和 φ( t) ，残差表达式是使用当前观测数据

计算之后的参数估计 θ̂( t) ，而新息是使用之前的参

数估计 θ̂( t － 1) ． 也就是说，新息使用刷新前的参数

估计，残差使用刷新后的参数估计． 新息与残差有下

列关系，

e( t) =［1 + φT ( t) P( t － 1) φ( t) ］ε( t) ，

ε( t) =［1 － φT ( t) P( t) φ( t) ］e( t){ ．
事实上

ε( t) = y( t) － φT ( t) θ̂( t) =
y( t) － φT ( t) ［̂θ( t － 1) + L( t) e( t) ］=
y( t) － φT ( t) θ̂( t － 1) － φT ( t) L( t) e( t) =
e( t) － φT ( t) L( t) e( t) =
［1 － φT ( t) L( t) ］e( t) =
［1 － φT ( t) P( t) φ( t) ］e( t) =

1 － φT ( t) P( t － 1) φ( t)
1 + φT ( t) P( t － 1) φ( t[ ])

e( t) =

e( t)
1 + φT ( t) P( t － 1) φ( t)

．

协方差阵有下列几种表示，

P( t) =

P( t － 1) － P( t － 1) φ( t) φT ( t) P( t － 1)
1 + φT ( t) P( t － 1) φ( t)

=

P( t － 1) － P( t － 1) φ( t) ［1 + φT ( t) P( t －
1) φ( t) ］－ 1φT ( t) P( t － 1) =

P( t － 1) － L( t) ［1 + φT ( t) P( t － 1) φ( t) ］LT ( t) =
［I － L( t) φT ( t) ］P( t － 1) =
P( t － 1) ［I － φ( t) LT ( t) ］=
P( t － 1) － L( t) ［P( t － 1) φ( t) ］T ．

这里利用了 P ( t) 是对称阵的性质． 用计算机实现

RLS 算法，计算量最小的 RLS 算法表达如下:

θ̂( t) = θ̂( t －1) + L( t) ［y( t) －φT( t) θ̂( t －1) ］; ( 47)

L( t) = ［P( t － 1) φ( t) ］
1 + φT ( t) ［P( t － 1) φ( t) ］

; ( 48)

P( t) = P( t － 1) － L( t) ［P( t － 1) φ( t) ］T，

P( 0) = p0I． ( 49)

在递推算法中，初值通常选择为 P( 0) = 很大对

称正定阵，如 P( 0) = p0I，p0 = 10
61; θ̂( 0) = 很小实

向量，如 θ̂( 0) = 1n / p0 ． 其中 1n 是元均为 1 的 n 维列

向量，即 1n =［1，1，…，1］T∈Rn，P( 0) 取一个大对称

正定阵是根据 P － 1 ( t) 的定义确定的
［52］．

2) 递推最小二乘算法的计算量

评价辨识算法的计算量大小，一般用算法的乘

法次数 ( 包括除法次数) 和加法次数 ( 包括减法次

数) 来衡量． 一次乘法次数或一次加法次数称为一个

flop［67］． 乘法次数与加法次数之和的 flop 数就是算

法计算量． 如果同为递推算法，可以比较每递推计算

一步的 flop 数，来判断算法计算量的大小． 表 1 列出

了 RLS 算法( 47 ) —( 49 ) 每一步递推计算中的乘法

次数、加法次数和 flop 数．
3) 递推最小二乘算法计算步骤

递推最 小 二 乘 算 法 ( 47 ) —( 49 ) 的 计 算 步 骤

如下:

① 令 t = 1，置参数估计初值 θ̂( 0) = 1n / p0，协方

差阵初值 P( 0) = p0I，p0 = 10
6 ;

表 1 RLS 算法每步的计算量

Table1 Computational efficiency of the RLS algorithm

计算次序
flop 数

乘法次数 加法次数

θ̂( t)
α: = y( t) － φT ( t) θ̂( t － 1) n n

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + L( t) α n n

变量 L( t)
Q: = P( t － 1) φ( t) n2 ( n － 1) n

L( t) = Q /［1 + φT ( t) Q］ 2n n

P( t)
S: = L( t) ［Q］T n2

P( t) = P( t － 1) － S n2

总次数 2n2 + 4n 2n2 + 2n

总 flop 数 4n2 + 6n
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② 采集观测数据，构成 y( t) 和信息向量 φ( t) ;

③ 用式( 48) 计算增益向量 L( t) ，用式( 49 ) 计

算协方差阵 P( t) ;

④ 通过式( 47) 刷新参数估计向量 θ̂( t) ;

⑤ t 增 1 转到第 2 步，继续进行递推计算．
RLS 算法计算参数估计 θ̂( t) 流程如图 8 所示．

图 8 RLS 算法计算参数估计 θ̂( t) 的流程

Fig． 8 The flowchart for computing the parameter estimate θ̂( t)

4) 收敛定理

设{ v( t) ，Ft } 是鞅差序列 ( martingale difference
sequence) ，{ Ft} 是由直到 t 时刻的观测生成的 σ 代

数序列，即 Ft = σ( y ( t) ，φ( t) ，y ( t － 1 ) ，φ( t － 1 ) ，

…，y( 0) ，φ( 0) ) ． 序列{ v( t) } 满足噪声假设:

( C1) E［v( t) |Ft － 1］= 0，a． s．

( C2) E［v2 ( t) |Ft － 1］= σ2 ( t) ≤σ2 ＜ ∞，a． s．

( C3) E［v2 ( t) |Ft －1］= σ2 ( t) ≤σ2rε ( t) ，a． s． ，

0≤ε ＜ 1．
即{ v( t) } 相当于是零均值，时变方差 σ2 ( t) 的不相

关非平稳随机噪声序列． 上式中 r( t) 在不同算法的

收敛性定理中有不同的定义．
由式( 38) 可得

P －1 ( t) = P －1 ( t － 1) + φ( t) φT ( t) =
P －1 ( t － 2) + φ( t － 1) φT ( t － 1) + φ( t) φT ( t) =

∑
t

j =1
φ( j) φT( j) + P－1( 0) =∑

t

j =1
φ( j) φT( j) + I

p0
． ( 50)

对于 RLS 算法，r( t) 定义为协方差阵 P( t) 的逆

的迹( trace) :

r( t) : = tr［P － 1 ( t) ］=∑
t

j = 1
φ( j) 2 + n /p0 ． ( 51)

定理 13 对于系统 ( 36 ) 和 RLS 算法 ( 37 ) —
( 38) ，假设( C1) 和( C2) 成立，那么对任意 c ＞ 1，RLS

算法给出的参数估计误差满足
［43，68］

1) θ̂( t) － θ 2 = O ［ln r( t) ］c

λmin［P
－ 1 ( t( )) ］

，a． s．

2) θ̂( t) －θ 2 =O ln r( t) ［ln ln r( t) ］c

λmin［P
－1( t( )) ］

，a． s．

3) θ̂( t) － θ 2 =

O ln r( t) ln ln r( t) ［ln ln ln r( t) ］c

λmin［P
－ 1 ( t( )) ］

，a． s．

4) θ̂( t) － θ 2 =

O ln r( t) ln ln r( t) ln ln ln r( t) ［ln ln ln ln r( t) ］c

λmin［P
－1( t( )) ］

，a． s．

由非负定矩阵的迹 tr［X］，最大特征值 λmax［X］，行

列式 det［X］: = |X |之间的关系，可知

r( t) =O( λmax［P
－1( t) ］) ， ln r( t) =O( ln |P －1( t) |］) ，

因此 定 理 13 中 r ( t ) 分 别 用 λmax ［P － 1 ( t) ］和

P － 1 ( t) 代替，结论依然成立．
因为 p0 很大，所以式( 50) 右边最后一项可以忽

略． 从式( 51 ) r ( t) 和式( 50 ) P － 1 ( t) 的表达式可知:

定理 13 中 RLS 参数估计( 误差) 只依赖于观测数据

φ( t) ． 如果下列广义弱持续激励条件成立
［15，43，68］，

( GWPE) αI≤ 1 ∑
t

i = 1
φ( i) φT( i) ≤ βtγI，a． s． ，

对充分大 t． 则定理 13 的结论可以表示可以表示为

1) θ̂( t) － θ 2 = O ln t］c( )t →0，a． s．

2) θ̂( t) － θ 2 = O ln t［ln ln t］c( )t →0，a． s．

3) θ̂( t) － θ 2 = O lnt ln ln t［ln ln ln t］c( )t →

0，a． s．
4) θ̂( t) － θ 2 =

O ln t ln ln t ln ln ln t［ln ln ln ln t］c( )t →0，a． s．

定理 13 说明: 当噪声{ v( t) } 的方差有界时，最小

二乘参数估计的收敛速率是 P －1 ( t) 的最大特征值

( greatest eigenvalue) 或迹的对数的 c 次方与 P －1 ( t) 的

最小特征值 ( smallest eigenvalue) 之比． 下面的定理

14 说明当噪声方差无界时，最小二乘参数估计误差

仍然收敛于零．
定理 14 对于系统 ( 36 ) 和 RLS 算法 ( 37 ) —

( 38) ，假设( C1) 和( C3) 成立，那么 RLS 算法给出的

参数估计误差满足

θ̂( t) － θ 2 = o r( t)
λmin［P

－ 1 ( t( )) ］
=
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o
λmax［P

－ 1 ( t) ］

λmin［P
－ 1 ( t( )) ］

，a． s．

如果下列弱持续激励条件 1 成立，

( WPE1) αI≤ 1
t∑

t

j = 1
φ( j) φT ( j) ≤ βI，a． s． 对

充分大 t． 则有lim
t→∞

θ̂( t) － θ 2 = 0，a． s． ，即参数估

计误差收敛于零．
5． 1． 2 随机梯度辨识算法

线性回归模型( 36) 重写为

y( t) = φT ( t) θ + v( t) ，φ( t) ∈Rn，θ∈Rn ． ( 52)

估计参数向量 θ 的随机梯度算法( Stochastic Gradient
algorithm，SG) 为

θ̂( t) = θ̂( t －1) +φ( t)
r( t) ［y( t) －φT( t) θ̂( t －1) ］，( 53)

r( t) = r( t － 1) + φ( t) 2，

r( 0) = 1 或 r( 0) = n /p0 ． ( 54)

定 理 15［69-70］
对 于 系 统 ( 53 ) 和 SG 算 法

( 53) —( 54) ，定义

R( t) : = ∑
t

j = 1
φ( j) φT ( j) ， r( t) : = tr［R( t) ］，

假设( C1) 和( C3 ) 成立，r ( t) →∞ 和 r ( t) = O ( λmin

［R( t) ］) ，那么参数估计误差满足

θ̂( t) － θ 2 = o r( t)
λmin［R( t( )) ］→ 0，a． s．

即参数估计向量 θ̂( t) 一致收敛于真参数向量 θ． SG
算法中没有协方差阵 P( t) ，但上述 R( t) 定义类似于

P － 1 ( t) ．
矩阵 R( t) 是由输入输出构成的数据乘积矩矩

阵． 因为 R( t) 是非负定对称矩阵，它是随数据增加

而不断递增，又 r( t) ≤λmax［R( t) ］和 λmax［R( t) ］≤
r( t) 成立，所以 r( t) = O( λmin［R( t) ］) 意味着 R( t)
的条件数有界，相当于关于信息向量 φ( t) 的弱持续

激励条件( WPE1) 成立．
值得指出的是: 定理 15 的条件( C1 ) 和( C3 ) 是

迄今为止，我们找到的随机梯度算法参数估计误差

二阶矩收敛的最弱条件
［69-70］． 与文献［54-60］不同的

是，这里并没有假设噪声{ v( t) } 的 2 阶矩有限和高

阶矩存在 E［vγ ( t) | Ft － 1］＜ ∞，a． s． 或 E［vγ ( t) ］＜
∞，对于某 γ ＞ 2． 事实上，证明参数估计误差 2 阶矩

的收敛性要求噪声高阶矩存在的条件是苛刻的．
尽管 SG 参数估计误差收敛于零，当收敛速度很

慢． 为了加快 SG 算法的收敛速度，可在式( 54 ) 中引

入遗忘因子 λ，得到遗忘因子随机梯度算法 ( FF-
SG) ，简 称 遗 忘 梯 度 算 法 ( Forgetting Gradient algo-

rithm，FG) ［61，69-70］:

θ̂( t) = θ̂( t －1) +φ( t)
r( t) ［y( t) －φT( t) θ̂( t －1) ］，( 55)

r( t) = λr( t － 1) + φ( t) 2，0≤λ ＜ 1，

r( 0) = 1 或 r( 0) = n /p0 ． ( 56)

遗忘因子可以加快算法开始工作阶段的参数估

计收敛速度，但会增大参数估计误差的方差，参数估

计误差不趋于零( 对随机系统而言) ． 在随机梯度辨

识算法中引入收敛指数 ( convergence index) ε，就得

到修正随机梯度算法 ( Modification Stochastic Gradi-
ent algorithm，M-SG) ，或称为 Epsilon 随机梯度算法

( Epsilon Stochastic Gradient algorithm，ε-SG) ［71-72］:

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + φ( t)
rε ( t)

［y( t) － φT ( t) θ̂( t － 1) ］，

1
2 ＜ ε≤1， ( 57)

r( t) = r( t － 1) + φ( t) 2，r( 0) = 1． ( 58)

这里 1 / rε ( t) 是收敛因子或步长． 修正随机梯度算法

是本文作者最近提出的，它比随机梯度算法具有更

高的收敛速度，其性能优于遗忘梯度算法
［71-72］．

5． 2 伪线性回归模型Ⅰ
一种简单的伪线性回归模型 ( pseudo-linear re-

gression model) 为

y( t) = φT ( t) θ + v( t) ． ( 59)

其中: { y( t) } 是观测输出序列，{ v ( t) } 是零均值不

相关随机噪声序列，φ( t) ∈Rn
是观测数据以及不可

测噪声构成的信息向量( 也就是说 φ( t) 中有些元是

不可测的) ，θ∈Rn
是要估计的参数向量．

伪线性回归模型Ⅰ中的信息向量可以写作

φ( t) =［T( t) ，v( t －1) ，v( t －2) ，…，v( t －nd) ］T∈Rn．
其中: ( t) ∈Rn1 是观测数据构成的可测信息向量，

v( t － i) 是不可测的未知量噪声项，在辨识算法中一

般用其估计值 v̂( t － i) 代替． 伪线性回归模型Ⅰ的一

种等价形式是

y( t) =T ( t) θ1 + D( z) v( t) ． ( 60)

由于子信息向量 ( t) 可能包含系统输入输出的非

线性项，所以伪线性回归模型并不限于线性系统．
本文的伪线性回归模型Ⅰ中信息向量 φ( t) ∈

Rn
只包含白噪声 v( t) 的回归项 v( t － i) ( 如果( 还)

包括了其他相关噪声的回归项，就是伪线性回归模

型Ⅱ) ． 动态系统的 CARMA 模型( A( z) y( t) = B( z)
u( t) + D( z) v( t) ) ，ARMA 模型( A( z) y( t) = D( z) v
( t) ) ，MA 模型( y( t) = D( z) v( t) ) 和 C-MA 模型( y
( t) = B( z) u( t) + D( z) v( t) ) 可以写为伪线性回归
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模型Ⅰ的形式，但伪线性回归模型Ⅰ不限于这些

模型．
定义增广参数向量 θ 和信息向量 φ0 ( t) 分别为

θ: =［θT1，d1，d2，…，dnd］
T∈Rn，n: = na + nb + nd，

θ1 : =［a1，a2，…，ana，b1，b2，…，bnb］
T∈Rna + nb，

φ0( t) : =［T( t) ，v( t －1) ，v( t －2) ，…，v( t －nd) ］T∈Rn，

( t) : =［－ y( t －1) ，－ y( t －2) ，…，－ y( t － na) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］T∈Rna + nb ．
则 CARMA 系统 A( z) y( t) = B( z) u( t) + D( z) v( t)
可以写为下列伪线性回归模型形式，

y( t) = φT
0 ( t) θ + v( t) ． ( 61)

下面基于伪线性模型( 61) 的递推增广最小二乘

辨识算法和增广随机梯度辨识算法的收敛结论，对

伪线性系统( 59) 也成立．
5． 2． 1 递推增广最小二乘算法

估计 CARMA 模型( 61) 参数向量 θ 的递推增广

最小二乘算法 ( Recursive Extended Least Squares al-
gorithm，RELS) 可表述为

θ̂( t) = θ̂( t －1) +P( t) φ̂( t) ［y( t) － φ̂T( t) θ̂( t －1) ］，( 62)

P － 1 ( t) = P － 1 ( t － 1) + φ̂( t) φ̂T ( t) ，P( 0) = p0I，( 63)

φ̂( t) =［T( t) ，̂v( t －1) ，̂v( t －2) ，…，̂v( t － nd) ］T， ( 64)

( t) =［－ y( t －1) ，－ y( t －2) ，…，－ y( t － na) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］T， ( 65)

v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t) ． ( 66)

在上述 RELS 算法中，没有使用式 ( 61 ) 中不可

测向量 φ0 ( t) ，而是使用可测向量 φ̂( t) ，它是用估计

残差 v̂( t － i) 代替 φ0 ( t) 中的不可测噪声 v( t － i) 得

到的，故这个 RELS 算法可以实现．
由式( 63) 可得

P －1 ( t) = ∑
t

j = 1
φ̂( j) φ̂T ( j) + I

p0
． ( 67)

定义

r( t) : = tr［P －1 ( t) ］ = ∑
t

j = 1
φ̂} ( j) 2 + n /p0， ( 68)

P － 1
0 ( t) : =∑

t

j = 1
φ0 ( j) φT

0 ( j) + I
p0

， ( 69)

r0 ( t) : = tr［P －1
0 ( t) ］=∑

t

j =1
φ0 ( j)

2 + n /p0 ． ( 70)

与线性回归模型相比，伪线性回归模型Ⅰ包含

了相关噪声项 D( z) v( t) ，所以在其收敛性定理中多

了对 D( z) 的约束． 关于 RELS 算法的性能有下列引

理和定理．
定理 16［65，73］

对 于 系 统 ( 61 ) 和 RELS 算 法

( 62) —( 66) ，假设( C1) 和( C2) 成立，D － 1 ( z) － 1
2 是

严格正实函数，那么对任意 c ＞ 1，RELS 算法给出的

参数估计误差满足

1) θ̂( t) － θ 2 = O ［ln r( t) ］c

λmin［P
－ 1 ( t( )) ］

，a． s．

2) θ̂( t) －θ 2 =O ln r( t) ［ln ln r( t) ］c

λmin［P
－1( t( )) ］

，a． s．

3) θ̂( t) － θ 2 =

O ln r( t) ln ln r( t) ［ln ln ln r( t) ］c

λmin［P
－ 1 ( t( )) ］

，a． s．

4) θ̂( t) － θ 2 =

O ln r( t) ln ln r( t) ln ln ln r( t) ［ln ln ln ln r( t) ］c

λmin［P
－1( t( )) ］

，a． s．

RELS 算法定理 16 的结论与 RLS 算法定理 13
的结论 很 类 似，但 有 本 质 区 别． 因 为 RLS 算 法 中

P － 1 ( t) ［参见式( 50) ］和 r( t) ［参见式( 51) ］只与观

测信息向量 φ( t) 有关，所以定理 13 中 RLS 参数估

计( 误差) 只依赖于观测信息向量 φ( t) ． 然而，RELS
算法中 P － 1 ( t) ［参见式( 67) ］和 r( t) ［参见式( 68) ］

与算法算出的向量 φ̂( t) 有关，̂φ( t) 包含了估计的噪

声项 v̂( t － i) ，它反过来是根据参数估计 θ̂( t) 计算的

［参见式( 66) ］． 也就是说，定理 16 结论中参数估计

误差收敛速度通过式( 67) ，( 68) 和式( 66) 依赖于自

己，依赖算法本身，这是不期望的． 一种办法是增加

条件，使 RELS 算法参数估计误差依赖于 P0 ( t) 和

r0 ( t) ，不依赖于 P( t) 和 r( t) ．

假设［ln r0 ( t) ］c = o( λmin［P0
－ 1 ( t) ］，可以证明

r( t) = O ( r0 ( t ) ) ，λmin ［P － 1
0 ( t) ］ = O ( λmin

［P － 1 ( t) ］) ，那么定理 16 的结论可以表示为

1) θ̂( t) － θ 2 = O
［ln r0 ( t) ］c

λmin［P
－ 1
0 ( t( )) ］

，a． s．

2) θ̂( t) －θ 2 =O
ln r0( t) ［ln ln r0( t) ］c

λmin［P
－1
0 ( t( )) ］

，a． s．

3) θ̂( t) － θ 2 =

O
ln r0 ( t) ln ln r0 ( t) ［ln ln ln r0 ( t) ］c

λmin［P
－ 1
0 ( t( )) ］

，a． s．

4) θ̂( t) － θ 2 =

O
ln r0( t) ln ln r0( t) ln ln ln r( t) ［ln ln ln ln r0( t) ］c

λmin［P
－1
0 ( t( )) ］

，a． s．

定理 17［65］
对 于 系 统 ( 61 ) 和 RELS 算 法

( 62) —( 66) ，假设( C1) 和( C3) 成立，D － 1 ( z) － 1
2 是

严格正实函数，那么 RELS 算法给出的参数估计误

差满足
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θ̂( t) － θ 2 = o
λmax［P

－ 1 ( t) ］

λmin［P
－ 1 ( t( )) ］

，a． s．

当［ln r0 ( t) ］c = o( λmin［P
－ 1
0 ( t) ］时，有

θ̂( t) － θ 2 = o
λmax［P

－ 1
0 ( t) ］

λmin［P
－ 1
0 ( t( )) ］

，a． s．

将矩阵求逆公式( 39) 应用于( 63 ) ，可以得到避

免求协方差矩阵逆的 RELS 算法:

θ̂( t) = θ̂( t －1) + L( t) ［y( t) － φ̂T( t) θ̂( t －1) ］， ( 71)

L( t) =P( t －1) φ̂( t) ［1 + φ̂T( t) P( t －1) φ̂( t) ］－1， ( 72)

P( t) =［I － L( t) φ̂T( t) ］P( t －1) ，P( 0) = p0I，( 73)

φ̂( t) =［T( t) ，̂v( t －1) ，̂v( t －2) ，…，̂v( t －nd) ］T， ( 74)

( t) =［－ y( t － 1) ，－ y( t － 2) ，…，－ y( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］T， ( 75)

v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t) ． ( 76)

这个 算 法 中 也 可 以 用 新 息 e ( t ) : = y ( t ) －
φ̂T ( t) θ̂( t － 1) 代替式( 74) φ̂( t) 中的残差 v̂( t) ．
5． 2． 2 增广随机梯度辨识算法

伪线性回归模型( 59) 重写如下:

y( t) = φT
0 ( t) θ + v( t) ，θ∈Rn ;

φ0 ( t) : =［T ( t) ，v( t － 1) ，v( t － 2) ，…，

v( t － nd) ］T∈Rn ． ( 77)

基于信息向量 φ0 ( t) 中不可测噪声 v( t － i) 用其

估计值代替的思想，可以得到估计 θ 的增广随机梯

度 算 法 ( Extended Stochastic Gradient algorithm，

ESG) ． 如果信息向量中的不可测噪声 v( t) 用其估计

残差 v̂( t) : = y( t) － φT ( t) θ̂( t) 代替，就得到基于残

差的 ESG 算法; 如果 v( t) 用新息 e( t) : = y( t) － φT

( t) θ̂( t － 1 ) 代替，就得到基于新息的 ESG 算法． 下

面分别研究这 2 个算法的收敛性．
1) 基于残差的 ESG 算法

基于残差的 ESG 算法( Residual based ESG algo-
rithm，R-ESG) 可表示为

θ̂( t) = θ̂( t －1) + φ̂( t)
r( t) ［y( t) － φ̂T( t) θ̂( t －1) ］， ( 78)

r( t) = r( t － 1) + φ̂( t) 2，r( 0) = 1， ( 79)

φ̂( t) =［T( t) ，̂v( t －1) ，̂v( t －2) ，…，̂v( t － nd) ］T， ( 80)

( t) =［－ y( t －1) ，－ y( t －2) ，…，－ y( t － na) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］T， ( 81)

v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t) ． ( 82)

定理 18 对于系统( 77) 和 R-ESG 算法( 78 ) —
( 82) ，定义

R( t) : = ∑
t

j = 1
φ̂( j) φ̂T ( j) ，

R0 ( t) : = ∑
t

j = 1
φ0 ( j) φT

0 ( j) ， r0 ( t) : = tr［R0 ( t) ］．

假设( C1) 和( C2) 成立，D( z) 严格正实，且r( t) →∞，

( C4) lim sup
t→∞

r( t)
λmin［R( t) ］

＜ ∞，a． s．

那么参数估计误差满足

θ̂( t) － θ 2 = o r( t)
λmin［R( t( )) ］→∞，a． s．

如果［ln r0 ( t) ］c = o( λmin［P
－ 1
0 ( t) ］，且 r0→∞，

( C5) lim sup
t→∞

r0 ( t)
λmin［R0 ( t) ］

＜ ∞，a． s．

则有

θ̂( t) － θ 2 = o
r0 ( t)

λmin［R0 ( t( )) ］
＜ ∞，a． s．

即参数估计误差一致收敛于真参数向量: ［̂θ( t) －
θ］→0，a． s．

同样，我们可以得到基于残差的遗忘因子增广

随机梯度算法( FF-R-ESG) :

θ̂( t) = θ̂( t －1) + φ̂( t)
r( t) ［y( t) － φ̂T( t) θ̂( t －1) ］， ( 83)

r( t) = λr( t －1) + φ̂( t) 2，0 ＜ λ ＜1，r( 0) =1，( 84)

φ̂( t) =［T( t) ，̂v( t －1) ，̂v( t －2) ，…，̂v( t － nd) ］T， ( 85)

( t) =［－ y( t － 1) ，－ y( t － 2) ，…，－ y( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］T， ( 86)

v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t) ． ( 87)

基于残差的修正增广随机梯度算法 ( Modified
Extended Stochastic Gradient algorithm，M-ESG) ，或称

为 Epsilon 增广随机梯度算法( Epsilon Extended Sto-
chastic Gradient algorithm，ε-ESG) :

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + φ̂( t)
rε ( t)

［y( t) － φT ( t) θ̂( t － 1) ］，

1
2 ＜ ε≤1， ( 88)

r( t) = r( t － 1) + φ̂( t) 2，r( 0) = 1， ( 89)

φ̂( t) =［T( t) ，̂v( t －1) ，̂v( t －2) ，…，̂v( t － nd) ］T， ( 90)

( t) =［－ y( t － 1) ，－ y( t － 2) ，…，－ y( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］T， ( 91)

v̂( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t) ． ( 92)

FF-R-ESG 算法和 M-ESG 算法的参数估计误差

收敛性分析是很困难的，仍然是一个辨识研究课题．
2) 基于新息的 ESG 算法

基于新息的 ESG 算法( Innovation based ESG al-
gorithm，I-ESG) 可表示为

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + φ̂( t)
r( t) e( t) ， ( 93)
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e( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t － 1) ， ( 94)

r( t) = r( t － 1) + φ̂( t) 2，r( 0) = 1， ( 95)

φ̂( t) =［T( t) ，e( t －1) ，e( t －2) ，…，e( t －nd) ］T， ( 96)

( t) =［－ y( t － 1) ，－ y( t － 2) ，…，－ y( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］T ． ( 99)

I-ESG 算法与 R-ESG 算法收敛条件略有不同，只需

将定理 18 中“D( z) 严格正实”改为“ D( z) － 1 /2 严

格正实”，就得到 I-ESG 算法的收敛结论．
同样，我们可以得到基于新息的遗忘因子增广

随机梯度算法( FF-I-ESG) :

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + φ̂( t)
r( t) e( t) ， ( 98)

e( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t － 1) ， ( 99)

r( t) =λr( t －1) + φ̂( t) 2，0 ＜λ ＜1，r( 0) =1， ( 100)

φ̂( t) =［T( t) ，e( t －1) ，e( t －2) ，…，e( t －nd) ］T， ( 101)

( t) =［－ y( t － 1) ，－ y( t － 2) ，…，－ y( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］T ． ( 102)

基于新息的修正增广随机梯度算法 ( M-I-ESG) ，或

称为 Epsilon 增广随机梯度算法( ε-ESG) :

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + φ̂( t)
rε ( t)

e( t) ，
1
2 ＜ ε≤1， ( 103)

e( t) = y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t － 1) ， ( 104)

r( t) = r( t － 1) + φ̂( t) 2，r( 0) = 1， ( 105)

φ̂( t) =［T( t) ，e( t －1) ，e( t －2) ，…，e( t －nd) ］T，( 106)

( t) =［－ y( t － 1) ，－ y( t － 2) ，…，－ y( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］T ． ( 107)

FF-R-ESG 算法和 M-I-ESG 算法的参数估计误

差收敛性分析是很困难的，仍然是一个辨识研究课

题． 这个算法的参数估计误差界分析也是很困难的，

仍然是一个辨识研究课题．

5． 3 伪线性回归模型Ⅱ
伪线性回归模型Ⅰ中信息向量包含了不可测白

噪声项 v( t － i) ，伪线性回归模型Ⅱ的特征是信息向

量包含了不可测输出项: 真实输出或无噪输出 x( t －
i) ． 本文的伪线性回归模型Ⅱ就是指一类白噪声干

扰的标准输出误差模型，它具有下列形式，

y( t) = f( z，u( t) )
A( z) + v( t) ，

其中 f( z，u( t) ) 是参数的线性函数． 伪线性回归模型

Ⅱ可以是线性系统，也可以是非线性系统． 当 f( z，u
( t) ) = B( z) u( t) 时，我们就得到线性系统的标准输

出误差模型( Output Error model，OE) ，

y( t) = B( z)
A( z) u( t) + v( t) ， ( 108)

其中{ u( t) } 和{ y ( t) } 分别是系统的输入和输出序

列，{ v( t) } 是零均值方差为 σ2
的随机白噪声序列，

G( z) : = B( z)
A( z) 为系统的传递函数，A( z) 和 B( z) 是单

位后移算子 z － 1
的多项式，如前所定义．

输出误差模型示意如图 9 所示，其中 x ( t) : =
B( z)
A( z) u( t) 为系统的真实输出( true output) 或无噪输

出( noise-free output) ( 不可得到) ，y( t) 是 x( t) 的含

噪量测．

图 9 输出误差系统

Fig． 9 The output error system

定义参数向量 θ 和信息向量 φ0 ( t) 如下:

θ: =［a1，a2，…，ana，b1，b2，…，bnb］
T∈Rn，n: = na + nb ;

φ0 ( t) : =［－ x( t － 1) ，－ x( t － 2) ，…，－ x( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］T∈Rn ．
则可得输出误差系统的伪线性回归模型Ⅱ，

x( t) = φT
0 ( t) θ，

y( t) = x( t) + v( t) = φT
0 ( t) θ + v( t) ． ( 109)

这个伪线性回归模型中信息向量 φ0 ( t) 包含了系统

的不可测真实输出 x( t － i) ．
5． 3． 1 辅助模型递推最小二乘算法

输出误差模型的辨识是采用辅助模型辨识思

想: 信息向量中不可测真实输出 x( t － i) 用辅助模型

的输出代替或估计的输出 x̂( t － i) 代替． 估计伪线性

回归模型( 109) 参数向量 θ 的辅助模型递推最小二

乘 算 法 ( Auxiliary Model based Recursive Least
Squares algorithm，AM-RLS) 为

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + P( t) φ̂( t) ·
［yT ( t) － φ̂T ( t) θ̂( t － 1) ］， ( 110)

P －1 ( t) = P －1 ( t －1) + φ̂( t) φ̂T( t) ，P( 0) = p0I，( 111)

φ̂( t) =［－ x̂( t － 1) ，－ x̂( t － 2) ，…，－ x̂( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］T， ( 112)

x̂( t) = φ̂T ( t) θ̂( t) ． ( 113)

定义

P － 1
0 ( t) : = P － 1

0 ( t － 1) + φ0 ( t) φT
0 ( t) ，P0 ( 0) = p0I，

r( t) : = tr［P － 1 ( t) ］=
n
p0

+∑
t

i = 1
φ̂( i) 2 = r( t － 1) + φ̂( t) 2，
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r0 ( t) : = tr［P － 1
0 ( t) ］=

n
p0

+∑
t

i = 1
φ0 ( i) 2 = r0 ( t － 1) + φ0 ( t) 2 ．

AM-RLS 算法( 110) —( 113) 的收敛结论与定理

16 和定理 17 类似．
定理 19［15］

对于系统 ( 109 ) 和 AM-RLS 算法

( 110) —( 113) ，假设( C1) 和( C2) 成立，A － 1 ( z) － 1
2

是严格正实函数，［ln r0 ( t) ］c = o( λmin［P － 1
0 ( t) ］，那

么对于 c ＞ 1，AM-RLS 算法 给 出 的 参 数 估 计 误 差

满足

1) θ̂( t) － θ 2 = O
［ln r0 ( t) ］c

λmin［P
－ 1
0 ( t( )) ］

，a． s．

2) θ̂( t) －θ 2 =O
ln r0( t) ［ln ln r0( t) ］c

λmin［P
－1
0 ( t( )) ］

，a． s．

3) θ̂( t) － θ 2 =

O
ln r0 ( t) ln ln r0 ( t) ［ln ln ln r0 ( t) ］c

λmin［P
－ 1
0 ( t( )) ］

，a． s．

4) θ̂( t) － θ 2 =

O
ln r0( t) ln ln r0( t) ln ln ln r0( t) ［ln ln ln ln r0( t) ］c

λmin［P
－1
0 ( t( )) ］

，a． s．

定理 20［15］
对于系统 ( 109 ) 和 AM-RLS 算法

( 110) —( 113) ，假设( C1) 和( C3) 成立，D － 1 ( z) － 1
2

是严格正实函数，［ln r0 ( t) ］c = o( λmin［P － 1
0 ( t) ］，那

么 AM-RLS 算法给出的参数估计误差满足

θ̂( t) － θ 2 = o
λmax［P

－ 1
0 ( t) ］

λmin［P
－ 1
0 ( t( )) ］

，a． s．

将矩阵求逆公式( 39 ) 应用于( 111 ) ，可以得到避免

求协方差矩阵逆的 AM-RLS 算法:

θ̂( t) = θ̂( t －1) +L( t) ［y( t) － φ̂T( t) θ̂( t －1) ］， ( 114)

L( t) =P( t －1) φ̂( t) ［1 + φ̂T( t) P( t －1) φ̂( t) ］－1，( 115)

P( t) =［I － L( t) φ̂T ( t) ］P( t － 1) ，P( 0) = p0I，( 116)

φ̂( t) =［－ x̂( t － 1) ，－ x̂( t － 2) ，…，－ x̂( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］T， ( 117)

x̂( t) = φ̂T ( t) θ̂( t) ． ( 118)

5． 3． 2 辅助模型随机梯度辨识算法

估计伪线性回归模型( 109 ) 参数向量 θ 的辅助

模型随机梯度算法( Auxiliary Model based Stochastic
Gradient algorithm，AM-SG) 为

θ̂( t) = θ̂( t －1) + φ̂( t)
r( t) ［y( t) － φ̂T( t) θ̂( t －1) ］， ( 119)

r( t) = r( t － 1) + φ̂( t) 2，r( 0) = 1， ( 120)

φ̂( t) =［－ x̂( t － 1) ，－ x̂( t － 2) ，…，－ x̂( t － na ) ，

u( t －1) ，u( t －2) ，…，u( t － nb) ］T， ( 121)

x̂( t) = φ̂T ( t) θ̂( t) ． ( 122)

定 理 21 对 于 系 统 ( 109 ) 和 AM-SG 算 法

( 119) —( 122) ，定义

R( t) : = ∑
t

j = 1
φ̂( j) φ̂} T ( j) ，

R0 ( t) : = ∑
t

j = 1
φ0 ( j) φT

0 ( j) ， r0 ( t) : = tr［R0 ( t) ］．

假设( C1) 和 ( C2 ) 成立，A ( z) 严格正实，且 r ( t) →
∞，r( t) = O( λmin［R( t) ］) ，a． s． 那么 AM-SG 算法给

出的参数估计误差满足

θ̂( t) － θ 2 = o r( t)
λmin［R( t( )) ］→0，a． s．

如果［ln r0 ( t) ］c = o ( λmin［P － 1
0 ( t) ］，且 r0 ( t) →∞，

r0 ( t) = O( λmin［R0 ( t) ］) ，a． s． 则有

θ̂( t) － θ 2 = o r( t)
λmin［R( t( )) ］→0，a． s．

我们可以得到辅助模型遗忘因子随机梯度算法

( Auxiliary Model based Forgetting Factor Stochastic
Gradient algorithm，AM-FFSG) ，简称辅助模型遗忘梯

度辨识算法 ( Auxiliary Model based Forgetting Gradi-
ent algorithm，AM-FG) :

θ̂( t) = θ̂( t －1) + φ̂( t)
r( t) ［y( t) － φ̂T( t) θ̂( t －1) ］，( 123)

r( t) =λr( t －1) + φ̂( t) 2，0 ＜λ ＜1，r( 0) =1， ( 124)

φ̂( t) =［－ x̂( t － 1) ，－ x̂( t － 2) ，…，－ x̂( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］T， ( 125)

x̂( t) = φ̂T ( t) θ̂( t) ． ( 126)

辅助模型修正随机梯度算法 ( Auxiliary Model
based Modified Stochastic Gradient algorithm，AM-M-
SG) ，或称为辅助模型 Epsilon 随机梯度算法( Auxil-
iary Model based Epsilon Extended Stochastic Gradient
algorithm，AM-ε-ESG) :

θ̂( t) = θ̂( t － 1) + φ̂( t)
rε ( t)

［y( t) － φ̂T ( t) θ̂( t － 1) ］，

1
2 ＜ ε≤1， ( 127)

r( t) = r( t － 1) + φ̂( t) 2，r( 0) = 1， ( 128)

φ̂( t) =［－ x̂( t － 1) ，－ x̂( t － 2) ，…，－ x̂( t － na ) ，

u( t － 1) ，u( t － 2) ，…，u( t － nb) ］T， ( 129)

x̂( t) = φ̂T ( t) θ̂( t) ． ( 130)

AM-FFSG 算法和 AM-M-SG 算法的收敛性分析

仍是有待解决的辨识难题．
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5． 4 伪线性回归模型Ⅲ
伪线性回归模型Ⅰ的信息向量中只涉及未知白

噪声项 v( t － i) ，伪线性回归模型Ⅱ的信息向量中只

涉及未知真实输出项 x( t － i) ，我们把信息向量涉及

真实输出项 x( t － i) 和( 或) 未知白噪声项 v( t － i) 和

( 或) 其他相关噪声项 w( t － i) 的模型都归结为伪线

性回归模型Ⅲ．
方程误差类的 CARAR 模型:

A( z) y( t) = B( z) u( t) + 1
C( z) v( t) ．

CARARMA 模型:

A( z) y( t) = B( z) u( t) + D( z)
C( z) v( t) ．

输出误差类的输出误差滑动平均模型 ( Output Error
Moving Average model，OEMA) ［17，21］:

y( t) = B( z)
A( z) u( t) + D( z) v( t) ．

输出误差自回归 模 型 ( Output Error AutoRegressive
model，OEAR) :

y( t) = B( z)
A( z) u( t) + 1

C( z) v( t) ．

Box-Jenkins 模型( B-J model) :

y( t) = B( z)
A( z) u( t) + D( z)

C( z) v( t) ．

这些线性系统都可以写成伪线性回归模型Ⅲ，其中

真实输出是 x( t) : = B( z)
A( z) u( t) ，相关噪声项为 w( t) :

= 1
C( z) v( t) 或 w( t) : = D( z)

C( z) v( t) ．

6 结语

控制学科是一门基于数学模型的学科，而系统

辨识是建立系统数学模型的理论与方法． 因此，辨识

方法的收敛性性能、参数估计精度和系统可辨识性

都是系统辨识的基本问题，也给辨识的研究者提出

了新的课题． 本文围绕这些问题，简单讨论了辨识算

法收敛结论，总结和给出了一些基本的激励条件，如

强持续激励条件，广义强持续激励条件，弱持续激励

条件，广义弱持续激励条件，衰减激励条件等，希望

能给辨识爱好者的深入研究提供一个轮廓．
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System identification． Part C: Identification accuracy and basic problems

DING Feng1，2

1 School of Internet of Things Engineering，Jiangnan University，Wuxi 214122
2 Control Science and Engineering Research Center，Jiangnan University，Wuxi 214122

Abstract System identification is the theory and methods of establishing the mathematical models of systems． This
paper discusses some basic issues involved in system identification，including the identification accuracy，the identi-
fication methods，the input signal design，the parameter identifiability and system identifiability，the open-loop iden-
tifiability and closed-loop identifiability，the identifiability and the controllability and observability，the identifiability
and the input signal，and the excitation signal and the excitation conditions relate to the convergence of identification
methods，and the convergene theorems of some typical identification algorithms．
Key words mathemaitcal model; system identification; parameter estimation; CAR model; CARMA model; CARAR
model; CARARMA model; output error model; OEMA model; OEAR model
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