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一种基于稀疏优化的数独求解新方法
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摘要

为了更好地求解数独问题$提出一

种新的求解方法!采用实数编码去除整

数约束$同时采用 & 范数作为目标函数

来保证解的稀疏性(在此基础上$根据

eK*"e7A?=19?70 KA@E7?=I*=@B7=?I#与 fSS

"f6A<12 S6=267VS>8AZ12#条件$用 ! 范数

近似 & 范数(最后引入松弛矢量$使 ! 范

数转换为一个凸线性规划问题(采用主

对偶内点法求解该线性规划问题(实验

表明!该方法对简单%中等%困难%恶魔级

别的数独$可达到 !&&G成功率&对最小

提示数目的 !# 数独$达到 F"g$G的成功

率(另外$该算法耗时短$且与数独的难

度无关(因此$该算法在成功率与运行时

间上均优于约束规划与 J12Z<@=2算法(
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"#引言

..数独"J80@Z8#是一种数字游戏$在 - M- 格的大九宫格中有 - 个

+ M+格的小九宫格$并提供一定数量的数字'!(

$根据这些数字$利用逻

辑和推理$在其他空格上填入 ! q- 的数字$每个数字在每个小九宫格

内只能出现一次$每个数字在每行%每列也只能出现一次(数独问题在

国外尤其是美国研究非常热$每年在期刊上大约有 '&& 多篇论文发表$

每天的纽约时报上都会附带一个数独问题$在下一期提供答案(数独有
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'&&P年学者们利用穷举法计算出$如果不考虑重复"如数字转换%反射

面等#$则有 P $#' #+& P+F个组合(数独的难度根据提示数目"T

H

#分为

$个级别$如果 +'
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最原始的求解方法是暴力破解"X=8?7%;@=97#法$缺陷是需要大量

的时间与内存&约束规划"H@2A?=612?*=@3=6EE123#

'+(通过设置一个目

标函数与约束函数$采用分支定界法求解$由于它本质上是一个R*%H

问题$所以耗时较多$且结果对初值选取敏感'$(

(一种改进方法是采

用随机搜索或者智能优化'P(

$首先随机生成解$然后计算误差$通过

不断迭代使得误差为零$这种方法比前两者稍快$但同样需要大量时

间$且性能不稳定(

本文提出一种新的求解思路$将 J80@Z8 问题转化为一个 ! 范数

的优化问题$然后通过引入松弛变量$转化为一个线性规划"K1276=

*=@3=6EE123$\*#问题(由于线性规划问题是经典的优化问题$存在很

多优异算法$所以可迅速求解'"(

(

!#背景介绍

图 ! 给出了一个,简单-的数独(假设解为 "$则一种简化的约束

规划形式为
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图 !.一个简单的数独例子
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式"!#目标函数始终为 !$约束函数分别表示每行%

每列%每个小九宫格仅出现一次 ! q-$且 "满足预定

的提示$须为 ! q- 的整数(这 P 个约束条件存在冗

余$但为叙述方便$此处保留(

&#模型

&B!#实数编码

由式"!#可见$该约束规划同时也是一个整数规

划$给求解带来难度(采用一种新的编码策略$将 "

放宽到实数域$去除整数约束(

图 ' 显示了实数编码的策略$将原始的整数编

码中每一点0

1K

用 - 个 & q! 之间的实数 0
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"?:!$'$

+$-#表示$两者的转换关系为
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式中W"5#是指示函数$等式成立输出 !$等式不成

立输出 &(

图 '.实数编码策略
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&B&#约束条件

采用实数编码去除了整数约束$同时约束问题

转化为一个线性方程组$使搜索更快(假设 " 采用按

行拉直方法$则 " 为一个 ! M#'- 的行向量$行约束

条件"以第 ! 行为例#
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小九宫格约束"以左上角为例#
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提示约束"以第 ! 格子提示为 P 为例#

[
可写为

& & & & ! & +{ & ]
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填充约束"以第 ! 格子必须填充 ! q- 之间的一个数

为例#

[
可写为
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..显然$所有的约束条件转换为一个线性方程组$

简记为

E12!
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需要注意的是$约束条件中让 " 可以在实数范

围内取值$没有规定二进约束$即," 1AC126=I-(这样

做的优点是保证约束是线性的$缺点是方程组的元

素为 - M- M- :#'-$方程组的个数为 F! LF! LF! L

F! LT

H

:+'$ LT

H

$显然是一个欠定方程组$因此根

据式"-#求得的解 "不一定满足二进形式$某个元素

的误差传递到其它元素$最终得到错误结果(

&B'#稀疏优化

利用稀疏优化的概念可将二进约束条件, " 1A

C126=I-转化为形如'#(
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因为 " 的 & 范数为 " 不为零的元素个数$显然当

"

&

最小时$"一定是二进制形式.此时的解等价于

增加了约束条件," 1AC126=I-(表 ! 给出了0

1K

:! 的 $

种实数编码形式$当0

1K

为二进编码时$其 &范数最小(

&B(#1

!

范数近似

式"!&#中的 &范数计算较为复杂$在某些情况下$

& 范数与 ! 范数等价(根据 eK*"e7A?=19?70 KA@E7?=I

*=@B7=?I#

'F(与fSS"f6A<12 S6=267VS>8AZ12#不等式'-(
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以及大量的实际数独实例$可将式"!&#近似改写为
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表 !#稀疏优化示意
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&B)#线性规划

"的 ! 范数为 "的元素的绝对值的和$计算仍较

复杂'!&(

(引进 ' 个大小均为 ! M#'- 的非负松弛矢

量3和4$使得 " :3_4$则式"!!#改写为

E12"354#

A(?(.
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7a

" 7#
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" =3:47&$
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显然 "

!

+

3L4$由夹逼定理$当收敛到最小时$

"

!

:3L46因此最小化 3L4等价于最小化

"

!

6再次观察式"!'#$此时目标函数与约束均为

凸的%线性的$这是一个标准的凸线性规划问题(

'#主对偶内点法

目前求解线性规划问题有如下 $ 种方法!内点

法%单纯形法%主动集法%信赖域法(由于约束条件中

同时存在等式约束与边界约束$所以信赖域法不可

用(另外$内点法在众多测试中表现良好'!!(

$所以本

文采用内点法(为了进一步提高性能$选择主对偶内

点法'!&(求解(主对偶内点法的步骤可简述如下!

!# 将主问题转化为对偶问题&

'# 利用拉格朗日函数法$包含主问题与对偶问

题$得到一个无约束优化问题&

+# 对无约束优化问题求解$采用 ff)"f6=8A<%

f8<2%)89Z7=#条件$形成牛顿%拉夫逊迭代方程&

$# 求解方程$得到主问题的解(

(#实验

采用主频 + Sij%内存 ' SX的KXY*$ 机$操作

系统为W120@DAn*$软件采用Y6?>6C '&!&6$并借助

TB?1E1j6?1@2 )@@>C@U(实验从DDD(D7CA80@Z8(9@E下

载简单%中等%困难%恶魔 $ 个级别的数独问题各 P&&

例(对比算法采用约束规划法'+(与 '&&- 年发表在

KNNN信息论会刊上的 J12Z<@=2 法'!'(

$计算各种算

法的成功率与平均时间$列于表 '(

表 &#各种算法性能比较"运行 )"" 例#

)6C>7'.*7=/@=E62979@EB6=1A@2 @/01//7=72?6>3@=1?<EA

"P&& A6EB>7A#

难度
约束规划法'+(

J12Z<@=2法'!'( 本文算法

成功次数 时间cA成功次数 时间cA成功次数 时间cA

简单 $F- !Pg+$ P&& 'g+' P&& &g!'

中等 $'+ P'gF& P&& $g"! P&& &g!$

困难 $+- PPg#- P&& "g## P&& &g!+

恶魔 +P- P-g+' $-F !&g&P P&& &g!'

本文算法不仅成功率最高$且运算时间最短$这

归功于其只需求解一个 \*问题(另外$本文算法运

算时间几乎与数独难度无关$而其余算法则随着难

度的上升$耗时明显升高(从各个难度中选择一个典

型例子示于图 +$其中黑色粗体表示提示$红色正体

表示求得的解"下同#(

图 +.本文算法求解结果

;13(+.e7A8>?A@/?<7B=@B@A70 6>3@=1?<E.

)#推广

提示数目小于 '& 的数独不仅稀少$而且求解异

常困难$采用本文算法对经典的 !-%H>87与 !F%H>87

数独问题进行测试$结果如图 $ 所示(

数独的最小 T

H

是 !#$更小就不能保证单一解(

从网站 <??B!

%

E6B>7?6(E6?<A(8D6(708(68下载! &&&

个 !#%H>87数独$采用本文方法求解(成功率为

F"g$G$平均计算时间为 &g!F# F A$计算时间的直方

图示于图 P(

P'
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图 $.对提示数目小于 '& 的数独求解

;13($.J80@Z8 A@>8?1@2A@/28EC7=9>87>7AA?<62 '&

图 P.! &&& 个 !#%H>87数独运行时间直方图

;13(P.i1A?@3=6E@/9@EB8?6?1@2 ?1E7@/! &&& !#%9>87A80@Z8A

对 !#%H>87数独$挑选两个典型成功案例及一个

失败案例$示于图 "(图 "9之所以失败$是因为不满

足eK*与 fSS条件(对给定的数独$如何进行快速

eK*%fSS分析$将是今后研究的内容(

图 ".!#%H>87成功与失败案例

;13(".J8997AA620 /61>96A7A@/!#%9>87J80@Z8A

*#结论

本文提出一种新的基于稀疏优化的数独求解策

略$将一个约束规划问题转化为凸线性规划问题(对

简单%中等%困难%恶魔级别的数独$本文算法达到

!&&G成功率(对理论上最严格最苛刻的 !#%H>87$也

有 F"g$G的成功率(更重要的是$该算法耗时极短$

且耗时与数独难度无关(未来可尝试将该算法与其

他算法混合$使其既保证 !&&G的成功率$又能大幅

缩短时间(

不少工程问题可以用下列模型表示!约束规划%

整数规划%或 & 范数优化'!+%!$(

(本文的数学意义在

于$对这些难以求解的模型$提出一种基于稀疏优化

的变换策略$将其转化为容易求解的凸线性规划

问题(
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ì,RSm80@23$7?6>(,2@V7>A80@Z8 A@>V123E7?<@0 C6A70 @2 AB6=A7@B?1E1j6?1@2(



=1@=%B@12?>1276=B=@3=6EE1236>3@=1?<E/@=Y*H'H(

%

*=@9770123A@/?<7$F?< KNNNH@2/7=7297@2 Q791A1@2

620 H@2?=@>$]@12?>ID1?< ?<7'&&- 'F?< H<127A7H@2?=@>

H@2/7=7297$'&&-!+P!%+P"

'!!(.fD@2 TY$*6=Z ]i(Q7>6I%07B72072?A?6C1>1?I/@=82%

97=?612 97>>8>6=278=6>27?D@=ZAD1?< 01A9=7?7620 01A?=1C%

8?7?1E7%V6=I12307>6IA']((]@8=26>@/?<7;=62Z>12 K2A?1%

?8?7$'&&F$+$P"##!#""%##F

'!'(.Y@@2 )f$S82?<7=]i$f8B12 ]](J12Z<@=2 A@>V7AA80@%

Z8']((KNNN)=62A69?1@2A@2 K2/@=E6?1@2 )<7@=I$'&&-$

PP"$#!!#$!%!#$"

'!+(.张煜东$吴乐南$王水花$等(一种基于神经网络的遥

感图像压缩编码']((南京信息工程大学学报!自然科

学版$'&&-$!"!#!F'%FF
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