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基于输出估计的多输入系统随机梯度估计算法

丁锋$

摘要

对于输出误差模型描述的多输入单

输出系统&辨识的困难在于辨识模型信

息向量中包含系统未知输出量!真实输

出或无噪输出"&以致标准辨识算法无法

应用&提出了利用输出估计代替系统真

实输出的辨识思想&即通过估计模型预

测!估算"系统输出&利用这个估计输出

来递推计算系统参数&进而提出了基于

输出估计的随机梯度辨识算法&并研究

了算法的收敛性&给出了仿真例子&
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""丁锋&男&博士&教授&博士生导师&主要从

事系统辨识%过程建模%自适应控制方面的研

究&T*0+L. 0̂?+L+?+&3*/&4+

$ 江南大学 物联网工程学院&无锡&!$:$!!

=>引言

P+2)(*/420(+

""!%%7 年&西安交通大学万百五)$*教授在#控制理论与应用$上撰

文#控制论创立六十年$&综述了控制论提出 #% 年来的光辉发展历

程&包括历史遭遇%对哲学引起的变革,更新了它的定义并归纳了它

的方法论,对控制论的形成及其奠基人之争发表了看法&对控制论的

推广%应用及其未来进行了评论,充分肯定了控制论在社会和经济发

展中的贡献&也说明了控制理论对综合国力提升的重要性)!*

&现代宇

航升天%太空探索&高集成度计算机芯片的生产和广泛应用&无不说

明控制科学的辉煌成就与贡献&

系统建模与模型辨识!模型参数估计"是一切控制问题的基础&

大千世界每一事物都有其运动规律&不同学科领域的研究对象&

其运动规律用方程描述&就是数学模型&因此&可以说不同学科的发

展过程就是建立它的数学模型的过程)9*

&系统辨识是研究建立!动

态"系统数学模型的理论与方法&

辨识输入信号的设计&系统辨识新方法的提出&辨识方法的性能

分析!辨识精度&参数估计收敛速度&辨识算法的收敛性" 是辨识领域

的三大基本研究课题):*

&

系统辨识的基础是最小二乘原理&最小二乘方法可以追溯到 $7

世纪末&德国数学家高斯在观测和计算天体运行的轨道时提出的&基

本原理是极小化误差平方和准则函数&最小二乘方法后来被广泛用

于系统辨识领域&随着电子计算机的普及&系统辨识方法!参数估计

方法"有了飞速的发展)9&5*

&

数学建模有很长的历史&但是形成系统辨识学科才几十年的历

史&有关论述系统辨识的重要著作有东南大学冯纯伯等)#*的#自适应

控制$&清华大学方崇智等)5*的#过程辨识$&澳大利亚学者 _((*'0+

等)8*的#E*?=20X3 0̀@23)0+L&G)3*0420(+ ?+* B(+2)(@$&瑞典学者 >̂/+L

)7*

的#IV123UP*3+20T04?20(++FJ3()VT()2J3Y13)$以及本文作者即将出版的

#系统辨识理论与方法$

)9*

&

最近几十年&系统辨识在理论和应用上都得到了很大发展&许多方

法相继问世&如最小二乘辨识方法%增广最小二乘辨识方法%广义增广

最小二乘辨识方法);6$%*以及投影辨识方法%随机梯度辨识)8&7&$$6$9*

%极大

似然辨识方法)5*等&近年来&本文作者提出了一些原创性辨识方法&如



""""辅助模型辨识方法)$:6$7*

%多新息辨识方法):&$;6!:*

%递阶

辨识方法)!56!;*

%迭代辨识方法)9%69!*

%多变量系统的耦

合辨识方法)99*等&这些新型的系统辨识方法都发表

在国内外重要学术学术期刑上&如 #E/2(U?204?$%

#PHHHF)?+1?420(+1$%#C0L02?@I0L+?@G)(43110+L$%#自

动化学报$%#控制理论与应用$等&这些对丰富和推动

系统辨识学科的发展有重要作用&

系统辨识方法源于一种思想&例如&辅助模型辨

识方法是利用辅助模型的输出代替系统的不可测真

实输出!无噪输出"&多新息辨识方法是通过扩展新

息长度&递阶辨识方法是借助于辨识模型分解和辨

识算法协调原理等&

本文将借助于线性回归模型的多新息辨识理

论);*

&通过堆积系统输出%堆积信息矩阵&以及使用

未知输出估计的思想&来研究多输入单输出系统的

辨识问题&提出了基于输出估计的多新息随机梯度

辨识算法&这是对基于辅助模型的多输入单输出系

统多新息最小二乘辨识方法的发展)9:*

&

?>问题构成
G)(-@3UT()U/@?20(+

""考虑下列状态空间模型描述的多输入单输出

系统)9:*
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""假设系统阶次为 (,系统输入.-

;

!F"/通常是由

计算机产生的%也是已知的,系统真实输出 H

%

!F"是

未知的&它的测量值H!F"包含了一个零均值量测白

噪声T!F"&即

H!F" bH

%

!F" aT!F"P !9"

""方程误差模型!BEOQEOe"和 BEODEQEODEe

模型的参数估计问题&在辨识领域得到较多的研

究)9&867*

&而多输入系统输出误差模型!!"%!9"不同

于多输入系统EOe模型

0!<"H!F" Q

#

G

;Q$

8

;

!<"-

;

!F" ST!F"&

所以标准辨识算法不能直接用于估计模型!!"%!9"

的参数&模型!!"%!9"可以化成一个特殊的多输入

单输出BEODEQEODEe模型+
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""尽管有许多方法&包括增广最小二乘算法)5&867*

能够用来估计这个模型的参数&但是需要估计更多

的参数&因为这个EODEe模型比模型!!"%!9"多 (

个参数!多项式"!<"的系数"&算法的计算量加大P

通常的做法是把模型写为形式
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进行辨识&这种思想可扩展为本文的方法&本文的目

标就是利用输入输出测量数据.-

$
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!F"&H!F"/&提出一个计算有效的辨识方法来估计模

型!!"%!9"的参数!
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"&并研究算法的性能&

许多出版物研究了 EOe和 EODEe模型辨识

算法的性能&然而 很少研究输出误差模型辨识算法

的收敛性问题&输出误差模型辨识的困难在于辨识

模型信息向量中存在系统未知真实输出!也称无噪

输出"&而本文正是提出基于未知输出估计的系统参

数辨识算法&它的基本思想是通过估计模型预测!估

算"系统输出&再利用这个估计输出来递推计算系统

参数&并研究提出算法的性能&

A>算法推导
FJ3*3)0X?20(+ (T?@L()02JU

""为了下面的叙述方便&先定义一些符号+

*

!

!F"

为F时刻参数向量
!

的估计,?

(

是一个元均为 $ 的 (

维列向量,上标 F表示矩阵转置, +

!

Q2))++

F

*

!7:

丁锋&基于输出估计的多输入系统随机梯度估计算法&
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表示矩阵的范数,
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""从式!!"和!9"可以得到辨识模型+

H

%

!F" b

"

F

!F"

!

&H!F" b

"

F

!F"

!

aT!F"P !:"

""令C是数据长度!C
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""进一步
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B>算法性能分析
G3T()U?+43?+?@V101(T2J3?@L()02JU

""定理"对于系统!:"或!#"和算法!;"1!$#"&
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假设 .T!F"&!
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/是定义在概率空间.
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鞅收敛定理是研究辨识算法的一个重要工

具)8*

&鞅收敛定理相当于 >V?=/+(X稳定性理论在随

机系统中的应用)95*

P文献)!#W!8*已经用它研究了

多变量系统递阶辨识方法的收敛性P这里通过构造

一个鞅过程&进而用文献)!:&9#*的方法&利用鞅收

敛定理来证明这个定理P

证明"定义参数估计误差向量(

!

!F"&新息向量

3!F"和残差向量
&

!F"如下+

(

!

!F"+ b

*

!

!F" d

!

, !$;"

3!F"+ b1!F" d

*

%

!F"

*

!

!Fd$", !!%"

&

!F"+ b1!F" d
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由式!;"和!$;"可得
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式!!:"取范数&并使用式!!9"和!!:"可得
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式!!:"两边转置后&右乘以 *

%

F

!F"4

d$

!F"2!F"可得
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*

%

F

!F"4

d$

!F"2!F" a

)3!F" d2!F" a2!F"*

F

*

%

!F"

*

%

F

!F"

G!F"

4

d$

!F"2!F" b

(

!

F

!Fd$"

*

%

F

!F"4

d$

!F"2!F" a

)3!F" d2!F"*

F

*

%

!F"

*

%

F

!F"

G!F"

4

d$

!F"2!F" a

2

F

!F"

*

%

!F"

*

%

F

!F"

G!F"

4

d$

!F"2!F"P !!5"

于是有

(
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(
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""根据
&

!F"的定义&参考文献)!:*中引理的证

明&不难得到

"0!<")
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!F" d2!F"* bd

*

%

!F"

(

!

!F" b

(

1!F"P!!8"

因为0!<"是严格正实的&利用文献)8*附录 B离散

正实引理可知下列不等式成立+

E!F"+ Q

#

F

;Q$

!

(

1

F

!;"4

R$
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上式两边对 !

Fd$

取条件期望&利用不相关假设和

!E$" d!E!"可得

""H)B!F" !
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上式右边第 ! 项从Fb$ 到 Fb

<

的和是有限的)!:*

P

上式应用鞅收敛定理!见文献)8*中 >3UU?C&5i9"

可以得出结论 B!F"收敛于于一有限随机变量
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由式!!7"和 E!F"的定义&不难得到

:7:

丁锋&基于输出估计的多输入系统随机梯度估计算法&
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因为4!F"
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使用j)(+34[3)引理!见文献)8*中 >3UU?C&5i5"

可得
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因为0!<"是严格稳定的&应用文献)8*中>3UU?\&

9i9 于式 !!8"&并利用上式可得
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""式!!7"说明算法给出的参数估计误差一致有

界&这并不要求强持续激励条件!09"成立P下面证

明估计误差 (
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由式!;"和!!%"可得
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""根据级数余项引理!文献)9#*中>3UU?$"以及

式!!;"可知&当F
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%&证毕P

与最小二乘算法相比&基于输出估计的多新息

梯度算法!;"1!$#"有较小的计算量&但是它的收

敛速度慢P为了提高算法的跟踪性能&在算法中引入

一个遗忘因子
$

&得到基于输出估计的多新息遗忘

因子随机梯度算法&简称基于输出估计的多新息遗

忘梯度算法+
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当
$

b$ 时&上述算法就是基于输出估计的多新息梯

度算法,当
$

b%&上述算法就是基于输出估计的多

新息投影算法P

C>仿真试验
I0U/@?20(+ 2312

""下面通过一个例子来说明提出算法的有效性P

考虑 ! 输入 $ 输出系统+
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仿真时&.-

$

!F"/和.-

!

!F"/采用零均值%单位方差%

不相关持续激励信号序列&.T!F"/采用零均值方差

为
'

!

b%i!%

! 的白噪声序列P应用提出的算法估计

这个系统的参数&不同遗忘因子下的参数估计和估

计误差如表 $ 所示&参数估计误差
!

+ b

*

!

!F" d

!

U

!

随F变化曲线如图 $ 所示P

从表 $ 和图 $ 可以看出+当遗忘因子较小时&算

法的跟踪性能快&但参数估计波动厉害&因此&一个

折中方案是在算法起始阶段选择较小的遗忘因子&

图 $"不同遗忘因子时参数估计误差随F变化曲线

0̀L&$"FJ33120U?20(+ 3))()1'02J *0TT3)3+2
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X3)1/1F

随后增加遗忘因子直到趋于 $&就可取得较快的暂态

跟踪性能&又可保证一定稳态精度&对于适当的遗忘

因子&参数估计精度是令人满意的&

表 ?>参数估计及其误差!
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F>结束
B(+4@/10(+1

""针对输出误差模型描述的多输入单输出系统&

提出了一个基于输出估计的多新息随机梯度辨识方

法&基于鞅收敛定理的算法收敛性分析表明+在一定

条件下&提出的算法能够给出一致参数估计&仿真例

子证实了提出的收敛性定理&

参考文献
O3T3)3+431

) $ *"万百五&控制论创立六十年)]*&控制理论与应用&!%%7&!5

!:"+5;86#%!

lEN\?0'/&I0,2VV3?)1(T4V-3)+3204110+43T(/+*0+L)]*&B(+6

2)(@FJ3()V?+* E==@04?20(+1&!%%7&!5!:"+5;86#%!

) ! *"廖晓昕&综合国力非线性扩散模型稳定性分析)]*&南京信息

工程大学学报+自然科学版&!%%;&$!9"+!:86!5$

>PEAe0?(,0+&I2?-0@02V?+?@V101(T+(+@0+3?)*0TT/10(+ U(*3@*36

14)0-0+L4(U=)3J3+10X3+?20(+?@=('3))]*&](/)+?@(TN?+ 0̂+LY6

+0X3)102V(TP+T()U?20(+ I403+43ZF34J+(@(LV+N?2/)?@I403+43H6

*020(+&!%%;&$!9"+!:86!5$

) 9 *"丁锋&系统辨识理论与方法)D*&北京+电力出版社&!%$$

CPN_ 3̀+L&IV123U0*3+20T04?20(+ 2J3()V?+* U32J(*1)D*&\306

0̂+L+BJ0+?H@342)04G('3)G)311&!%$$

) : *"丁锋&萧德云&丁韬&多新息随机梯度辨识方法)]*&控制理论

与应用&!%%9&!%!#"+78%678:

CPN_ 3̀+L&ePEAC3V/+&CPN_F?(&D/@2060++(X?20(+ 12(4J?1204

L)?*03+20*3+20T04?20(+ U32J(*1)]*&B(+2)(@FJ3()V?+* E==@04?6

20(+&!%%9&!%!#"+78%678:

) 5 *"方崇智&萧德云&过程辨识)D*&北京+清华大学出版社&$;77
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