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摘要

运用巴拿赫压缩映像原理讨论了一

类由微分方程描述的具有 C`̂ 逻辑的

基因调控网络平衡位置的存在唯一性&

并结合基因调控网络的实际背景&分析

了基因调控网络平衡位置的aYS]0,)X稳

定性&获得若干充分条件'
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=>引言

?,3*)+0531),

""随着生物信息学的飞速发展&基因调控网络的研究成为后基因

组信息学研究的主题之一&并已形成一个新的研究领域&它是数学%

信息学%计算机科学%分子生物学等多学科相互渗透形成的交叉学科'

基因表达实际上是细胞%组织%器官受遗传和环境影响的结果'

一个基因的转录由细胞的生化状态所决定&在一个基因的转录过程

中&一组转录因子作用于该基因的启动子区域&控制该基因转录&而

这些转录因子本身又是其他基因的产物'当一个基因通过转录%翻译

形成功能基因产物后&它将改变细胞的生化状态&从而直接或间接地

影响其他基因的表达&甚至影响自身的表达'多个基因的表达不断变

化&使得细胞的生化状态也不断地变化*&+

&也就是说&一个基因的表

达受其他基因的影响&而这个基因又会影响其他基因的表达&这种相

互影响%相互制约关系构成了复杂的基因表达调控网络'即所谓基因

调控网络也就是指BM>%@M>%蛋白质和其他一些小分子以及它们之

间的相互作用关系所构成的复杂系统'对基因调控网络的研究就是

从基因组的层次上揭示生命生长%运动的机理&通过研究可深层次地

理解生命活动的规律&所以基因调控网络的重要作用和性质使它逐

渐成为近年来系统生物学热点研究内容之一'

近年来&不同领域的专家学者借助各种工具&通过实验%数学%统

计等方法和手段&构造了不同类型的基因调控网络模型*!6&#+

&同时&基

因调控网络的应用研究也引起了许多学者的关注*&:6&8+

&展示了基因

调控网络在计算机算法%智能领域的应用前景'

基因调控网络本身作为一个复杂的网络&不仅具有实际背景&更

有广泛的应用前景&因此关于基因调控网络特性的研究显得尤为重

要&其中关于基因调控网络平衡位置的存在唯一性以及稳定性作为

基础特性之一&已被诸多专家研究&详见文献*&76!8+'

基因调控网络是一个描述两个主要的基因产物 V@M>和蛋白质

之间高度复杂的相互作用的动态生化系统&自然可以用动态系统来

建立基因调控网络模型'已经有一些计算模型被用来研究基因调控

网络的动态行为'如,DSY42网络模型*!76!$+

&<43*1网模型*9%69&+

&布尔模

型*9!699+和微分方程模型*8&9A69:+

'在微分方程模型中&变量是作为连续

值的V@M>和蛋白质等基因产物浓度&该模型得到了广泛的使用并



""""且出现了大量的研究成果*8&9#&9869$+

'本文将主要对由

微分方程描述的基因调控网络平衡位置的存在唯一

性和稳定性等性质进行分析和研究'
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移项并适当变形后可得算子K
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>,STY212)Z3H4aYS]0,)X23S.1T13YZ)*3H44c01T1.*16

0V])1,3)Z[4,4*4[0TS31), ,43()*\2

""定义 ?

*A9+一个实矩阵 #!'

*L

"

0[0

称为一个 $矩

阵&若下列条件满足,

&" '

**

X%!*P&&!&.&0"-'

*L

'

%!*

)

L-*&LP&&

!&.&0"-

!"

"

*

P

'

&&

. '

&*

0 0

'

*&

. '

**

X%&*P&&!&.&0T

与此定义等价的几个实用的 $矩阵的判别条

件分别为

#

T'

**

X%!*P&&!&.&0"-'

*L

'

%!*

)

L-*&LP

&&!&.&0"T#

Q&

*

%!即#

Q& 是一个非负矩阵"T

$

T'

**

X%!*P&&!&.&0"-'

*L

'

%!*

)

L-*&LP

&&!&.&0"&且存在一组常数6

L

X%!LP&&!&.&0"&

使得
"

0

LP&

6

L

'

*L

X (% 或
"

0

*P&

6

*

'

*L

X )% T

%

T'

**

X%!*P&&!&.&0"-'

*L

'

%!*

)

L-*&LP

&&!&.&0"T任给一组正数
#

P5)T!

%

&

&

%

!

&.&

%

0

"&方

程组#% P

#

有正数解
$

P5)T!

&

&

&

&

!

&.&

&

0

"T

&

T'

**

X%!*P&&!&.&0"-'

*L

'

%!*

)

L&*&LP

&&!&.&0"& Q#是一个E0*(13Q矩阵&即h#仅有负

实部特征值'

'

''

**

X%!*P&&!&.&0"-'

*L

'

%!*

)

L-*&

LP&&!&.&0"&矩阵

&P!1

*L

"

0[0

&1

*L

P

%& *PLP&&!&.&0-

'

*L

'

**

& *

)

L&"*&LP&&!&.&

{
0

的谱半径
$

!&" Z&T

仍考虑基因调控网络系统!&"&现在来分析平衡

位置O

*

PO

!

*

&B

*

PB

!

*

的全局稳定性和全局指数稳

定性T

将O

!

*

&B

!

*

代入式!&"&并与原式!&" 相减&并作平

移变换
+

O

*

PO

*

QO

!

*

&"

,

B

*

PB

*

QB

!

* &

则式!&"化为

879

学报,自然科学版&!%&%&!!#",97#69$&

I)0*,ST)ZMS,b1,[̀ ,1X4*213Y)Z?,Z)*VS31), C514,54S,+ K45H,)T)[Y,MS30*STC514,54L+131),&!%&%&!!#",97#69$&



O

/

*

PQ'

*

+

O

*

!M" R

"

0

LP&

V (
*L

1!B

L

!M"" Q1!B

!

L

)" &

B

/

*

PQ6

*

,

B

*

!M" RS

*

+

O

*

!M"

{
T

!8"

故研究式!&"的平衡位置 O

!

*

&B

!

*

的稳定性&就

变为研究式!8" 的平凡解!零解" 的稳定性问题T

仍令1

/

P20]

B

#

A

\1]\T

定理 @>若矩阵
(

P

#

&

!

&

"

&

'

( )
&

!0[!0

为$矩阵&

且谱半径
$

!

!

" f&&则式!8"的平衡位置全局指数

稳定T其中,

#

&

i+1S[!'

&

&'

!

&.&'

0

"-

!

&

i

h V

&&

1

/

h V

&!

1

/

j . h V

&0

1

/

j

h V

!&

1

/

h V

!!

1

/

. h V

!0

1

/

0 0 0

h V

0&

1

/

h V

0!

1

/

. h V

00

1

















/

-

'

&

i+1S[!6

&

&6

!

&.&6

0

"-

"

&

i+1S[! hS

&

& hS

!

&.& hS

0

"T

证明"因为
(

为 $矩阵&又矩阵
(

为 $矩阵

且与矩阵
!

的谱半径小于 & 是等价的&则根据定义

& 可得矩阵
'

的谱半径
)

!

'

" f&&故若能证明全局

指数稳定&便证明了系统 !8"的平衡位置存在且

唯一T

由
(

的 $矩阵性质&存在常数
!

*

X%&

"

*

X%

!*P&&!&.&0"&使得Q

!

*

'

*

R

"

*

S

*

Z%!*P&&!&.&

0"& Q

"

L

6

L

R

"

0

*P&

!

*

\V

*L

1

/

\Z%!LP&&!&.&0"T

作正定径向无界的aYS]0,)X函数

YP

"

0

*P&

!

*

\

+

O

*

\R

"

0

*P&

"

*

\

,

B

*

!M" \ !7"

沿式!8"的解&对Y求B1,1导数&便有

F

R

Y

!8"

(P

"

0

*P&

!

*

O

/

*

!M"/2[,

+

O

*

!M )"

(
R

"

0

*P&

"

*

B

/

*

!M"/2[,

,

B

*

!M )"

(
P

"

0

*P&

! (
*

Q'

*

+

O

*

!M"R

"

0

LP&

V (
*L

1!B

L

!M"" Q

1!B

!

L

) )" /2[,

+

O

*

!M )" R

""

"

0

*P&

"

*

!Q6

*

,

B

*

!M" RS

*

+

O

*

!M""/2[,

,

B

*

!M

( )
"

(

'

"

0

*P&

!

*

Q'

*

+

O

*

!M"/2[,

+

O

*

!M"

(
R

"

0

LP&

V

*L

!1!B

L

!M"" Q1!B

!

L

""/2[,

+

O

*

!M

) )"

(
R

"

0

*P&

"

*

!Q6

*

,

B

*

!M"/2[,

,

B

*

RS

*

+

O

*

!M"/2[,

,

B

*

!M )""

'

"

0

*P&

! (
*

Q'

*

+

O

*

!M" R

"

0

LP&

V

*L

1!B

L

" Q1!B

!

L

)" R

"

0

*P&

"

*

!Q6

*

\

,

B

*

!M" \R\S

*

+

O

*

!M" \"

'

"

0

*P&

!(
*

Q'

*

+

O

*

!M" R

"

0

LP&

V

*L

N1!

%

"!B

L

QB

!

L

)" R

"

0

*P&

"

*

!Q6

*

\

,

B

*

!M" \R\S

*

+

O

*

!M" \"

'

"

0

*P

(
&

Q

!

*

'

*

+

O

*

!M )" R

"

0

*P&

"

0

LP&

!

*

V

*L

1

/

,

B

L

!M" Q

"

0

*P&

"

*

6

*

,

B

*

!M" R

"

0

*P&

"

*

S

*

+

O

*

!M"

'

"

0

*P&

!Q

!

*

'

*

R

"

*

S

*

"

+

O

*

!M" R

"

0

*P&

Q

"

*

6

*

R

"

0

LP&

!

*

\V

*L

1

/

( )
\

\

,

B

*

!M" \

'

"

0

*P&

!Q

!

*

'

*

R

"

*

S

*

"

!

*

!

*

\

+

O

*

!M" \R

"

0

*P&

Q

"

*

6

*

R

"

0

LP&

!

*

\V

*L

1

/

\

"

( )
*

"

*

,

B

*

!M"

'

QV1,

&

'

*

'

0

Q

!

*

'

*

R

"

*

S

*

!

*

&

Q

"

*

6

*

R

"

0

LP&

!

*

\V

*L

1

/

\

"

[ ]
(

*

"

0

*P&

!Q

!

*

\

+

O

*

!M" \" R

"

0

*P&

"

*

,

B

*

!M )" , PQ

%

Y!M"&

故

Y!O!M"&B!M""

'

Y!O!M

%

"&B!M

%

""4

Q

%

!MQM

%

"

T !$"

其中&

%

PV1,

Q

!

*

'

*

R

"

*

S

*

!

*

&

Q

"

L

6

L

R

"

0

LP&

'

*

\V

*L

1

/

\

"

[ ]
*

T

表达式!$"说明式!8"的平凡解是全局指数稳定的T

从而式!&" 的平衡位置O

*

PO

!

*

&B

*

PB

!

*

全局指数

稳定'证毕'

推论 ?>若

'

*

XS

*

&"""

6

L

X

"

0

*P&

\V

*L

1

/

\

{
&

*&LP&&!&.&0&

779

陈少白&等'一类基因调控网络的定性分析'

OELMCHS).S1&43ST'W0ST13S31X4S,STY212)ZS[4,4*4[0TS3)*Y,43()*\'



则式!8"的平凡解全局指数稳定&从而式!&"的平衡

位置O

*

PO

!

*

&B

*

PB

!

*

为全局指数稳定'

推论 @>若

6

*

XS

*

&

'

*

X

"

0

*P&

\V

*L

1

/

\

{
&

*&LP&&!&.&0&

则式!8"的平凡解全局指数稳定&从而式!&"的平衡

位置O

*

PO

!

*

&B

*

PB

!

*

为全局指数稳定T

证明"推论 & 和推论 ! 的条件蕴含
(

为 $矩

阵&故结论成立T

定理 B>若存在
!

*

X%&

"

*

X%!*P&&!&.&0"&

使得矩阵& P

#

!

!

!

!

8

!

'

( )
!

负定&其中,

#

!

P+1S[!Q!

!

&

'

&

& Q!

!

!

'

&

&.& Q!

!

0

'

&

"-

!

!

P

!

&

V

&&

N1 R

"

&

S

&

!

&

V

&!

N1 .

!

&

V

&0

N1

!

!

V

!&

N1

!

!

V

!!

N1 R

"

!

S

!

.

!

!

V

!0

N1

0 0 0

!

0

V

0&

N1

!

0

V

0!

N1 .

!

0

V

00

N1 R

"

0

S













0

-

'

!

P+1S[!Q!

"

&

6

&

& Q!

"

!

6

!

&.& Q!

"

0

6

0

"T

且
-

M

M

%

(

VS-

!&!

%

""

]

+

%

.

Q

k

当M

.

R

(

k

或
-

M

M

%

(

VS-

!&!

%

""

]

+

%'

Q

)

!MQM

%

)" &则式!8"的平

衡位置O

*

PO

!

*

&B

*

PB

!

*

全局渐近稳定!全局指数稳

定"T其中&

(

VS-

&!M" 为负定矩阵&的最大特征值T

证明"做正定径向无界的aYS]0,)X函数

YP

"

0

*P&

!

*

+

O

!

*

R

"

0

*P&

"

*

,

B

!

*

T !&%"

沿式!8"的解对Y求导数&便有

+Y

+M

!8"

P

"

0

*P&

!

*

+

O

!

*

!M" R

"

0

*P&

"

*

,

B

!

*

!M

( )
"

]

P

"

0

*P&

!

*

!

+

O

!

*

!M""

]

R

"

0

*P&

"

*

!

,

B

!

*

!M""

]

P

"

0

*P&

!

*

!

+

O

*

!M" O

/

*

!M" R

"

0

*P&

"

*

!

,

B

*

!M" B

/

*

!M" P

"

0

*P&

!

*

!

+

O

*

!M"

Q'

*

+

O

*

!M"R

"

0

LP&

V

*L

!1!B

L

!M""Q1!B

!

L

( )
""

R

"

0

*P&

"

*

!

,

B

*

!M"!Q6

*

,

B

*

!M" RS

*

+

O

*

!M"" P

"

0

*P&

!

*

!

+

O

*

!M"

Q'

*

+

O

*

!M" R

"

0

LP&

V

*L

! N1/

,

B

L

!M

( )
""

R

"

0

*P&

"

*

!

,

B

*

!M"!Q6

*

,

B

*

!M" RS

*

+

O

*

!M"" P

"

0

*P&

Q!

!

*

'

*

+

O

!

*

!M" R

"

0

*P&

"

0

LP&

!

!

*

V

*L

N1/

+

O

*

!M"

,

B

L

!M" Q

"

0

*P&

!

"

*

6

*

,

B

!

*

!M" R

"

0

*P&

!

"

*

S

*

/

+

O

*

!M"

,

B

L

!M" P

+

O

&

0

+

O

0

,

B

&

0

,

B





















0

"

&

+

O

&

0

+

O

0

,

B

&

0

,

B





















0

' (

VS-

!&!

% [""

"

0

*P&

+

O

!

*

R

"

0

*P&

,

B

! ]*

N1

'

(

VS-

!&!

%

""

&

VS-

&

'

*

'

0

*

!

*

&

"

*

+

Y&

故有

""

(
Y O!M"&B!M

)
"

'

(
Y O!M

%

"&B!M

%

)
" 4-]

&

VS-

&

'

*

'

0

*

!

*

&

"

*

+

-

M

M

%

(

VS-

!&!

%

""+[ ]%T!&&"

故&当
-

M

M

%

(

VS-

!&!

%

""+

%

.

Q

k

!M

.

R

k

" 时&式!8"

的平凡解全局渐近稳定&从而式 !&" 的平衡位置

O PO

!

&BPB

! 全局渐近稳定T

当
-

M

M

%

(

VS-

!&!

%

""+

%'

Q

)

!MQM

%

" 时&式!8" 的

平凡解全局指数稳定&从而式!&" 的平衡位置 O P

O

!

&BPB

! 全局指数稳定T

故式!8"的平凡解全局渐近稳定!全局指数稳定"&

式!&"的平衡位置O

*

PO

!

&B

*

PB

!

*

全局渐近稳定!全

局指数稳定"T

注,运用定理 9 时&验证条件 &负定比较困难&

因为&中!

!

为函数矩阵T为克服这一困难&有

定理 C>若存在
!

*

d%&

"

*

d%&*i&&!&.&0&使得

下列矩阵+

&i

#

!

+

!

!

+

!

8

!

'

( )
!

负定&其中&#

!

&'

!

见定理 9&

/

!

!

i

20]

%#

A

j

!

&

V

&&

1]!

%

" F

"

&

Sj. 20]

%#

A

j

!

&

V

&0

1]!

%

"j

20]

%#

A

j

!

!

V

!&

1]!

%

"j . 20]

%#

A

j

!

!

V

!0

1]!

%

"j

0 0

20]

%#

A

j

!

0

V

0&

1]!

%

"j .20]

%#

A

j

!

0

V

00

1]!

%

" F

"

0

S

0















j

&

则式!8"的平凡解全局指数稳定&式!&"的平衡位置

O

*

iO

!

*

&B

*

iB

!

*

全局指数稳定T

证明"因为+

&为对称的数值矩阵&且负定T根据

矩阵对元素的连续依赖性&必存在 % Z

)0

&&使得

&

!

P

+

&R+1S[!

)

&

&

)

!

&.&

)

0

" 也是负定的T作径向

$79

学报,自然科学版&!%&%&!!#",97#69$&

I)0*,ST)ZMS,b1,[̀ ,1X4*213Y)Z?,Z)*VS31), C514,54S,+ K45H,)T)[Y,MS30*STC514,54L+131),&!%&%&!!#",97#69$&



无界的aYS]0,)X函数

/

Y!(&)" P

"

0

*P&

!

!

*

+

O

!

*

R

"

*

,

B

!

*

"4

)

M

T !&!"

沿式!8"对式!&!"求导得

+

/

Y

+M

'

+

O

&

0

+

O

0

,

B

&

0

,

B





















0

"

!&R+1S[!

)

&

&.&

)

!0

""

+

O

&

0

+

O

0

,

B

&

0

,

B





















0

4

)

M

P

\

+

O

&

\

0

\

+

O

0

\

\

,

B

&

\

0

\

,

B

0





















\

"

&

!

\

+

O

&

\

0

\

+

O

0

\

\

,

B

&

\

0

\

,

B

0





















\

4

)

M

'

%T !&9"

故

"

0

*P&

!

!

*

O

!

*

R

"

*

,

B

!

*

"4

)

M

'

"

0

*P&

!

!

*

O

!

*

!M

%

" R

"

*

,

B

!

*

!M

%

""&

从而

"

"

0

*P&

!

!

*

O

!

*

!M" R

"

*

,

B

!

*

!M""

'

Y!M

%

"4

Q

)

!MQM

%

"

T !&A"

估计式!&A"说明式!8"的平凡解全局指数稳

定&因此&式!&"的平衡位置O

*

PO

!

*

&B

*

PB

!

*

全局

指数稳定T证毕T

注,定理 A 的条件虽然加强了&但此时+

&为一个

数值矩阵&验证就较容易&且结论为全局指数稳定'

C>结论
O),5T021),

""基因调控网络是指生物内各个基因在表达过程

中相互制约%相互影响所形成的一个复杂网络&目

前&描述基因调控网络的模型有多种形式'本文研究

了由微分方程描述的具有 C`̂ 逻辑的基因调控网

络的性质&在较一般的条件下&证明了该网络存在唯

一的平衡位置&并给出了平衡位置是全局稳定的若

干充分条件'这些结论显示该基因调控网络存在全

局稳定的平衡位置'

参考文献
@4Z4*4,542

* & +"赵国屏'生物信息学* +̂'北京,科学出版社&!%%!

lE>N=0)]1,['D1)1,Z)*VS3152* +̂'D41b1,[,C514,54<*422&!%%!

* ! +"刘德培'后基因组时代全基因组调控网络研究*I+'中华医学

杂志&!%%#&7#!9:",!#!:6!#!:

a?̀ B4]41'C30+Y), 5)V]T434[4,)V4*4[0TS31), ,43()*\21, ])236

[4,)V15]4*1)+*I+'MS31),ST̂ 4+15STI)0*,ST)ZOH1,S&!%%#&7#

!9:",!#!:6!#!:

* 9 +"雷耀山&史定华&王翼飞&等'基因调控网络的生物信息学研究

*I+'自然杂志&!%%A&!: !&",86&!

aL?mS)2HS,& CE?B1,[H0S&G>M=m1Z41&43ST'@4X14(1,[3H4

230+Y)Z[4,4*4[0TS3)*Y,43()*\2Z*)V.1)1,Z)*VS3152*I+'MS30*4
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