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广义可逆环的性质
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摘要

引进了广义可逆环和拟 -4

(

环的概

念&并研究了它们的若干性质'证明了对

于;*S4,+P*1N环:&:是广义可逆环当且

仅当:+?,是广义可逆环-广义可逆环是

!7素环&拟 -4

(

环在满足一定条件时是

!7素环'
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""称环:为半交换环&如果对任意的 &&0

"

:&若 &0O%&则 &:0O%P

称环:为可逆环&如果对任意的 &&0

"

:&若 &0O%&则0& O%

+&,

P文献

+&Q9,研究了半交换环的一些性质&文献+#,对半交换环进行推广&并给

出了弱半交换环的定义P称环:是弱半交换环&如果对任意的 &&0

"

:&

当 &0O%时&有 &:0

#

#!:"P文献+6, 研究了可逆环的若干性质&文

献+J,提出了
!

Q可逆环和弱
!

Q可逆环的概念P称环:为
!

Q可逆环&如

果对任意的 &&0

"

:&若 &0O%&则0

!

!&" O%P称环:为弱
!

Q可逆环&

如果对任意的 &&0

"

:&若 &0是:的幂零元&则0

!

!&" 也是:的幂零

元&这里
!

是环:的自同态P文献+6, 证明了可逆环为半交换环&并指

出半交换环不一定是可逆环P文献+8, 继续对可逆环进行研究&提出

了强可逆环的概念P称环 :为强可逆环& 若对任意的 =!?"&

)!?"

"

:+?,&当=!?")!?" O%时&有 )!?"=!?" O%P文献+$,提出了

弱可逆环的概念&可以证明弱可逆环和弱半交换环是等价概念'

综上所述&已有许多作者围绕半交换环和可逆环做了研究'本文

将进一步研究关于环的元素可交换的性质&定义广义可逆环的概念'

称环:为广义可逆环&如果对任意的 &&0

"

:&若 &0O%&则0:& O%P

文中#

!

!:" O.;

"

:R;

!

O%/&8

:

!&"&;

:

!&"分别表示 &的左零化子

和右零化子&#!:" 表示:中的幂零元集合&K!:" 表示:的素根'

?>主要结果
=P1, *420Q32

""定义 ?>称环:为广义可逆环&如果对任意的 &&0

"

:&若 &0O

%&则0:& O%P

命题 ?>若环:为可逆环&则:为广义可逆环'

证明"设对任意的 &&0

"

:&若&0O%&由于:是可逆环&所以0& O

%&文献+6, 证明了可逆环为半交换环&所以0:& O%&:为广义可逆环'

据文献+6,&称环:为约化环&如果:中没有非零幂零元'

命题 @>约化环为广义可逆环'

证明"设:为约化环&如果 &0O%&&&0

"

:&则对任意的;

"

:&

!0;&"

!

O!0;&"!0;&" O0;!&0";& O%P由于:为约化环&所以0;& O

%&由;的任意性可得0:& O%&:为广义可逆环'""""



""定理 ?>下列命题等价*

&" :是广义可逆环-

!"

!

&̂

:是广义可逆环&

!

是由 :的中心正则

元构成的乘法封闭集'

证明"&"

$

!"'任取
!

&

""!

S&
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O+
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&&
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O

T

S&

0&+&T
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&&&0

"

:&若
!"

O%&有 +

S&

&T

S&

0O

!+

S&

T

S&

"&0O%&于是&0O%P因为:是广义可逆环&所

以对任意的;

"

:&0;& O%P这时对任意的
#

OM

S&

E

"

!

S&

:&M

"!

&E

"

:&有
"#!

O!T

S&

0"!M

S&

E"!+

S&

&" O

!T

S&

M

S&

+

S&

"!0E&" O%&因此
!

S&

:是广义可逆环'

!"

$

&"'显然'

容易证明*

命题 A>广义可逆环的子环和直积是广义可逆环'

称环:是-6

9

环&对任意的 &&0&E

"

:&若 &0EO

%&则0E& OE&0O%

+9,

P

命题 B>-6

9

环是广义可逆环'

证明"设:是-6

9

环&如果 &0O%&&&0

"

:&则

对任意的;

"

:&&0;O%&所以0;& O%&环:为广义

可逆环'

定理 @>下列命题等价*

&" :是广义可逆环-
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H:"O%P

证明"&"

$

!"'任取1

"

;

:

!&" O.?

"

:R&?O

%/&有 &1O%&由:是广义可逆环&有1:& O%&所以

1

"

8

:

!:&"&;

:

!&"

#

8

:

!:&"P同理可证 8

:

!0"

#

;

:

!0:"P

!"

$

&"和 9"

$

&"是显然的'

&"

$

9"'H:"O

%

有限个

0

,

;

,

&

,

&因为对任意的 &

"

"&

0

"

H&如果 &0O%&则0;& O%&;

"

:&所以H:"O%P

据文献+&,&称环 :为 ;*S4,+P*1N环&如果对任

意两个多项式=!?" O&

%

U&
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?U0 U&
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%&,O&&0&1&>O&&0&(P

定理 A>对于;*S4,+P*1N环:&下列命题等价*

&" :是广义可逆环-

!" :+?,是广义可逆环'

证明"& "

$

! "'若 =!?" O

%

1

,O%

&

,

?

,

&)!?" O

%

(

>O%

0

>

?

>

"

:+?,&且=!?")!?" O%&由于:是;*S4,7

+P*1N环&所以 &

,

0

>

O%&又因为:为广义可逆环&故对

任意的 ;

"

:&0

>

;&

,

O%& 于是对任意的 @!?" O

%

L

VO%

E

V

?

V

&)!?"@!?"=!?" O%&:+?, 是广义可逆环'

!"

$

&"'若 &0O%&&&0

"

:&不妨设=!?" O&?&

)!?" O0?&=!?")!?" O%&对任意的@!?" O;?&;

"

:&由于:+?, 是广义可逆环&所以 )!?"@!?"=!?" O

%&由:的;*S4,+P*1N性和;的任意性知0;& _%&环:

为广义可逆环'

给定一个环:和一个!:&:"双模W&B O.!;&?"

R;

"

:&?

"

W/ 按照对应分量相加和如下定义的乘

法做成一个环*!;
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!
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!

"

"

BP我们称环 B为:通过W的平凡

扩张&记作 B O:

&

WP

定理 B>若:为约化环&则:的平凡扩张:

&

:

为广义可逆环P

证明" 任取!;

&

&;

!

"&!;X

&

&;X

!

"

"

:

&

:&如果

!;

&

&;

!

"& !;X

&

&;X

!

" O !;

&

;X

&
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&
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!
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!
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&

" O%& 即

;

&

;X

&

O%&

;

&

;X

!

U;

!

;X

&

O%

{
P

由于约化环为半交换环&我们将

第二式等号的两端右乘 ;X

&

& 有 ;

!

;X

&

;X

&

O %&

!;

!

;X

&

";

!

;X

&

O%&进而;

!

;X

&

O%&由命题!知约化环为

广义可逆环&所以对任意的!;&C"

"

:

&

:& !;X

&

&
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!

"!;&C"!;

&
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!

" O!;X

&

;;

&

&;X

&

;;

!

U;X

&

C;

&

U;X

!

;;

&

" O

%P所以:

&

:为广义可逆环'

定理 C>若 :是 -6

9

环&4是 :的左零化子&则

:Y4为广义可逆环P

证明"任取;

&

U4&;

!

U4

"

:Y4&且!;

&

U4"!;

!

U

4" O%&则;

&

;

!

"

4&此时对任意的;

"

:&;

&

;

!

;O%&由

于 :是-6

9

环&所以;

!

;;

&

O%&;

!

;;

&

U4O4&:Y4是广

义可逆环'

定理 D>广义可逆环为;.4Q环'

证明"设环:为广义可逆环&任取7

"

:&且7

!

O

7&有7!;S7;" O%&!;S7;"77O%&!;S7;"7O;7S

7;7O%&;7O7;7P再者&!;S;7"7O%&77!;S;7" O7;S

7;7O%&7;O7;7&所以7;O;7&:为P.4Q环'

在文献+$,中&称环 :为弱可逆环&若对任意的

&&0&;

"

:&当 &0O%时&必有:0;&是:的诣零左理

想!等价地&0;&:是:的诣零右理想"'

命题 C>对于广义可逆环:&有

&" 对于任意的 &

"

:&若 &

!

O%&则 &:&:&

#

#

!

!:"-

!" 对于任意的 &&0

"

:&若 &0O%&则:&0&:0&&

&0:&0&:

#

#

!

!:"-

9" :是弱可逆的'

%:!

王尧&等'广义可逆环的性质'
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证明"&" 因为 &

!

O%&则 &:& O%&故 &:&:O

%&:&:& O%&所以:&&&:

#

#

!

!:"P

!" 若 &0O%&则!&0"

!

O%&!0&"

!

O%&由&"得

&0:&:&0&0&:&:0&

#

#

!

!:"P

9" 若 &0O%&则对任意的 ;

"

:&有!0;&"

!

O

0;&0;& O%&由 &" 知0;&

#

#

!

!:"&:为弱可逆的'

定理 E>设环:是环:

&

&:

!

&0&:

(

的直和&则:

是广义可逆环
'

:

,

是广义可逆环P

证明"'

$

(P设 &

,

&0

,

"

:

,

满足 &

,

0

,

O%&令 & O

!%&0&%&&

,

&%&0&%"&0O!%&0&%&0

,

&%&0&%"&,O&&

0&(&均有 &0O%&由:是广义可逆环&所以有0:& O

%&从而有0

,

:&

,

O%&,O&&0&(&所以:

,

为广义可逆

环&,O&&0&(P

'

(

(P设 &&0

"

:&满足 &0O%&令 & O!&

&

&&

!

&

0&&

(

"&0O!0

&

&0

!

&0&0

(

"&&

,

&0

,

"

:

,

&则有 &

,

0

,

O%&

,O&&0&(P由于:

,

为广义可逆环&所以有0

,

:&

,

O%&

,O&&0&(&从而对任意的 ;O!;

&

&;
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"
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0;& O!0

&

;

&

&

&

&0

!

;

!

&

!

&0&0

(

;

(

&" O%&,O&&0&(&所

以0:& O%&:为广义可逆环'

广义可逆环的子环是广义可逆环&又环的亚直

和是直和的子环&所以有下面的结果*

定理 F>有限个广义可逆环的亚直和是广义可

逆环'

例 ?>设 B为约化环&:
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容易证明:
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由于 B 为约化环&所以

0

&

&

&

O%P又约化环为半交换环&在第二式右乘 &
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因为约化环为半交换环&所以0
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为
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一般不为 %&故:
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不

一定是广义可逆环'

此例说明在一般情况下&广义可逆环的和未必

是广义可逆环'

称:中的任意三个元满足轮换条件&如果对任

意的 &&0&E
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:&&0E_E&0_0E&P

定理 G> 4

&
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!

为环:理想&若4
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中任意三个

元满足轮换条件&4
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&

U0

&

"

"

4

&

)

4

!

&且+!&

!

U0

!

"

!& U0"!&

&

U0

&

",

!

O%&已知4

4

)

4

!

为约化环&故!&

!

U

0

!

"!& U0"!&

&

U0

&

" O%&由 &&0的任意性知!&

!

U

0

!

"!4

&

U4

!

"!&

&

U0

&

" O%&4

&

U4

!

为广义可逆环'

定理 ?=>设 :是环&4是 :的一个 <4+054+ 理

想&如果:Y4是广义可逆环&则:是广义可逆环'

证明"设 &&0

"

:&且 &0O%&则由:Y4是广义可

&:!
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逆环&得0:&

#

4&4

*

!0:&"

!

O%&又因为4是<47

+054+理想&所以0:& _%&:为广义可逆环'

由文献+&%,&设 !B&

+

" 是偏序集&称!B&

+

"

是;*31,的&如果 B 中元素的任意严格降链是有限

的P称!B&

+

" 是HP**)(的&如果 B 中任意两个不可

比较的元素构成的子集是有限的'

下面的定义见文献+&!,'

设 !B&

+

" 是严格偏序幺半群!即!B&

+

" 是偏

序幺半群&且对任意的C&CX&L

"

B&若CZCX&则CULZ

CXUL"&:是环'记 ++:

B&

+

,, O.=*B

,

:R=是映射&且

20UN!=" 是;*31, 的和 HP**)(的/& 其中 20UN!=" O

.C

"

B R=!C"

-

%/&按分量加法++:

B&

+

,, 可构成

一个;.4Q加群P对任意的 C

"

B 和任意的 =&)

"

++:

B&

+

,,&记/

B

!=&)" O.!+&T"

"

B [BRCO+ UT&

=!+"

-

%&)!T"

-

%/P由文献+&&, 知/

B

!=&)" 是有

限的&因此可定义如下的乘法运算 !=)"!C" O

%

!+&T"

"

/

B

!=&)"

=!+")!T"P按照上述加法和乘法运算&

++:

B&

+

,, 构成一个环&称为广义幂级数环'

一个幺半群 B称为挠自由的&如果满足条件*若

C&L

"

B&且V

.

&&使VCOVL&则COLP元素L

"

B是

可消的&如果LUCOLUCX!C&CX

"

B" 能推出COCXP

称幺半群 B是可消的&如果它中的每个元素都是可

消的P称:是 BQ;*S4,+P*1N环&如果=&)

"

++:

B&

+

,,

满足=) O%&则对任意的 +&T

"

B&有=!+")!T" O%P

定理??>设!B&

+

"是严格偏序幺半群&:是 B7

;*S4,+P*1N环&则 ++:

B&

+

,, 是广义可逆环当且仅当

:是广义可逆环'

证明"'

(

('假设 :是广义可逆环&且 =&)

"

++:

B&

+

,, 使得=) O%&因为:是 B7;*S4,+P*1N环&所

以对任意的 +

"

20UN!)"&T

"

20UN!="有=!T")!+" O

%&又 :是广义可逆环& 故对任意的 C

"

B&@

"

++:

B&

+

,,&)!+"@!C"=!T" O %& 有 !)@="!C" O

%

!+&T"

"

/

B

!=&)"

)!+"@!C"=!T" O%&故++:

B&

+

,,是广义可逆环'

'

$

('如果 ++:

B&

+

,, 是广义可逆环&则:是广义

可逆环&这是因为广义可逆环的子环是广义可逆环'

命题 D>如果:是约化环&则

%O

&

&

&

!

&

9

0 &

(S&

&

(

% &

&

&

!

0 &

(S!

&

(S&

% % &

&

0 &

(S9

&

(S!

1 1 1 1 1

% % % 0 &

&

&

!

% % % 0 % &





















&

是广义可逆环P其中 &

,

"

:&,O&&!&0&(!(

.

9"P

证明"若对任意的

!O

&

&

&

!

&

9

0 &

(S&

&

(

% &

&

&

!

0 &

(S!

&

(S&

% % &

&

0 &

(S9

&

(S!

1 1 1 1 1

% % % 0 &

&

&

!
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







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









&

&
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0

&

0

!

0

9

0 0

(S&

0

(

% 0
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0

!

0 0

(S!

0
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0 0

(S9

0

(S!
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&

0

!
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





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





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&

"

I&!"O%&

由文献+9, 定理 !]& 证明过程&可以知道 I是可逆

环&所以I为广义可逆环'

环:称为 !Q素的&如果#!:" OK!:"

+9,

P

定理 ?@>:是广义可逆环&则:是 !7素环'

证明"我们只需证明#!:"

#

K!:"!(

.

!" 即

可P设:是广义可逆环&任取 &

"

#!:"&存在正整数

L

.

!&使得&

L

O&&

LS&

O%P由于:是广义可逆环&所以

&

LS&

:& O%&即对任意的;

"

:&&

LS&

;& O%P要证 &

"

K!:"&我们不妨用反证法&假设 &

/

K!:"&必存在:

的一个素理想K&使得 &

/

K&由素理想的定义知道&

如果 &&0

/

K&则 &0

/

K&又 &

LS&

;& O%

"

K&故

&

LS&

;

"

K&;是:中的任意元&则存在;X

"

:eK&这时

有 &

LS&

"

K&即 &

LS!

&

"

K&&

LS!

"

K&继续下去&我们发

现 &

"

K&与假设矛盾P所以 &

"

K!:"&#!:"

#

K!:"&从而:是 !7素环'

在文献+&!,中&称环:满足-4

(

性质!简称为:

是 -4

(

环"& 对任意的 &

&

&&

!

&0&&

(

"

:& 如果

&

&

&

!

0&

(

O%&则 &

&

:&

!

:0:&

(

O%P

文献+&!,将半交换环进行推广&提出了 -4

(

环

的概念&并对其性质做了系统的研究P显然 -4

!

环与

半交换环是一致的P自然地&我们可以将广义可逆环

进行推广&提出拟-4

(

环的概念'

定义 @>称环:满足拟-4

(

性!简称:为拟-4

(

环"&如果对任意的 &

&

&&

!

&0&&

(

"

:&(

.

!& 若

&

&

&

!

0&

(

O%&则 &

(

:&

(S&

:0:&

&

O%P

容易证明*

命题 E>拟-4

(

环类对子环和直积封闭'

定理 ?A>如果 "

&

&"

!

&0&"

(

是 :的非空子集&

!:!

王尧&等'广义可逆环的性质'
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(

.

!&则下面命题等价*

&" 设:满足拟-4

(

性-

!" 如果"

&

"

!

0"

(

O%&则"

(

:"

(S&

:0:"

&

O%P

证明 "&"

$

!"P假设对于任意的 &

,

"

"

,

&有

&

&

&

!

0&

(

O %& 由于 :满足拟 -4

(

性& 所 以

&

(

:&

(S&

:0:&

&

O %& 从 而 "

(

:"

(S&

:0:"

&

O

%

&

,

"

"

,

&

(

:&

(S&

:0:&

&

O%P

!"

$

&"'显然'

定理 ?B>设 B是挠自由可消去群&

+

是 B 上的

严格偏序& :是 B7;*S4,+P*1N环&且 (

.

9& 则

++:

B&

+

,, 是拟-4

(

环
'

:是拟-4

(

环P

证明"'

(

('假设:是拟-4

(

环&且=

&

&=

!

&0&=

(

"

++:

B&

+

,,&使得=

&

=

!

0=

(

O%&由文献+&&, 命题 9]!

知&对任意的 +

,

"

20UN!=

,

"!,O &&!&0&("& 有

=

&

!+

&

"=

!

!+

!

"0=

(

!+

(

" O%&又因为:是拟-4

(

环&有

=

(

!+

(

":=

(S&

!+

(S&

"0:=

&

!+

&

" O%& 而对任意的 )

!

&

)

9

&0&)

(

"

++:

B&

+

,, 和任意的C

"

B&有

!=

(

)

(

=

(S&

)

(S&

0)

!

=

&

"!C" O

%

!+

(

&T

(
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(S&

&T

(S&

&0&+

&

&T

!

"
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(

!+

(
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(

!T

(
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(S&

!+

(S&
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(S&

!T

(S&

"0

)

!

!T

!

"=

&

!+

&

" O%&其中&

!+

(

&T

(

&+

(S&

&T

(S&

&0&+

&

&T

!

"

"

/

B

!=

(

&)

(

&=

(S&

&)

(S&

&0&=

&

&)

!

"&

于是=

(

)

(

=

(S&

)

(S&

0)

!

=

&

O%&因此

=

(

++:

B&

+

,,=

(S&

++:

B&

+

,,0++:

B&

+

,,=

&

O%&

故++:

B&

+

,, 是拟-4

(

环'

'

$

('显然'

定理 ?C>设:是拟-4

(

环&且 (

.

9&如果#!:"

中所有元的幂零指数中最大的为L&且 (

.

L&则:是

!7素环'

证明"我们只需证明#!:"

#

K!:"即可P任取

&

"

#!:"&存在正整数L

.

!使得 &

(

O&

L

O%P由于

环:是拟 -4

(

环&所以对任意的 ;

&

&;

!

&0&;

(S&

"

:&

&;

&

&;

!

0;

(S&

& O%&用反证法来证明 &

"

K!:"P假设

&

/

K!:"&必存在:的一个素理想K&使得 &

/

K&而

&;

&

&;

!

0;

(S&

& O%

"

K&所以 &;

&

&;

!

0;

(S&

&

"

K&由

;

,

!,O&&!&0&( S&" 的任意性知&存在 ;X

&

/

K&

&;

!

0;

(S&

"

K&依此类推&就有 &

"

K&得出矛盾P所以

&

"

K!:"&#!:"

#

K!:"&从而:是 !Q素环P
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