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基于ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ方程的基因调控网络的稳定性分析

罗琦１　袁焱１

摘要

基于ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ微分方程模型的
基因调控网络的稳定性问题，根据 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ稳定性理论，结合生物数学的相关
处理方法，得到了该基因调控网络平衡

位置的全局渐近稳定以及部分变元全局

渐近稳定、部分变元稳定的充分条件，最

后通过仿真实验证明了稳定性条件的有

效性．
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０　引言
Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　　基因调控网络（ＧｅｎｅｔｉｃＲｅｇｕｌａｔｏｒｙＮｅｔｗｏｒｋｓ，ＧＲＮ）是指 ＤＮＡ、
ＲＮＡ、蛋白质和其他一些小分子以及它们之间的相互作用关系所构成
的系统，它已经成为生物和生物医学研究的一个新领域．基因调控网
络分析的目的就是要建立调控网络的数学模型，通过数学模型来研

究基因之间的相互作用关系［１］．从本质上讲，基因调控网络是一个复
杂动力学系统，一些研究生物动力系统的方法为基因调控网络的动

态特性提供了强有力的工具［２］．
基因调控网络有两种基本的模型：布尔模型（或称离散模型）和

微分方程模型（或称连续模型）．布尔模型用０、１状态来描述每个基
因的活性，开或者关，基因的状态是由基于其他相关基因状态的布尔

方程决定的．在微分方程模型中，信使 ＲＮＡ和蛋白质（基因产物）的
浓度以连续变量的形式被描述．近年来，基因调控网络以微分方程的
形式得到了很好的研究［３］．文献［４］提出了基于调控方程 ＳＵＭ逻辑
的非线性基因调控网络系统的模型，研究了时滞基因调控网络的随

机扰动并以线性矩阵不等式的形式给出了有效的稳定条件．为了实
现连续时间网络的计算机仿真和实验或者计算的目的，一般是将连

续时间网络离散化；文献［３］利用文献［４］中的模型，结合半离散化的
方法获得了连续系统的离散化模型，并且举例说明了该离散系统保

持了连续系统的动态特性．文献［４］中的模型经常被用来研究基因调
控网络的动态特性，同时对于包含时滞、随机性等情况的研究有许多

成果［５１０］，这些讨论的模型都是基于调控方程 ＳＵＭ逻辑的非线性基
因调控网络系统的模型加以改进的，对其它模型的研究则相对较少．
本文研究 ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ微分方程模型的基因调控网络的稳定性问
题，这一模型研究的公开报道不多．文献［１１］提出了这个模型能够很
好地表现基因的调控关系，它的研究是借助“多物种生态系统动态发

展理论”的思想，从种群竞争过程的动力学观念出发，将整个基因的

调控环境视为一个动态竞争过程，用 ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ微分方程来研究
酵母基因的表达调控关系，通过实验证明了该模型的有效性，作者仅

以实验所得的数据分析了基于ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ微分方程的基因调控网
络是可行的，对于基因的动态特性以及稳定性都没有讨论，而一个系

统的稳定性是至关重要的．



　　本文主要通过利用文献［１１］提出的 ＬｏｔｋａＶｏｌｔ
ｅｒｒａ微分方程模型，依据Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，通过
构造合适的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数推导出了基因调控网络
的平衡位置在Ｒｎ＋内的全局稳定性和部分变元全局
渐近稳定、部分变元稳定的充分条件，并对表示基因

调控作用的参数给出了一个更方便的构造性判据，

结合Ｍ矩阵的相关性质，获得了更好的稳定条件．

１　系统描述
Ｓｙｓｔｅｍｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ

　　近年来，基因调控网络模型问题的研究已经很
多，因人们认识问题和思考问题的角度不同使得模

型也有很多的差异，本文借助 ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ微分方
程描述的基因调控网络来分析其稳定性．文献［１１］
提出，将基因调控网络视为一个竞争过程，于是构造

ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ方程（文献［１１］考虑的是２５个基因的
基因调控网络，为了研究的需要，现将其推广到 ｎ个
的情况）

ｄｘｉ（ｔ）
ｄｔ ＝ｘｉ（ｔ）ａｉ＋∑

ｎ

ｊ＝１
ｗｉｊｘｊ（ｔ( )）， （１）

其中：ｘｉ（ｔ）表示ｔ时刻第ｉ个基因的表达量（ｉ＝１，２，
…，ｎ）；ａｉ表示第ｉ个基因的内禀增长率；ｗｉｊ表示第 ｊ
个基因对第ｉ个基因的调控作用．一般来讲，如果第ｊ
个基因对第ｉ个基因的表达起活化作用，那么 ｗｉｊ＞
０；如果第ｊ个基因对第ｉ个基因的表达起抑制作用，
则ｗｉｊ＜０；如果两者无联系，则ｗｉｊ＝０．知道了参数ｗｉｊ
的值和初始条件就可以对调控网络做出精确的描

述．系统充分考虑了基因表达过程中各种因素交互
影响的作用，并通过实验数据确定了参数 ｗｉｊ的值，
分析了基于ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ方程的基因调控网络的可
行性，这种模型可以看成是文献［１，１２１３］对基因调
控网络模型的研究中提出的常微分方程模型的

推广．
对于系统（１），在实际意义下 ｘｉ（ｔ）＞０，考虑线

性方程组

ａｉ＋∑
ｎ

ｊ＝１
ｗｉｊｘｊ（ｔ( )） ＝０．

设

Δ＝ｄｅｔ

ｗ１１ … ｗ１ｎ
 

ｗｎ１ … ｗ









ｎｎ

≠０；

Δｉ＝ｄｅｔ

ｗ１１ … ｗ１（ｉ－１） －ａ１ ｗ１（ｉ＋１） … ｗ１ｎ
    

ｗｎ１ … ｗｎ（ｉ－１） －ａｎ ｗｎ（ｉ＋１） … ｗ









ｎｎ

≠０．

设
Δｉ
Δ
＞０，故 ｘ＝ｘ ＝

Δｉ
Δ
＞０，ｉ为式（１）在 Ｒｎ＋

{

＝

ｘ ｘｉ＞０，ｉ＝１，２…， }ｎ 的唯一的平衡位置．
判断平衡态稳定性的方法常用的有两种：线性

化稳定分析和Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数法．前者通过研究模型
在平衡态处的特征方程的特征根来确定其稳定性．
本文利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数法来分析系统平衡位置的
稳定性，下面给出Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定的定义．

定义１［２］　假设Ｕ是包含平衡态Ｎ的邻域，如
果函数Ｖ：Ｕ→Ｒ在 Ｕ上连续，在空心邻域 Ｕ０（Ｎ）
上可微，且满足：

１）Ｖ（Ｎ）＝０，Ｖ（Ｎ）＞０，当Ｎ≠Ｎ时；

２）ｄＶ（Ｎ（ｔ））ｄｔ ≤０，则 Ｎ 是稳定的，进一步

ｄＶ（Ｎ（ｔ））
ｄｔ ＜０时，当 Ｎ≠Ｎ时，则 Ｎ是渐近稳

定的．

２　主要结论及证明
Ｍａｉｎｒｅｓｕｌｔｓａｎｄｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ

　　定理１　１）若存在ｎ维正定对角矩阵Ｃ使得线
性矩阵不等式ＣＷ＋ＷＴＣ＜０成立，则系统（１）的唯
一平衡位置在Ｒｎ＋内是全局渐近稳定的．
２）若存在 ｎ维正定对角矩阵 Ｃ及对角矩阵

Ｄ＝ｄｉａｇ（ε，…，

}

ε
ｍ

，０，…，

}

０
ｎ－ｍ

），０＜ε＜＜１，使得线性矩阵

不等式
ＣＷ＋ＷＴＣ

２ ＋Ｄ≤０成立，则系统（１）的唯一

平衡位置在Ｒｎ＋内关于部分变元ｘ１，…，ｘｍ是全局渐
近稳定的，关于部分变元ｘｍ＋１，…，ｘｎ是稳定的．

证明　对于系统（１），其平衡位置为ｘ＝ｘ，则

ａｉ＋∑
ｎ

ｊ＝１
ｗｉｊｘｊ ＝０，

可以得到

　　ａｉ＋∑
ｎ

ｊ＝１
ｗｉｊｘｊ＝

ａｉ＋∑
ｎ

ｊ＝１
ｗｉｊｘｊ (－ ａｉ＋∑

ｎ

ｊ＝１
ｗｉｊｘ )ｊ ＝

∑
ｎ

ｊ＝１
ｗｉｊ（ｘｊ－ｘｊ）．

即：

ｄｘｉ
ｄｔ＝ｘ(ｉ ∑

ｎ

ｊ＝１
ｗｉｊ（ｘｊ－ｘｊ )） ． （２）

方程两边同时乘以∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｉ
ｘｉ－ｘｉ
ｘｉ

，得

１８１
学报：自然科学版，２０１０，２（２）：１８０１８４

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ，２０１０，２（２）：１８０１８４



　　∑
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（ｘｉ－ｘｉ）ｄｘｉ

ｘｉ
ｄｘｉ
ｄｔ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｉ（ｘｉ－ｘｉ）∑

ｎ

ｊ＝１
ｗｉｊ（ｘｊ－ｘｊ）＝

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
（ｘｉ－ｘｉ）ｃｉｗｉｊ（ｘｊ－ｘｊ）．

考虑等式左边

∫
ｘｉ

ｘｉ
ｃｉ
ｘｉ－ｘｉ
ｘ( )
ｉ

ｄｘｉ＝ｃｉ ｘｉ－ｘｉ －ｘｉｌｎ
ｘｉ
ｘ( )
ｉ

，

则式（２）可以等价为

　　 ｄ
ｄ [ｔ∑

ｎ

ｉ＝１
ｃｉ ｘｉ－ｘｉ －ｘｉｌｎ

ｘｉ
ｘ( ) ]
ｉ

＝

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
（ｘｉ－ｘｉ）ｃｉｗｉｊ（ｘｊ－ｘｊ）．

因此，构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数［１４］

Ｖ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｉ ｘｉ－ｘｉ －ｘｉｌｎ

ｘｉ
ｘ( )
ｉ

．

显然当ｘｉ→０或ｘｉ→＋∞，Ｖ（ｘ）＝０，且Ｖ（ｘ）→∞，
因此Ｖ（ｘ）是径向无界的．

又因为

Ｖ（ｘ）
ｘｉ ｘｉ＝ｘｉ

＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｉ１－

ｘｉ
ｘ( )
ｉ

＝０，

２Ｖ
ｘ２ｉ ｘｉ＝ｘｉ

＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｉ
ｘｉ
（ｘｉ）

２ ＞０，

所以，ｘ＝ｘ是Ｖ（ｘ）的极小值点，可见 Ｖ（ｘ）在 Ｒｎ＋
是关于平衡位置ｘ＝ｘ是正定和径向无界的．

沿着系统（１）的解对Ｖ求导：
ｄＶ
ｄｔ（１）

＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｉ
ｄｘｉ
ｄｔ－

ｘｉ
ｘｉ
·
ｄｘｉ
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∑
ｎ
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∑
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ｉ＝１
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ｎ

ｊ＝１
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∑
ｎ
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ｎ
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ｘ１－ｘ１
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

ｘｎ－ｘ













ｎ

Ｔ

ＣＷ＋ＷＴＣ( )２

ｘ１－ｘ１
ｘ２－ｘ２

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











ｎ

＜０，

当∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ－ｘｉ ≠０时．

故定理１的条件１）满足时，式（１）的平衡位置
ｘ＝ｘ关于全体变元在Ｒｎ＋内全局渐近稳定．当满足

定理１的条件２）时：

ｄＶ
ｄｔ＝

ｘ１－ｘ１
ｘ２－ｘ２


ｘｎ－ｘ













ｎ

Ｔ

ＣＷ＋ＷＴＣ
２( )＋Ｄ

ｘ１－ｘ１
ｘ２－ｘ２


ｘｎ－ｘ













ｎ

－

ε∑
ｍ

ｉ＝１
（ｘｉ－ｘｉ）

２≤－ε∑
ｍ

ｉ＝１
（ｘｉ－ｘｉ）

２ ＜０，

当∑
ｍ

ｉ＝１
ｘｉ－ｘｉ ≠０时．

由关于部分变元稳定的定理可知，式（１）的平衡
位置ｘ＝ｘ关于ｘ１，…，ｘｍ全局渐近稳定，关于ｘｍ＋１，
…，ｘｎ稳定．

注：定理１是一个存在性结果，依赖于未知参数
ｃｉ的选定，对于具体的数字ｗｉｊ（而不是文字），用Ｍａｔ
ｌａｂ中的 ＬＭＩ工具箱求解线性矩阵不等式 ＣＷ ＋
ＷＴＣ＜０是容易的，但对于一般文字ｗｉｊ，求解矩阵则
不易．为此再给出一个更方便的构造性判据，令

珔ｗｉｊ＝
ｗｉｉ， ｉ＝ｊ＝１，２，…，ｎ；

ｗｉｊ ， ｉ≠ｊ；　ｉ，ｊ＝１，２，…，{ ｎ．

定理２　若－珔ｗ＝（－珔ｗｉｊ）ｎ×ｎ是一个 Ｍ矩阵，则
式（１）的平衡位置 ｘ＝ｘ是在 Ｒｎ＋内全局渐近稳
定的．

证明　由Ｍ矩阵的性质［１５］可知，存在常数ｃｉ＞
０，使得

－ｃｊ珔ｗｊｊ－∑
ｎ

ｉ＝１
ｉ≠ｊ

ｃｉ珔ｗｉｊ＞０，

即ｃｊｗｊｊ＋∑
ｎ

ｉ＝１
ｉ≠ｊ

ｃｉ ｗｉｊ ＜０，　ｊ＝１，２，…，ｎ．

作正定且径向无界的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｖ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｉｌｎ

ｘｉ
ｘｉ
，

当ｘ≠ｘ时，有Ｖ＞０，Ｖ（ｘ）＝０，故Ｖ（ｘ）在Ｒｎ＋内是
正定的，且当 ｘｉ→０

＋或 ｘｉ→ ＋∞，有 Ｖ（ｘ）→∞，故
Ｖ（ｘ）是径向无界的．沿着式（１）的解对 Ｖ求 Ｄｉｎｉ导

数，当∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ－ｘｉ ≠０时，则有
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＝

∑
ｎ
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２８１
罗琦，等．基于ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ方程的基因调控网络的稳定性分析．
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所以系统（１）的平衡位置 ｘ＝ｘ是在 Ｒｎ＋内全
局渐近稳定的．

３　仿真例子
Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

　　例１　考虑一个四维的基因调控网络模型
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其中 Ｗ＝
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，ａｉ＝１，用 Ｍａｔｌａｂ

中的ＬＭＩ工具箱求出满足线性矩阵不等式ＣＷ＋
ＷＴＣ＜０的Ｃ，并且通过验证可知，对应假设的Ｗ，线
性矩阵不等式ＣＷ＋ＷＴＣ＜０是可行的，解得
Ｃ＝ｄｉａｇ（５７４２１，４１９６５，３９０２１，６１５２８），

则ｘ ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）在 Ｒ
４
＋内全局渐近稳定，仿

真结果如图１所示．

图１　四维基因调控网络平衡位置的全局稳定性
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｇｌｏｂａｌｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｈｅｐｏｓｉｔｉｖｅｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｐｏｉｎｔ

ｏｆｆｏｕｒｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＧＲＮｓｙｓｔｅｍ

取ε＝０００１，Ｄ＝ｄｉａｇ（０００１，０００１，０，０），满足
ＣＷ＋ＷＴＣ
２ ＋Ｄ≤０，则平衡位置 ｘ ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ

３
３，

ｘ４）在Ｒ
４
＋内关于ｘ１，ｘ２全局渐近稳定，关于ｘ３，ｘ４稳

定．

例２　假设珡Ｗ＝
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对角占优条件，是一个 Ｍ矩阵，得到如下基因调控
网络：

ｄｘ１
ｄｔ＝ｘ１（１－４ｘ１＋ｘ３）；

ｄｘ２
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式（４）的唯一平衡位置为 ｘ ＝ ４
１１，
８
１１，
５( )１１，由定理

２可知，式（４）的平衡位置是在 Ｒ３＋内全局渐近稳定
的，仿真结果如图２所示．

３８１
学报：自然科学版，２０１０，２（２）：１８０１８４

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ，２０１０，２（２）：１８０１８４



图２　系统参数阵是Ｍ矩阵时的平衡位置全局稳定性
Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｇｌｏｂａｌｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｈｅｐｏｓｉｔｉｖｅｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｐｏｉｎｔｏｆ
ｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｈｅｎｔｈｅｓｙｓｔｅｍｐａｒａｍｅｔｅｒｓｍａｔｒｉｘｉｓａｎＭｍａｔｒｉｘ

４　结论
Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ

　　本文考虑了基于ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ方程的基因调控
网络，给出了平衡位置的全局渐近稳定和部分变元

全局渐近稳定、部分变元稳定的充分条件，扩展了文

献［１１］的研究，该条件易于验证，实例证明文章所给
出的稳定性的条件是有效可行的．

致谢：由衷感谢廖晓昕教授的指导！
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