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李涛，等．时滞系统稳定判据的等价性证明．
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ａｎｙｄ（ｔ）ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｈ１≤ｄ（ｔ）≤ｈ２，ｉｆｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｍａｔｒｉ
ｃｅｓＰ＞０，Ｑ＞０，Ｒ＞０，Ｓ＞０，ａｎｄＮｉ，Ｍｉ（ｉ＝１，２，３）
ｏｆａｐｐｒｏｐｒｉａｔｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓｓｕｃｈ ｔｈａｔｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ＬＭＩｈｏｌｄ

Φ＝

Φ１１ Φ１２ Φ１３ τａＭ
Ｔ
１ δＮＴ１Ａｄ

 Φ２２ Φ２３ τａＭ
Ｔ
２ δＮＴ２Ａｄ

  Φ３３ τａＭ
Ｔ
３ δＮＴ３Ａｄ

   －τａＲ ０
    －δ















Ｓ

＜０．（１１）

Φ１１＝Ｑ＋Ｎ
Ｔ
１Ａ＋Ａ

ＴＮ１＋Ｍ１＋Ｍ
Ｔ
１，

Φ１２＝Ｎ
Ｔ
１Ａ＋Ａ

ＴＮ２－Ｍ
Ｔ
１＋Ｍ２，

Φ１３＝Ｐ－Ｎ
Ｔ
１＋Ａ

ＴＮ３＋Ｍ３，
Φ２２＝－Ｑ＋Ｎ

Ｔ
２Ａ＋Ａ

ＴＮ２－Ｍ
Ｔ
２－Ｍ２，

Φ２３＝－Ｎ
Ｔ
２＋Ａ

Ｔ
ｄＮ２－Ｍ３，

Φ３３＝τａＲ＋δＳ－Ｎ
Ｔ
３－Ｎ３．

ＴｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇＴｈｅｏｒｅｍｉｓａｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄｖｅｒｓｉｏｎｏｆ
Ｌｅｍｍａ３，ｗｈｉｃｈｃａｎｂｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｓａｍｅ
ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌａｓｉｎ［１２］．Ｔｈｅｐｒｏｏｆｃａｎｆｏｌｌｏｗａｓｉｍｉｌａｒ
ｌｉｎｅａｓＴｈｅｏｒｅｍ１ａｎｄｈｅｎｃｅｉｔｉｓｏｍｉｔｔｅｄ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ３．Ｆｏｒｓｏｍｅｇｉｖｅｎｓｃａｌａｒｓτａ＝
ｈ２＋ｈ１
２

ａｎｄδ＝
ｈ２－ｈ１
２ ，ｓｙｓｔｅｍ（１）ｉｓａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙｓｔａｂｌｅｆｏｒ

ａｎｙｄ（ｔ）ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｈ１≤ｄ（ｔ）≤ｈ２，ｉｆｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｍａｔｒｉ
ｃｅｓＰ＞０，Ｑ＞０，Ｒ＞０ａｎｄＳ＞０，ｓｕｃｈｔｈａｔｔｈｅｆｏｌｌｏｗ
ｉｎｇＬＭＩｈｏｌｄ

Δ＝

Δ１１
１
τａ
Ｒ ＰＡｄ ＡＴΔ１３

 Δ１２
１
δ
Ｓ ０

  －１
δ
Ｓ ＡＴｄΔ１３

   －Δ

















１３

＜０． （１２）

Δ１１＝Ｑ＋Ａ
ＴＰ＋ＰＡ－１

τａ
Ｒ，

Δ１２＝－Ｑ－
１
τａ
Ｒ－１
δ
Ｓ，

Δ１３＝τａＲ＋δＳ．
　　ＴｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎＴｈｅｏｒｅｍ３ａｎｄＬｅｍｍａ３

ｉｓｓｔａｔｅｄｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｈｅｏｒｅｍ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ４．ＩｎｅｑｕａｌｉｔｙΦ ＜０ｉｎＬｅｍｍａ３ｉｓｆｅａｓｉ

ｂｌｅｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆΔ＜０ｉｎＴｈｅｏｒｅｍ３ｉｓｆｅａｓｉｂｌｅ．
Ｐｒｏｏｆ．ＲｅｗｒｉｔｅΦｉｎＬｅｍｍａ３ａｓ

Φ＝Φ１＋Ｘ１Ｂ１＋Ｂ
Ｔ
１Ｘ
Ｔ
１＜０．

ｗｈｅｒｅ

Φ１＝

Ｑ ０ Ｐ ０ ０
 －Ｑ ０ ０ ０
  τａＲ＋δＳ ０ ０

   －１
τａ
Ｒ ０

    －１
δ

















Ｓ

，

Ｘ１＝

ＮＴ１ ＭＴ１
ＮＴ２ ＭＴ２
ＮＴ３ ＭＴ３
０ ０













０ ０

，

Ｂ１＝
Ａ Ａｄ －Ｉ ０ Ａｄ
Ｉ －Ｉ ０ －Ｉ[ ]０ ．

ＳｉｍｉｌａｒｔｏＴｈｅｏｒｅｍ２，ｅｘｐｌｉｃｉｔｎｕｌｌｓｐａｃｅｂａｓｅｄｃａｌｃｕｌａ
ｔｉｏｎｓｙｉｅｌｄ

Ｎ
Ａ Ａｄ －Ｉ ０ Ａｄ
Ｉ －Ｉ ０ －Ｉ[ ]( )０ ＝

Ｉ ０ ０
０ Ｉ ０
Ａ ０ Ａｄ
Ｉ －Ｉ ０
０ －













Ｉ Ｉ

．

Ｔｈｅｎｏｎｅｈａｓ

　　
Ｉ ０ ＡＴ Ｉ ０
０ Ｉ ０－Ｉ－Ｉ
０ ０ ＡＴｄ ０







Ｉ
Φ１

Ｉ ０ ０
０ Ｉ ０
Ａ ０ Ａｄ
Ｉ －Ｉ ０
０ －













Ｉ Ｉ

＝

Δ１１＋Ａ
Ｔ（τａＲ＋δＳ）Ａ

１
τａ
ＲＰＡｄ＋Ａ

Ｔ（τａＲ＋δＳ）Ａｄ

 Δ１２
１
δ
Ｓ

  －１
δ
Ｓ＋ＡＴｄ（τａＲ＋δＳ）Ａ















ｄ

．

（１３）

Ａｆｔｅｒａｓｉｍｐｌｅｒｅａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔ，（１３）ｙｉｅｌｄｓ（１２）．Ｔｈｕｓ，
ｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎ（１２）ａｎｄ（１１）ｉｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙ
ｕｓｉｎｇＦｉｎｓｌｅｒｓＬｅｍｍａ．

Ｒｅｍａｒｋ２．ＦｒｏｍｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＴｈｅｏｒｅｍ４，ｉｔｉｓｃｌｅａｒ
ｔｈａｔＴｈｅｏｒｅｍ３ｉｓｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏｔｈｅｒｅｓｕｌｔｉｎ［１２］．Ｔｈｉｓ
ｍｅａｎｓｔｈａｔｔｈｅｆｒｅｅｗｅｉｇｈｔｉｎｇｍａｔｒｉｃｅｓＮｉ，Ｍｉ（ｉ＝１，２，
３）ｉｎ［１２］ｃａｎｂｅｒｅｍｏｖｅｄｗｈｉｌｅｍａｉｎｔａｉｎｉｎｇｔｈｅｅｆ
ｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅｓｔａｂｉｌｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ．

２３　Ｃｏｎｓｔａｎｔｄｅｌａｙｃａｓｅ（ｈ１＝０，ｄ（ｔ）ｉｓｃｏｎｓｔａｎｔ）
Ｆｏｒｔｈｅｓｐｅｃｉａｌｃａｓｅｏｆｈ１＝０ａｎｄｄ（ｔ）ｉｓｃｏｎｓｔａｎｔ

００１
ＬＩＴａｏ，ｅｔａｌ．Ｏｎｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｏｆｓｔａｂｉｌｉｔｙｃｒｉｔｅｒｉａｆｏｒｔｉｍｅｄｅｌａｙｓｙｓｔｅｍｓ．

李涛，等．时滞系统稳定判据的等价性证明．



ｄｅｌａｙ，ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｄｅｌａｙｄｅｐｅｎｄｅｎｔｓｔａｂｉｌｉｔｙｃｒｉｔｅｒｉｏｎ
ｃａｎｂｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｓｅｔｔｉｎｇＱ１＝０，Ｒ２＝０，Ｑ３＝０ｉｎ
Ｔｈｅｏｒｅｍ１．

Ｌｅｍｍａ５．Ｇｉｖｅｎｓｃａｌａｒｓｈ１＝０ａｎｄｈ２．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅ
ｔｉｍｅｄｅｌａｙｓｙｓｔｅｍ（１）ｉｓａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙｓｔａｂｌｅｉｆｔｈｅｒｅ
ｅｘｉｓｔｍａｔｒｉｃｅｓＰ＞０，Ｑ２＞０，Ｒ１＞０，ｓｕｃｈｔｈａｔｔｈｅｆｏｌ
ｌｏｗｉｎｇＬＭＩｈｏｌｄ：

ＰＡ＋ＡＴＰ＋Ｑ－１ｈ２
Ｒ１ ＰＡｄ＋

１
ｈ２
Ｒ１ ｈ１Ａ

ＴＲ１

 －Ｑ２－
１
ｈ２
Ｒ１ ｈ２Ａ

Ｔ
ｄＲ１

  －ｈ２Ｒ













１

＜０．

（１４）

　　ＮｅｘｔｗｅｓｈｏｗｔｈａｔＴｈｅｏｒｅｍ５ｉｓｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏｔｈｅ
ｒｅｓｕｌｔｉｎ［１１］．Ｆｏｒｔｈｉｓｐｕｒｐｏｓｅ，ｗｅｌｉｓｔｔｈｅｒｅｓｕｌｔｉｎ
［１１］ｂｅｌｏｗ．

Ｌｅｍｍａ４［１１］．Ｇｉｖｅｎｓｃａｌａｒｓｈ１＝０ａｎｄｈ２．Ｔｈｅｎ，
ｔｈｅｔｉｍｅｄｅｌａｙｓｙｓｔｅｍ（１）ｉｓａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙｓｔａｂｌｅｉｆ
ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｍａｔｒｉｃｅｓＰ＞０，Ｑ２＞０，Ｒ１＞０ａｎｄｍａｔｒｉｃｅｓ
Ｙ，Ｗ，ｓｕｃｈｔｈａｔｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇＬＭＩｈｏｌｄｓ：
ＰＡ＋ＡＴＰ＋Ｑ２＋Ｙ＋Ｙ

ＴＰＡｄ－Ｙ＋Ｗ
Ｔ －ｈ２Ｙｈ２Ａ

ＴＲ１
 －Ｑ２－Ｗ－Ｗ

Ｔ－ｈ２Ｗ ｈ２Ａ
Ｔ
ｄＲ１

  －ｈ２Ｒ１ ０
   －ｈ２Ｒ











１

＜０．

（１５）

ＩｔｉｓｅａｓｙｔｏｓｈｏｗｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎＴｈｅｏｒｅｍ５
ａｎｄＬｅｍｍａ４ｂｙｕｓｉｎｇＴｈｅｏｒｅｍ２ｗｈｅｎ

Ω１＝

ＰＡ＋ＡＴＰ＋Ｑ２ ＰＡｄ ０ ｈ２Ａ
ＴＲ１

 －Ｑ２ ０ ｈ２Ａ
Ｔ
ｄＲ１

  －１ｈ２
Ｒ１ ０

   －ｈ２Ｒ













１

，

Ｘ＝

Ｙ
Ｗ











０
０

，ＢＩ　－Ｉ　－Ｉ[ ]　０．

Ｒｅｍａｒｋ３．Ｒｅｃｅｎｔｌｙ，ｓｉｘｓｔａｂｉｌｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｔｕｒｎ
ｏｕｔｔｏｂｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏＬｅｍｍａ４ｉｎ［１５］．Ｉｔｉｓｔｒｕｅｔｈａｔ
Ｌｅｍｍａ４ｉｓｍｏｒｅｅｆｆｉｃｉｅｎｔｔｈａｎｔｈｏｓｅｉｎ［７，１６１９］，ａｎｄ
［２０］ｓｉｎｃｅｉｔｉｎｖｏｌｖｅｓｔｈｅｌｅａｓｔｎｕｍｂｅｒｏｆｖａｒｉａｂｌｅｓ
ｗｈｉｌｅｐｒｏｖｉｄｉｎｇａｎｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｓｔａｂｉｌｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ．Ｈｏｗｅｖ
ｅｒ，ｉｔｉｓｗｏｒｔｈｐｏｉｎｔｉｎｇｏｕｔｔｈａｔＴｈｅｏｒｅｍ５ｉｓａｌｓｏｅｑｕｉｖａ
ｌｅｎｔｔｏＬｅｍｍａ４ａｎｄｉｎｃｌｕｄｅｓｌｅｓｓｎｕｍｂｅｒｏｆｖａｒｉａｂｌｅｓ．

３　ＮｕｍｅｒｉｃａｌＥｘａｍｐｌｅ
Ｎｏｗ，ｗｅｐｒｏｖｉｄｅａｎｅｘａｍｐｌｅｔｏｓｈｏｗｔｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅ

ｎｅｓｓｏｆｏｕｒｒｅｓｕｌｔｓ．
Ｅｘａｍｐｌｅ．Ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｔｉｍｅｄｅｌａｙｓｙｓｔｅｍ

ｘ（ｔ）＝ －２ ０[ ]０ －０９ｘ（ｔ）＋
－１ ０[ ]－１ －１ｘ（ｔ－ｄ（ｔ））．

ＴａｂｌｅⅠ，ＴａｂｌｅⅡ，ＴａｂｌｅⅢ ｐｒｏｖｉｄｅｓｏｍｅｃｏｍ

ｐａｒｉｓｏｎｓｏｆｔｈｅｍａｘｉｍｕｍａｌｌｏｗａｂｌｅｄｅｌａｙｂｏｕｎｄｓａｎｄ
ｔｈｅｎｕｍｂｅｒｓｏｆｔｈｅｖａｒｉａｂｌｅｓｉｎｖｏｌｖｅｄｉｎｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆ
ｔｈｉｓｐａｐｅｒａｎｄ［７，１１１３，１６２０］．

ＴａｂｌｅⅠ　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｏｆｍａｘｉｍｕｍａｌｌｏｗｅｄｄｅｌａｙｈ２ａｎｄｔｈｅ
ｎｕｍｂｅｒｏｆｔｈｅｖａｒｉａｂｌｅｓｆｏｒｉｎｔｅｒｖａｌｔｉｍｅｖａｒｙｉｎｇｄｅｌａｙｃａｓｅ

ｈ１ Ｍｅｔｈｏｄ μ＝０５μ＝０９ ｎｕｍｂｅｒｏｆｔｈｅｖａｒｉａｂｌｅｓ

１
ｈ２ｂｙＨｅｅｔ．ａｌ［１３］ ２０７ １７４ ４２

ｈ２ｂｙＴｈｅｒｏｅｍ１ ２０７ １７４ １８

　

ＴａｂｌｅⅡ　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｏｆｍａｘｉｍｕｍａｌｌｏｗｅｄｄｅｌａｙｈ２ａｎｄｔｈｅ
ｎｕｍｂｅｒｏｆｔｈｅｖａｒｉａｂｌｅｓｆｏｒｆａｓｔｉｎｔｅｒｖａｌｔｉｍｅｖａｒｙｉｎｇｄｅｌａｙｃａｓｅ

ｈ１ Ｍｅｔｈｏｄ ｕｎｋｎｏｗｎμ ｎｕｍｂｅｒｏｆｔｈｅｖａｒｉａｂｌｅｓ

１
ｈ２ｂｙＪｉａｎｇｅｔ．ａｌ［１２］ １６７ ３６

ｈ２ｂｙＴｈｅｒｏｅｍ３ １６７ １２
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时滞系统稳定判据的等价性证明

李涛１　吴凌尧２

１ 南京信息工程大学 信息与控制学院，南京，２１００４４
２ 东南大学 自动化学院，南京，２１００９６

摘要　近期，自由权矩阵技术成为处理时滞系统时滞相关稳定的重要方法．论文采用积分不等式方法获得一类不包含任何自
由权矩阵的时滞相关稳定简化型判据，这些判据理论上证明是等价于目前存在的一些包含自由权矩阵稳定结论的，因此，通

过此法可以有效降低结论的运算量．
关键词　时滞相关；稳定；线性矩阵不等式
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李涛，等．时滞系统稳定判据的等价性证明．


