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０　引言
Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　　周期问题的研究一直是常微分方程定性理论的中心课题．本文
研究一类微分方程周期解的存在唯一性问题．

考察Ｎｅｗｔｏｎ方程周期边值问题
ｘ″（ｔ）＋ｇ（ｔ，ｘ（ｔ））＝ｆ（ｔ），
ｘ（０）＝ｘ（２π），　ｘ′（０）＝ｘ′（２π）{ ．

（１）

其中：ｆ是以２π为周期的连续函数；ｇ：Ｒ× →Ｒ Ｒ是关于ｘ连续可微，
关于ｔ连续的２π周期的函数．许多研究者也讨论过式（１）解的存在
性与唯一性，如文献［１５］，证明方法大多较烦琐，用到像 Ｐｏｉｎｃａｒé映
射等较深刻的理论．本文利用动力系统的全局同胚方法给出 Ｎｅｗｔｏｎ
方程周期边值问题（１）存在唯一周期解的充分条件．其研究价值不仅
仅在理论上，在实际应用中也有重要的价值，例如物理学和大气动力

学问题的研究有时可化为对Ｎｅｗｔｏｎ方程周期边值问题的研究．

１　预备知识
Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｉｅｓ

　　记Ｘ {＝ ｘ（ｔ） ｘ∈Ｌ２［０，２π }］ ，定义内积
（ｘ，ｙ）＝∫

２π

０
ｘ（ｔ）ｙ（ｔ）ｄｔ，

其中ｘ，ｙ∈Ｘ，Ｘ为Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，其范数为 ｘ＝ （ｘ，ｘ槡 ），ｘ∈Ｘ．

记Ｌｘ＝－ｘ″以及 Ｄ（Ｌ） {＝ ｘ ｘ∈Ｘ，ｘ′在［０，２π］上绝对连续，

ｘ″∈Ｃ［０，２π］，ｘ（０）＝ｘ（２π），ｘ′（０）＝ｘ′（２π }） ，则Ｌ为Ｄ（Ｌ）上的稠
定自伴算子［６］，并且Ｄ（Ｌ）关于图范数 ｘ ＝ ｘ ＋ Ｌｘ 构成 Ｂａ
ｎａｃｈ空间．

由Ｗｉｒｔｉｎｇｅｒ不等式［７］ ｘ′２≤ ｘ″２，有

ｘ ＝ ｘ ＋ Ｌｘ ≤ ｘ ＋ ｘ″ ＋ ｘ′ ≤

ｘ ＋２ ｘ″ ≤Ｃ（ ｘ ＋ Ｌｘ）．

其中Ｃ为确定的常数．由此可知图范数 ｘ 与 Ｓｏｂｏｌｅｖ范数 ｘ ＋
ｘ′ ＋ ｘ″ 等 价，由 Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌 入 定 理，Ｄ（Ｌ）可 紧 嵌 入
Ｃ１［０，２π］［８］．　　　　



　　为了后面的讨论，本文先论述下列定义和引理．
定义 １［９］　设 Ｘ，Ｙ为 Ｂａｎａｃｈ空间，映射 Ｆ：

Ｄ（Ｆ）→Ｙ，若对一切（ｘ０，ｙ）∈Ｄ（Ｆ）×Ｙ和每条路径
ｑ：［０，ａ）→Ｄ（Ｆ），ａ∈（０，１］满足

Ｆ（ｑ（ｔ））＝（１－ｔ）Ｆ（ｘ０）＋ｔｙ，　ｔ∈［０，ａ），
存在序列ｔｎ→ａ（ｎ→∞），有ｌｉｍｎ→∞ｑ（ｔｎ）存在且极限属

于Ｄ（Ｆ），则称Ｆ满足条件（Ｌ）．
引理１［９］　设连续映射Ｆ：Ｄ（Ｆ）→Ｙ在Ｄ（Ｆ）上

局部同胚，对ｆ（Ｄ（Ｆ））中任一线性函数
ｑ（ｔ）＝（１－ｔ）ｙ０＋ｔｙ１，　ｔ∈［０，１］，

其中，ｙ０，ｙ１∈Ｆ（Ｄ（Ｆ））为任意的，ｘ０∈Ｆ
－１（ｙ０）（Ｆ

－１（ｙ０）
为ｙ０的原象），存在连续映射 ｐ：［０，１］→Ｄ（ｔ）使
ｐ（０）＝ｘ０且对ｔ∈［０，１］有 Ｆ（ｐ（ｔ））＝ｑ（ｔ），且 Ｆ
满足条件（Ｌ），则Ｆ是全局同胚的．

定义２［１０］　设ｒ（ｔ）是初值问题
ｘ′＝ｙ（ｔ，ｘ），
ｘ（ｔ０）＝ｘ{

０

（２）

在［ｔ０，ｔ０＋ａ）上的一个解．若对方程（２）的每个解
ｘ（ｔ）满足

ｘ（ｔ）≤ｒ（ｔ），　ｔ∈［ｔ０，ｔ０＋ａ），
则称ｒ（ｔ）为初值问题（２）的极大解．

引理２［１０］　设 ＥＲ２为含（ｔ，ｘ）的开集，ｙ∈
Ｃ［Ｅ，Ｒ］，［ｔ０，ｔ０＋ａ）是初值问题（２）存在极大解ｒ（ｔ）
的最 大 区 间，让 ｍ∈ Ｃ［（ｔ０，ｔ０ ＋ａ），Ｒ］，
（ｔ，ｍ（ｔ））∈Ｅ，ｔ∈［ｔ０，ｔ０＋ａ），ｍ（ｔ０）≤ｘ０，且 Ｄｉｎｉ导
数Ｄｍ（ｔ）≤ｙ（ｔ，ｍ（ｔ）），ｔ∈［ｔ０，ｔ０＋ａ）＼Ｔ，其中 Ｔ是
［ｔ０，ｔ０＋ａ）内至多是可数的子集．则

ｍ（ｔ）≤ｒ（ｔ），　ｔ∈［ｔ０，ｔ０＋ａ）．

２　主要结论
Ｍａｉｎｒｅｓｕｌｔｓ

　　记Ｎ：Ｄ（Ｌ）→Ｙ，且Ｎ（ｘ）（ｔ）＝－ｇ（ｔ，ｘ（ｔ）），
则方程（１）与以下的算子方程等价

Ｌｘ＋Ｎｘ＝ｆ． （３）
其中：Ｌ为定义域为 Ｄ（Ｌ）上的闭线性自伴算子；Ｎ
是连续可微算子．

由假设ｇ：［０，２π］×Ｒ→Ｒ连续，且对 ｘ有连续
偏导数，故对任意ｘ∈Ｄ（Ｌ），有

Ｎ′（ｘ）（ｔ）＝－ｇ
ｘ
（ｔ，ｘ（ｔ）），

Ｌ＋Ｎ′（ｘ）＝Ｌ－ｇ
ｘ
（ｔ，ｘ（ｔ））．

设对ｔ∈［０，２π］，ｘ∈Ｄ（Ｌ）存在正整数ｋ，使得
对某δ＞０有

ｍ２ｋ＋δ＜
ｇ
ｘ
（ｔ，ｘ）＜（ｍｋ＋１）

２－δ， （４）

其中：ｍ２ｋ，（ｍｋ＋１）
２为 Ｌ的相邻的特征值；ｍｋ为非

零整数．
对ｘ∈Ｄ（Ｌ）考察特征值问题

Ｌｕ－ｇ
ｘ
（ｔ，ｘ（ｔ））ｕ＝γｕ， （５）

记其特征值为λ１≤λ２≤…．
设Ｆｋ是Ｘ的（ｋ－１）维子空间族，如果 Ｆ∈Ｆｋ，

而Ｆ⊥为Ｆ的直交补．则式（５）的特征值
λｋ ＝

ｍａｘ
Ｆ∈Ｆｋ

{(ｍｉｎ Ｌｕ－ｇ
ｘ
（ｔ，ｘ（ｔ））ｕ，)ｕ ∶ｕ＝１和ｕ∈ }Ｆ ＝

ｍａｘ
Ｆ∈Ｆｋ
ｍｉｎ（Ｌｕ，ｕ）－ ｇ

ｘ
（ｔ，ｘ（ｔ））ｕ，( )ｕ∶ｕ＝１和ｕ∈{ }Ｆ≤

ｍａｘ
Ｆ∈Ｆｋ

{ｍｉｎ（Ｌｕ，ｕ）－（ｍ２ｋ＋δ）∶ｕ＝１和ｕ∈ }Ｆ ≤

ｍ２ｋ－（ｍ
２
ｋ＋δ）＝－δ＜０，

λｋ＋１ ＝

ｍａｘ
Ｆ∈Ｆｋ＋１

{(ｍｉｎ Ｌｕ－ｇ
ｘ
（ｔ，ｘ（ｔ））ｕ，)ｕ ∶ｕ＝１和ｕ∈ }Ｆ ＝

ｍａｘ
Ｆ∈Ｆｋ＋１
ｍｉｎ（Ｌｕ，ｕ）－ ｇ

ｘ
（ｔ，ｘ（ｔ））ｕ，( )ｕ∶ｕ＝１和ｕ∈{ }Ｆ≥

ｍａｘ
Ｆ∈Ｆｋ＋１

{ｍｉｎ（Ｌｕ，ｕ）－（（ｍｋ＋１）
２－δ）∶ｕ＝１和ｕ∈ }Ｆ≥

（ｍｋ＋１）
２－（（ｍｋ＋１）

２－δ）＝δ＞０．
　　因此，０不是式（５）的特征值，故（Ｌ＋Ｎ′（ｘ））－１

存在，由算子谱理论［６］可得

（Ｌ＋Ｎ′（ｘ））－１

{
＝

ｄｉｓｔ（０，σ（Ｌ＋Ｎ′（ｘ））－ }１

{
≤

(ｍｉｎ ｇ
ｘ
（ｔ，ｘ）－ｍ２ｋ－δ，（ｍｋ＋１）

２－　

δ－ｇｘ
（ｔ，ｘ ) }）

－１
，　 （６）

记

ω（ｓ）＝ｌｉｍ
δ→０

ｉｎｆ
ｔ∈［０，２π］

ｍｉｎ
ｘ ≤

{
ｓ

(ｍｉｎ ｇ
ｘ
（ｔ，ｘ）－

　　ｍ２ｋ－δ，（ｍｋ＋１）
２－δ－ｇｘ

（ｔ，ｘ ) }）
－１
． （７）

由（６）及条件（４），对ｘ∈Ｄ，Ｌ＋Ｎ′（ｘ）在 Ｘ上
可逆，且

［Ｌ＋Ｎ′（ｘ）］－１ ≤ω（ ｘ）． （８）
利用上面讨论和引理可得下面主要定理．
定理１　设ｇ：［０，２π］×Ｒ→Ｒ连续，且对 ｘ有

连续偏导数．设存在正整数 ｋ对ｔ∈［０，２π］，ｘ∈
Ｒ，某δ＞０有

０８
薛巧玲，等．一类非线性周期边值问题解的存在唯一性．

ＸＵＥＱｉａｏｌｉｎｇ，ｅｔａｌ．Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅａｎｄｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒａｃｌａｓｓｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｐｅｒｉｏｄｉｃｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍ．



ｍ２ｋ＋δ＜
ｇ
ｘ
（ｔ，ｘ）＜（ｍｋ＋１）

２－δ，

且对任意η∈Ｒ，初值问题
ｙ′（ｒ）＝ηω（ｙ（ｒ）），　ｒ∈［０，１］，
ｙ（０）＝０{ ，

（９）

在［０，１］上的极大解 ｙ，满足对ａ∈（０，１］，存在序
列ｔｎ→ａ（ｎ→∞），使得ｌｉｍｎ→∞ｙ（ｔｎ）存在．则对每个 ｆ∈

Ｘ，存在唯一函数 ｘ（ｔ）使 ｘ′（ｔ）在［０，２π］上绝对连
续，且Ｌｘ＋Ｎｘ＝ｆ在［０，２π］上几乎处处成立，即边
值问题（３）存在唯一周期２π的解．

证明　对ｘ∈Ｄ（Ｌ），０不是 Ｌ＋Ｎ′（ｘ）的特征
值，因此Ｌ＋Ｎ（ｘ）是局部同胚的．对一给定的 ｆ∈Ｘ，
及任意函数ｘ０∈Ｄ（Ｌ），让

Ｌｘ０＋Ｎ（ｘ０）＝ｆ０，
ｑ（ｓ）＝（１－ｓ）ｆ０＋ｓｆ，　ｓ∈［０，１］，

则Ｌ＋Ｎ对ｑ具有延拓性质［１１］．设对ａ∈（０，１］，存
在连续函数

ｐ：［０，ａ）→Ｄ，
使

Ｌｐ（ｓ）＋Ｎ（ｐ（ｓ））＝ｑ（ｓ），　ｓ∈［０，ａ）．
对任意ｓ∈［０，ａ），Ｕ和Ｖ分别为ｐ（ｓ）和ｑ（ｓ）的

开邻域，使得Ｌ＋Ｎ限制在 Ｕ上算子（Ｌ＋Ｎ）Ｕ是 Ｕ
到Ｖ为同胚的，则（Ｌ＋Ｎ）－１

Ｕ
在ｑ（ｓ）的邻域内是连续

可微的，且

（（Ｌ＋Ｎ）－１
Ｕ
）′［Ｌｘ＋Ｎ（ｘ）］＝［（Ｌｘ＋Ｎ（ｘ））′］－１，ｘ∈Ｕ．

因此，根据ｐ（ｓ）在 ｓ∈［０，ａ）上连续可微的，由链式
法则得

ｐ′（ｓ）＝［Ｌ＋Ｎ′（ｐ（ｓ））］－１ｑ′（ｓ）＝［Ｌ＋Ｎ′（ｐ（ｓ））］－１（ｆ－ｆ０），
所以有ｓ∈［０，ａ），

ｐ′（ｓ） ≤ ［Ｌ＋Ｎ′（ｐ（ｓ））］－１ · ｆ－ｆ０ ．
设η＝ ｆ－ｆ０ ，由（８）可得

ｐ′（ｓ） ≤ηω（ ｐ（ｓ） ）．
设ｙ是（９）的极大解，由假设，ａ∈（０，１］，存

在序列ｔｎ→ａ（ｎ→∞），使得ｌｉｍｎ→∞ｙ（ｔｎ）存在．因此由引

理和微分方程比较定理［１０］知，ｌｉｍ
ｔｎ→ａ
ｐ（ｔｎ）也是存在的

（对ａ∈（０，１］），所以 Ｌ＋Ｎ满足条件（Ｌ）．因此
Ｌ＋Ｎ为Ｄ到Ｘ上全局同胚，定理得证．

推论１　设ｇ：［０，２π］× →Ｒ Ｒ连续，对 ｘ有连
续偏导数，存在正整数ｋ，使得对一切ｔ∈［０，２π］，某
δ＞０有

ｍ２ｋ＋δ＜
ｇ
ｘ
（ｔ，ｘ）＜（ｍｋ＋１）

２－δ．

若（８）中的ω（ｓ）满足

∫
∞

０

ｄｒ
ω（ｒ）

＝∞，

则边值问题（３）存在唯一周期解．
证明　对任意η∈Ｒ考察初值问题（９），设ｙ（ｔ）

是（９）在［０，１］上的极大解，则有
ｙ′（ｔ）
ω（ｙ（ｔ））

＝η，

∫
ｓ

０

ｙ′（ｔ）
ω（ｙ（ｔ））

ｄｔ＝ηｓ，　ｓ∈［０，１］．

令ｙ（ｔ）＝ｒ，则有

∫
ｙ（ｓ）

ｙ（０）

ｄｒ
ω（ｒ）

＝ ηｓ ≤ η ，

由假设 ｙ（ｔ）是有界函数，所以存在序列｛ｔｎ｝使
ｌｉｍ
ｎ→∞
ｙ（ｔｎ）存在．因此，定理１条件满足，边值问题（３）

存在唯一解．
注：由推论１可知定理１实际上推广了已有的

一些结果．
下面举一实例，考虑二点边值问题［１１］

ｘ″（ｔ）＋３２ｘ（ｔ）＋ａｒｃｔａｎｘ（ｔ）＝ｓｉｎｔ＋ａｒｃｔａｎ（２ｓｉｎｔ），

ｘ（０）＝ｘ（２π），ｘ′（０）＝ｘ′（２π）
{

．

这里ｇ（ｔ，ｘ）＝３２ｘ＋ａｒｃｔａｎｘ，
ｇ
ｘ
（ｔ，ｘ）＝３２＋

１
１＋ｘ２

，

并且ｇ（ｔ，ｘ）满足

１２＋δ＜ｇｘ
（ｔ，ｘ）＜（１＋１）２－δ，

其中０＜δ＜１２．由式（７）可得ω（ｓ）＝
２（１＋ｓ２）
３＋ｓ２

，且对

任意η∈Ｒ，初值问题（９）在［０，１］上的极大解ｙ＝

２ηｔ－
２

槡３
ａｒｃｔａｎｔ

槡
( )３，对ａ∈（０，１］，若序列 ｔｎ→

ａ（ｎ→∞），则 ｌｉｍ
ｎ→∞
ｙ（ｔｎ）＝２η ａ－

２

槡３
ａｒｃｔａｎａ

槡
( )３，即

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｙ（ｔｎ）存在．满足定理１条件，此问题有唯一的解

ｘ（ｔ）＝２ｓｉｎｔ．
但是定理１条件只是充分条件，而非必要条件．

例如二点边值问题

ｘ″（ｔ）＋ｘ（ｔ）＝０，
ｘ（０）＝ｘ（２π），　ｘ′（０）＝ｘ′（２π{

）

显然有唯一的解 ｘ（ｔ）＝ｓｉｎｔ，但是，ｇ（ｔ，ｘ）＝ｘ，
ｇ
ｘ
（ｔ，ｘ）＝１，不满足定理１条件．
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