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循环分块矩阵方程之解及其应用
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摘要

讨论了循环分块矩阵线性方程的有

解条件与求解方法，利用循环分块矩阵

方程的解给出求循环分块矩阵之逆的简

便算法．
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０　引言
Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　　设ａ１，ａ２，…，ａｎ为数域Ｐ上ｎ个数，则矩阵

ａ１ ａ２ ａ３ … ａｎ
ａｎ ａ１ ａ２ … ａｎ－１
ａｎ－１ ａｎ ａ１ … ａｎ－２
   

ａ２ ａ３ ａ４ … ａ















１

称为数域Ｐ上ｎ阶循环矩阵．
循环矩阵是一类非常重要的特殊矩阵，在现代科技工程中有广

泛的应用．如在信号处理工程、数字图像工程、编码理论、自回归滤波
器设计、计算机工程等领域中经常会遇到以这类矩阵为系数的方程

组的求解问题［１３］，并且循环矩阵及循环线性方程组的求解在设计领

域内亦起着重要作用．近年来，关于循环矩阵的研究十分活跃［２７］．本
文则运用线性方程组理论与分块矩阵的性质，给出循环分块矩阵线

性方程组有解条件与求解方法，同时利用循环分块矩阵方程的解给

出循环分块矩阵之逆的简便算法．
本文所用记号为常用记号，如Ｒｍ×ｎ表示实数域上 ｍ×ｎ矩阵集，

ＡＴ表示矩阵Ａ的转置．

１　循环分块矩阵方程的循环分块解
Ｔｈｅｓｕｂｂｌｏｃｋｌｏｏｐｓｏｌｕｔｉｏｎｔｏｂｌｏｃｋｃｉｒｃｕｌａｎｔｍａｔｒｉｘｅｑｕａｔｉｏｎ

　　定义１　设 Ａ０，Ａ１，…，Ａｎ－１为数域 Ｐ上 ｋ×ｋ矩阵，则 ｋｎ×ｋｎ
矩阵

Ａ０ Ａ１ Ａ２ … Ａｎ－１
Ａｎ－１ Ａ０ Ａ１ … Ａｎ－２
   

Ａ２ Ａ３ Ａ４ … Ａ１
Ａ１ Ａ２ Ａ３ … Ａ















０

称为循环分块矩阵，简记为Ｃｒｉｃ（Ａ０，Ａ１，…，Ａｎ－１）．
引理１［８］　设 Ｘ∈Ｒｋｎ×ｋｎ，Ｂ∈Ｒｋｎ×ｋｎ，则矩阵方程 ＸＹ＝Ｂ有解的

充要条件是ＸＸ＋Ｂ＝Ｂ，其中Ｘ＋为实对称矩阵Ｘ的ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ逆．



　　　　　　引理２［８］　设ＸＴ＝Ｘ，ＢＴ＝Ｂ∈Ｒｋｎ×ｋｎ，则矩阵方
程ＹＸ＝Ｂ有实对称解的充要条件是 ＸＢ＝ＢＸ，
ＢＸ＋Ｘ＝Ｂ，其中 Ｘ＋为实对称矩阵 Ｘ的 ＭｏｏｒｅＰｅｎ
ｒｏｓｅ逆．

定理１　设

珟Ｘ＝

Ｘ１ Ｘ２ Ｘ３ … Ｘｎ
Ｘｎ Ｘ１ Ｘ２ … Ｘｎ－１
   

Ｘ３ Ｘ４ Ｘ５ … Ｘ２
Ｘ２ Ｘ３ Ｘ４ … Ｘ















１

，

珟Ｂ＝

Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ … Ｂｎ
Ｂｎ Ｂ１ Ｂ２ … Ｂｎ－１
   

Ｂ３ Ｂ４ Ｂ５ … Ｂ２
Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ … Ｂ










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



１

∈Ｒｋｎ×ｋｎ，

且珟Ｘ珟Ｘ＋珟Ｂ＝珟Ｂ，则矩阵方程珟ＸＹ＝珟Ｂ存在ｋｎ×ｋｎ循环
分块矩阵解

珟Ａ＝

Ａ０ Ａ１ Ａ２ … Ａｎ－１
Ａｎ－１ Ａ０ Ａ１ … Ａｎ－２
   

Ａ２ Ａ３ Ａ４ … Ａ１
Ａ１ Ａ２ Ａ３ … Ａ















０

，

其中Ａｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ－１）为ｋ×ｋ实矩阵．
证明　由引理１，矩阵方程珟ＸＹ＝Ｂ有解，记为

Ａ＝

Ａ０
Ａｎ－１


Ａ


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


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


１

∈Ｒｋｎ×ｋ，

其中Ａｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ－１）为ｋ×ｋ实矩阵，则

Ｃｒｉｃ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）

Ａ０
Ａｎ－１


Ａ２
Ａ















１

＝

Ｂ１
Ｂｎ


Ｂ３
Ｂ















２

，

比较方程两边得

Ｂ１＝Ｘ１Ａ０＋Ｘ２Ａｎ－１＋Ｘ３Ａｎ－２＋…＋Ｘｎ－１Ａ２＋ＸｎＡ１，

Ｂｎ＝ＸｎＡ０＋Ｘ１Ａｎ－１＋Ｘ２Ａｎ－２＋…＋Ｘｎ－２Ａ２＋Ｘｎ－１Ａ１，

　　　　　　　
Ｂ３＝Ｘ３Ａ０＋Ｘ４Ａｎ－１＋Ｘ５Ａｎ－２＋…＋Ｘ１Ａ２＋Ｘ２Ａ１，

Ｂ２＝Ｘ２Ａ０＋Ｘ３Ａｎ－１＋Ｘ４Ａｎ－２＋…＋ＸｎＡ２＋Ｘ１Ａ１













．

（１）

令珟Ａ＝Ｃｒｉｃ（Ａ０，Ａ１，…，Ａｎ－１），则由式（１）得

珟Ｘ珟Ａ＝Ｃｒｉｃ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）Ｃｒｉｃ（Ａ０，Ａ１，…，Ａｎ－１）＝
Ｃｒｉｃ（Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｎ）＝珟Ｂ．

证毕．
定理２　设珟Ｘ与 珟Ｂ满足定理１所设条件，并且

珟ＸＴ＝珟Ｘ，珟ＢＴ＝珟Ｂ∈Ｒｋｎ×ｋｎ，则矩阵方程 Ｙ珟Ｘ＝珟Ｂ存在
ｋｎ×ｋｎ循环分块矩阵解

珟Ｃ＝

Ｃ０ Ｃ１ Ｃ２ … Ｃｎ－１
Ｃｎ－１ Ｃ０ Ｃ１ … Ｃｎ－２
   

Ｃ２ Ｃ３ Ｃ４ … Ｃ１
Ｃ１ Ｃ２ Ｃ３ … Ｃ















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，

其中Ｃｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ－１）为ｋ×ｋ实矩阵．
证明　由定理１，矩阵方程珟ＸＹ＝珟Ｂ有ｋｎ×ｋｎ循

环分块矩阵解

珟Ａ＝Ｃｒｉｃ（Ａ０，Ａ１，…，Ａｎ－１），
则珟Ｘ珟Ａ＝珟Ｂ．对此方程两边取转置，并且注意珟ＸＴ＝珟Ｘ，
珟ＢＴ＝珟Ｂ，则有珟ＡＴ珟Ｘ＝珟Ｂ，此即
Ｃｒｉｃ（ＡＴ０，Ａ

Ｔ
ｎ－１，…，Ａ

Ｔ
１）Ｃｒｉｃ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）＝珟Ｂ＝

Ｃｒｉｃ（Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｎ）．
令Ｃ０＝Ａ

Ｔ
０，Ｃ１＝Ａ

Ｔ
ｎ－１，Ｃ２＝Ａ

Ｔ
ｎ－２，…，Ｃｎ－１＝Ａ

Ｔ
１，并设

珟Ｃ＝Ｃｒｉｃ（Ｃ０，Ｃ１，…，Ｃｎ－１），
则得珟Ｃ珟Ｘ＝珟Ｂ．证毕．

推论１　设珟Ｘ与 珟Ｂ满足定理２所设条件，并且
珟Ｘ珟Ｂ＝珟Ｂ珟Ｘ，珟Ｘ可逆，则矩阵方程 Ｙ珟Ｘ＝珟Ｂ存在 ｋｎ×ｋｎ
对称循环分块矩阵解

珟Ｃ＝

Ｃ０ Ｃ１ Ｃ２ … Ｃｎ－１
Ｃｎ－１ Ｃ０ Ｃ１ … Ｃｎ－２
   

Ｃ２ Ｃ３ Ｃ４ … Ｃ１
Ｃ１ Ｃ２ Ｃ３ … Ｃ















０

，

其中ＣＴ０＝Ｃ０，Ｃ
Ｔ
ｎ－１＝Ｃ１，…，Ｃ

Ｔ
２＝Ｃｎ－２，Ｃ

Ｔ
１＝Ｃｎ－１为

ｋ×ｋ实矩阵．
证明　因为珟Ｘ可逆，所以矩阵方程Ｙ珟Ｘ＝珟Ｂ有唯

一解．由定理２，矩阵方程 Ｙ珟Ｘ＝珟Ｂ有 ｋｎ×ｋｎ循环分
块矩阵解

珟Ｃ＝Ｃｒｉｃ（Ｃ０，Ｃ１，…，Ｃｎ－１）．
因珟Ｘ与珟Ｂ满足定理２所设条件 珟Ｘ珟Ｘ＋珟Ｂ＝珟Ｂ，故

珟Ｂ＝珟ＢＴ＝（珟Ｘ珟Ｘ＋珟Ｂ）Ｔ＝珟Ｂ珟Ｘ＋珟Ｘ，因而满足引理 ２的条
件．所以Ｙ珟Ｘ＝珟Ｂ有ｋｎ×ｋｎ实对称解，这唯一的实对
称解就是 珟Ｃ，从而有 ＣＴ０ ＝Ｃ０，Ｃ

Ｔ
ｎ－１＝Ｃ１，…，Ｃ

Ｔ
２ ＝

Ｃｎ－２，Ｃ
Ｔ
１＝Ｃｎ－１．证毕．

推论２　设珟Ｘ与 珟Ｂ满足定理２所设条件，矩阵

５７
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方程Ｙ珟Ｘ＝珟Ｂ的ｋｎ×ｋｎ循环分块矩阵解

珟Ｃ＝

Ｃ０ Ｃ１ Ｃ２ … Ｃｎ－１
Ｃｎ－１ Ｃ０ Ｃ１ … Ｃｎ－２
   

Ｃ２ Ｃ３ Ｃ４ … Ｃ１
Ｃ１ Ｃ２ Ｃ３ … Ｃ















０

，

如果珟Ｘ珟Ｂ＝珟Ｂ珟Ｘ，珟Ｘ珟Ｃ＝珟Ｃ珟Ｘ，ｒ（珟Ｃ）＝ｒ（珟Ｂ），那么珟ＣＴ＝珟Ｃ，
即ＣＴ０＝Ｃ０，Ｃ

Ｔ
ｎ－１＝Ｃ１，…，Ｃ

Ｔ
２＝Ｃｎ－２，Ｃ

Ｔ
１＝Ｃｎ－１，这里

Ｃｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ－１）为ｋ×ｋ实矩阵．
证明　由推论１，矩阵方程Ｙ珟Ｘ＝珟Ｂ有ｋｎ×ｋｎ循

环分块矩阵解，设其解为

珟Ｃ＝Ｃｒｉｃ（Ｃ０，Ｃ１，…，Ｃｎ－１）．
因珟Ｘ珟Ｂ＝珟Ｂ珟Ｘ并且都是实对称阵，所以珟Ｘ与珟Ｂ可

同时正交对角化［９］，即存在正交矩阵Ｑ使得

珟Ｘ＝Ｑ
Λ Ｏ( )Ｏ Ｏ

ＱＴ，　珟Ｂ＝Ｑ
Λ１ Ｏ

Ｏ Λ( )
２

ＱＴ，

其中Λ＝ｄｉａｇ（λ１，…，λｒ），Λ１与Λ为ｒ阶对角阵，Λ２
为ｎ－ｒ阶对角阵，ｒ＝ｒ（珟Ｘ），即Λ可逆．则

Ｘ＋＝Ｑ Λ
－１ Ｏ( )Ｏ Ｏ

ＱＴ．

记

Ｚ＝ＱＴ珟ＣＱ＝
Ｚ１ Ｚ２
Ｚ３ Ｚ( )

４

，

则

ＺＴ＝ＱＴ珟ＣＱ＝
ＺＴ１ ＺＴ２
ＺＴ３ ＺＴ







４
．

由珟Ｘ珟Ｃ＝珟Ｃ珟Ｘ＝珟Ｂ，有，

ΛＯ( )ＯＯ

Ｚ１ Ｚ２
Ｚ３ Ｚ( )

４

＝
Λ１ Ｏ

Ｏ Λ( )
２

＝
Ｚ１ Ｚ２
Ｚ３ Ｚ( )

４

ΛＯ( )ＯＯ


ΛＺ１ ΛＺ２( )Ｏ Ｏ

＝
Λ１ Ｏ

Ｏ Λ( )
２

＝
Ｚ１Λ Ｏ

Ｚ３Λ( )Ｏ．
注意Λ可逆，所以，

Ｚ２＝Ｏ，Ｚ３＝Ｏ，Λ２＝Ｏ


ＱＴ珟ＣＱ＝
Ｚ１ Ｚ２
Ｚ３ Ｚ( )

４

＝
Ｚ１ Ｏ

Ｏ Ｚ( )
４

．

再由珟Ｃ珟Ｘ＝珟Ｂ得，
Ｚ１ Ｏ

Ｏ Ｚ( )
４

Λ Ｏ( )Ｏ Ｏ
＝
Λ１ Ｏ( )Ｏ Ｏ



Ｚ１＝Λ１Λ
－１ｒ（Ｚ１）＝ｒ（Λ１）＝ｒ（珟Ｂ）．

ｒ（珘Ｃ）＝ｒ（Ｚ）≥ｒ（Ｚ１）＋ｒ（Ｚ４）≥ｒ（Ｚ１）＝ｒ（珘Ｂ）＝ｒ（珘Ｃ）


ｒ（Ｚ１）＝ｒ（Ｚ１）＋ｒ（Ｚ４）


Ｚ４＝ＯＱ
Ｔ珟ＣＱ＝

Ｚ１ Ｚ２
Ｚ３ Ｚ( )

４

＝
Ｚ１ Ｏ( )Ｏ Ｏ

，

且Ｚ１＝Λ１Λ
－１为对角阵，因此，

ＱＴ珟ＣＱ＝
Ｚ１ Ｏ( )Ｏ Ｏ

珟Ｃ＝Ｑ
Ｚ１ Ｏ( )Ｏ Ｏ

ＱＴ

为对称矩阵，从而珟Ｃ为对称循环分块矩阵．证毕．

２　循环分块矩阵的逆
Ｔｈｅｉｎｖｅｒｓｅｏｆｂｌｏｃｋｃｉｒｃｕｌａｎｔｍａｔｒｉｘ

　　下面给出应用循环分块矩阵方程的解求循环分
块矩阵之逆的简便算法．

由定理１，取

珟Ｂ＝

Ｅｋ Ｏ … Ｏ

Ｏ Ｅｋ … Ｏ

  

Ｏ Ｏ … Ｅ













ｋ

为ｋｎ阶单位阵，则循环分块矩阵方程珘ＸＹ＝珘Ｂ的解珘Ａ就
是循环分块矩阵珘Ｘ的逆，并且其逆也是循环分块矩阵．

由定理１的证明，很容易得到求解循环分块矩
阵珟Ｘ之逆的简便算法：

求解矩阵方程

珟ＸＹ＝

Ｅｋ
Ｏ












Ｏ

，

当秩

ｒ（珟Ｘ）＝ｒ珟Ｘ

Ｅｋ
Ｏ












Ｏ

时，方程有解，否则无解．当方程有解时，求出它的解
Ａ，并记

Ａ＝

Ａ０
Ａｎ－１


Ａ













１

∈Ｒｋｎ×ｋ，

其中Ａｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ－１）为ｋ×ｋ实矩阵．令

６７
张佳静，等．循环分块矩阵方程之解及其应用．

ＺＨＡＮＧＪｉａｊｉｎｇ，ｅｔａｌ．Ｓｏｌｕｔｉｏｎｔｏｂｌｏｃｋｃｉｒｃｕｌａｎｔｍａｔｒｉｘｅｑｕａｔｉｏｎａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ．



珟Ａ＝

Ａ０ Ａ１ Ａ２ … Ａｎ－１
Ａｎ－１ Ａ０ Ａ１ … Ａｎ－２
   

Ａ２ Ａ３ Ａ４ … Ａ１
Ａ１ Ａ２ Ａ３ … Ａ















０

，

则珟Ａ就是珟Ｘ之逆，即珟Ａ＝珟Ｘ－１．

特别地，设

珟Ｘ＝
Ｘ１ Ｘ２
Ｘ２ Ｘ( )

１

，
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首先应用分块矩阵初等变换求解矩阵方程

１ ０ １ ０ １ ０ １ １
０ １ １ ０ １ １ １ １
１ １ １ ０ １ ０ １ ０
１ １ ０ １ １ ０ １ １
１ ０ １ １ １ ０ １ ０
１ １ １ １ ０ １ １ ０
１ ０ １ ０ １ １ １ ０























１ ０ １ １ １ １ ０ １

珘Ｙ＝

１ ０
０ １
０ ０
０ ０
０ ０

















０ ０

，

求得其解为
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则珟Ａ即为所求矩阵珟Ｘ的逆矩阵．

７７
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