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求解非线性方程重根的二阶迭代法

袁媛１　杨建伟１

摘要

考虑非线性方程的求根问题，将非

线性方程问题转化为求函数极值问题．
利用无约束优化技术中的牛顿法，对于

单根，得到的算法与 ＮｅｗＲａｐｈｓｏｎ求根
算法等价；对于重根，在不计算二阶导数

的情况下，给出了具有二阶收敛速度的

求根算法．
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０　引言
Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　　非线性求根问题广泛存在，它在科学和工程计算中起着非常重
要的作用．该问题的研究一直受到人们的关注［１６］．迭代格式的建立
是设计求根算法的关键，收敛速度的快慢与迭代格式紧密相关．常用
的ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法在单根情形下具有较快的二阶收敛速度，然
而对于重根却只有线性的收敛速度．为解决重根时收敛慢的问题，传
统方法中要么需要根重数的信息，要么需要计算二阶导数［７８］，这给

实际计算带来了许多不便．本文将非线性方程求根问题转化为求函
数极值的问题，并利用无约束优化技术中的牛顿法求解．在单根情形
下，得到了ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法，在重根情形下，得到了一种不需要
二阶导数且具有二阶收敛速度的算法．最后给出算例以说明该算法
对重根求解的有效性．

１　优化求根
Ｅｘｔｒａｃｔｉｏｎｏｆｒｏｏｔｓｕｓｉｎｇｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ

　　定理１　假设ｆ（ｘ）∈Ｃ［ａ，ｂ］，令

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ，

１）若ｘ∈（ａ，ｂ）是区间［ａ，ｂ］上的单根，则函数Ｆ（ｘ）在ｘ点取
得极值；

２）Ｆ（ｘ）在ｘ取得极值，则ｘ为非线性方程ｆ（ｘ）＝０的根．
证明　１）因为ｘ是ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］区间上的单根，则存在ｘ的一

个邻域（ｘ －δ，ｘ ＋δ）［ａ，ｂ］（其中δ＞０）使得

Ⅰ　
ｆ（ｘ）≤０，ｘ∈（ｘ，ｘ ＋δ），

ｆ（ｘ）≥０，ｘ∈（ｘ －δ，ｘ{
）；

或

Ⅱ　
ｆ（ｘ）≥０，ｘ∈（ｘ，ｘ ＋δ），

ｆ（ｘ）≤０，ｘ∈（ｘ －δ，ｘ）{ ．
ｘ∈（ｘ －δ，ｘ ＋δ），

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ＋∫

ｘ

ｘ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝Ｆ（ｘ）＋∫

ｘ

ｘ
ｆ（ｔ）ｄｔ．

　　对于情况Ⅰ　　　　



　　若ｘ∈（ｘ，ｘ ＋δ），则∫
ｘ

ｘ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝－∫

ｘ

ｘ
ｆ（ｔ）ｄｔ≥

０，此时 Ｆ（ｘ）≥Ｆ（ｘ）；若 ｘ∈ （ｘ －δ，ｘ），则

∫
ｘ

ｘ
ｆ（ｔ）ｄｔ≥０，此时Ｆ（ｘ）≥Ｆ（ｘ）．因此Ｆ（ｘ）在ｘ

处取得极大值．
　　对于情况Ⅱ

若ｘ∈（ｘ，ｘ ＋δ），则∫
ｘ

ｘ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝－∫

ｘ

ｘ
ｆ（ｔ）ｄｔ≤

０，此时 Ｆ（ｘ）≤ Ｆ（ｘ）；若 ｘ∈ （ｘ －δ，ｘ），则

∫
ｘ

ｘ
ｆ（ｔ）ｄｔ≤０．此时Ｆ（ｘ）≤Ｆ（ｘ）．因此Ｆ（ｘ）在ｘ

处取得极小值．
综合以上讨论得出，Ｆ（ｘ）在ｘ点取得极值．
２）ｆ（ｘ）连续，因此Ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上可导，Ｆ（ｘ）

在ｘ取得极值，则
Ｆ′（ｘ）＝ｆ（ｘ）＝０．

证毕．
由此看出，求 ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上的单根可转化为

求函数Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ的极值点问题．假设ｆ（ｘ）在

［ａ，ｂ］上是连续可导的，采用优化技术中的牛顿法求
解，其迭代格式为

ｘｋ＋１ ＝ｘｋ－
Ｆ′（ｘｋ）
Ｆ″（ｘｋ）

，

即

ｘｋ＋１ ＝ｘｋ－
ｆ（ｘｋ）
ｆ′（ｘｋ）

． （１）

由迭代格式（１）可看出这其实就是非线性方程
求根的ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法．众所周知，该算法具有
局部的二阶收敛速度（参见文献［７８］）．

２　重根情形
Ｔｈｅｃａｓｅｏｆｍｕｌｔｉｐｌｅｒｏｏｔｓ

　　由前文的分析可知，当 ｘ为 ｆ（ｘ）＝０的单根
时，迭代格式（１）具有二阶的收敛速度．对于重根情
形，ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法只有线性的收敛速度．要得
到局部二阶收敛的求根算法，传统方法中要么需要

重根的重数信息，要么需要ｆ（ｘ）的二阶导数．下面给
出一种既不需要重数信息，又不需要二阶导数信息，

且具有二阶收敛速度的求根算法．首先给出如下
定理：

定理２　设 ｘ是 ｆ（ｘ）的 ｍ（ｍ≥２）重零点，则
ｘ是函数

Ｋ（ｘ）＝ αｆ２（ｘ）
ｆ（ｘ＋αｆ（ｘ））－ｆ（ｘ）

（２）

的单重零点，其中α≠０．
证明　假设ｆ（ｘ）＝（ｘ－ｘ）ｍｇ（ｘ），其中ｇ（ｘ）≠０．

令

Ｓ（ｘ）＝ｆ（ｘ＋αｆ（ｘ））－ｆ（ｘ），
则

Ｓ（ｘ）＝
（ｘ＋αｆ（ｘ）－ｘ）ｍｇ（ｘ＋αｆ（ｘ））－（ｘ－ｘ）ｍｇ（ｘ）＝

［（ｘ－ｘ）ｍ ＋ｍαｆ（ｘ）（ｘ－ｘ）ｍ－１＋　
ｍ（ｍ－１）
２ α２ｆ２（ｘ）（ｘ－ｘ）ｍ－２＋… ＋　

αｍｆｍ（ｘ）］ｇ（ｘ＋αｆ（ｘ））－（ｘ－ｘ）ｍｇ（ｘ）＝
ｍα（ｘ－ｘ）２ｍ－１ｇ（ｘ）ｇ（ｘ＋αｆ（ｘ））＋

[
　

ｍ（ｍ－１）
２ α２（ｘ－ｘ）３ｍ－２ｇ２（ｘ）＋… ＋　

αｍ（ｘ－ｘ）ｍ２ｇｍ（ｘ ]） ｇ（ｘ＋αｆ（ｘ））＋　
（ｘ－ｘ）ｍ［ｇ（ｘ＋αｆ（ｘ））－ｇ（ｘ）］．　

令

Ｔ（ｘ） [＝ ｍ（ｍ－１）
２ α２（ｘ－ｘ）３ｍ－２ｇ２（ｘ）＋… ＋

　　αｍ（ｘ－ｘ）ｍ２ｇｍ（ｘ ]） ｇ（ｘ＋αｆ（ｘ））＋
　　（ｘ－ｘ）ｍ［ｇ（ｘ＋αｆ（ｘ））－ｇ（ｘ）］．
由于ｘ是 ｆ（ｘ）的 ｍ（ｍ≥２）重零点，ｘ应至少是
ｇ（ｘ＋αｆ（ｘ））－ｇ（ｘ）的ｍ重零点，因此ｘ应是

（ｘ－ｘ）ｍ［ｇ（ｘ＋αｆ（ｘ））－ｇ（ｘ）］
的２ｍ重零点，从而Ｔ（ｘ）可写成

Ｔ（ｘ）＝（ｘ－ｘ）２ｍＨ（ｘ）
的形式，也就是

Ｓ（ｘ）＝ｍα（ｘ－ｘ）２ｍ－１ｇ（ｘ）ｇ（ｘ＋αｆ（ｘ））＋
（ｘ－ｘ）２ｍＨ（ｘ）．

由此Ｋ（ｘ）可化为

Ｋ（ｘ）＝ α（ｘ－ｘ）ｇ２（ｘ）
ｍαｇ（ｘ）ｇ（ｘ＋αｆ（ｘ））＋（ｘ－ｘ）Ｈ（ｘ）

，

而ｆ（ｘ）＝０，ｇ（ｘ）≠０，因此
ｇ（ｘ ＋αｆ（ｘ））≠０，

也就是说ｘ是Ｋ（ｘ）单重零点．证毕．
根据定理２，为求非线性方程ｆ（ｘ）＝０的重根，可

构造形如式（２）的Ｋ（ｘ），利用式（１）得到迭代格式

ｘｋ＋１＝ｘｋ－
Ｍ（ｘｋ）
Ｎ（ｘｋ）

． （３）

其中：

Ｍ（ｘｋ）＝ｆ（ｘｋ）［ｆ（ｘｋ＋αｆ（ｘｋ））－ｆ（ｘｋ）］；（４）
Ｎ（ｘｋ）＝ｆ′（ｘｋ）［２ｆ（ｘｋ＋αｆ（ｘｋ））－ｆ（ｘｋ）（１＋αｆ′（ｘｋ＋

αｆ（ｘｋ）））］－ｆ（ｘｋ）ｆ′（ｘｋ＋αｆ（ｘｋ））． （５）

２７
袁媛，等．求解非线性方程重根的二阶迭代法．

ＹＵＡＮＹｕａｎ，ｅｔａｌ．Ａｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｉｔｅｒａｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄｆｏｒｅｘｔｒａｃｔｉｎｇｍｕｌｔｉｐｌｅｒｏｏｔｓｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｅｑｕａｔｉｏｎｓ．



由文献［７８］可知，当 ｘ０充分靠近 ｘ时该迭代
格式具有局部二阶的收敛速度．
　　下面给出求重根的具体算法．
　　输入　初始值ｘ０；误差限ε；最大迭代次数ｍ及
参数α．
　　输出　近似解ｘ或失败信息．
　　步骤１　ｐ０←ｘ０．
　　步骤２　对ｉ＝１，２，…，ｍ，做步骤３—４．
　　步骤 ３　ｐ←ｐ０－Ｍ（ｐ０）／Ｎ（ｐ０），其中 Ｍ（．），
Ｎ（．）如式（４）、（５）．
　　步骤４　若 ｐ－ｐ０ ＜ε，则输出 ｐ，停机，否则
ｐ←ｐ０．
　　步骤５　输出（‘Ｍｅｔｈｏｄｆａｉｌｅｄ’）；停机．

３　数值试验
Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ

　　由于单根情形下，本文所给的算法跟 Ｎｅｗｔｏｎ
Ｒａｐｈｓｏｎ方法相同，因此仅给出重根的实验结果．考
虑如下问题：

　　问题１　ｆ（ｘ）＝ｘ４－４ｘ２＋４；
　　问题２　ｆ（ｘ）＝ｅｘ－１－ｘ；

　　问题３　ｆ（ｘ）＝ ｓｉｎ（ｘ）－ｘ( )２
２

；

　　问题４　ｆ（ｘ）＝（ｘ－１）３；
　　问题５　ｆ（ｘ）＝ｘ３－ｘ２－８ｘ＋１２．

问题１中 ｘ 槡＝２是二重根，问题２和３中 ｘ＝０
都是二重根，问题４中ｘ＝１是三重根，问题５中ｘ＝
２是二重根．采用的精度均为ε＝１０－９，α均取１．表１
将本文方法与 ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法的结果比较，从
表中可看出本文所给方法比传统的 ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ

方法有较快的收敛速度，并且不需要二阶导数信息

和根的重数信息．

表１　本文方法与ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法的比较
Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｍｅｔｈｏｄｓｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ

ａｎｄＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎｍｅｔｈｏｄ

问题 根 重数 初值
本文方法

迭代次数

Ｎｅｗｔｏｎ法

迭代次数

１ 槡２ ２ １５ ５ ２５

２ ０ ２ ０５ １１ ２７

３ ０ ２ ０７５ ６ ２８

４ １ ３ １５ ６ ４８

５ ２ ２ ２２ ６ ２５
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