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一类三维二阶常微分方程组边值问题正解的存在性
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０　引言
Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　　关于二阶常微分方程边值问题正解的存在性研究已有许多丰富
的结果［１５］，二维的二阶常微分方程组边值问题正解存在性的研究虽

然困难、复杂，但也有了一些结果［６］．相比之下，三维的情况就更复
杂，内容也更丰富，目前关于这方面的研究很少．本文利用
Ｋｒａｓｎｏｎｅｌｓｋｉｉ锥拉伸锥压缩不动点定理，研究了下列二阶微分方程组
边值问题在某些条件下正解的存在性问题（即解的分量中至少有一

个为正函数）．
－ｕ″＝ａ（ｔ，ｗ）ｆ（ｕ，ｖ），
－ｖ″＝ｂ（ｔ，ｗ）ｇ（ｕ，ｖ），
－ｗ″＝ｈ（ｔ，ｕ，ｖ），
ｕ（０）＝ｕ（１）＝ｖ（０）＝ｖ（１）＝ｗ（０）＝ｗ（１）＝０

{
．

（１）

其中：ｆ，ｇ∈ (Ｃ ［０，＋∞）×［０，＋∞），［０，＋∞））；ａ，ｂ∈Ｃ（［０，１］×
［０，＋∞），［０，＋∞ )） ，并存在［０，１］上的非负连续函数ａ１（ｔ），ａ２（ｔ）
及ｂ１（ｔ），ｂ２（ｔ），使得

ａ１（ｔ）≤ａ（ｔ，ｗ）≤ａ２（ｔ），（ｔ，ｗ）∈［０，１］×［０，＋∞），∫
１

０
ａ１（ｓ）ｄｓ＞０；

ｂ１（ｔ）≤ｂ（ｔ，ｗ）≤ｂ２（ｔ），（ｔ，ｗ）∈［０，１］×［０，＋∞），∫
１

０
ｂ１（ｓ）ｄｓ＞０；

ｈ∈ (Ｃ ［０，１］×［０，＋∞）×［０，＋∞），［０，＋∞ )） ，且当ｕ＋ｖ＞０
时有ｈ（ｔ，ｕ，ｖ）＞０．

１　预备知识与引理
Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｉｅｓａｎｄｌｅｍｍａｓ

　　首先给出本文关键的Ｋｒａｓｎｏｎｅｌｓｋｉｉ锥拉伸锥压缩不动点定理．
引理１［７８］　设Ｂ是Ｂａｎａｃｈ空间，ＫＢ是Ｂ中的锥，Ω１及Ω２是

Ｂ中的开子集，０∈Ω１且珚Ω１Ω２，Ｔ：Ｋ∩（珚Ω２＼Ω１）→Ｋ是全连续算子．
如果以下两条件之一成立：

１） Ｔｕ ≤ ｕ ，ｕ∈Ｋ∩Ω１且 Ｔｕ ≥ ｕ ，ｕ∈Ｋ∩Ω２；
２） Ｔｕ ≥ ｕ ，ｕ∈Ｋ∩Ω１且 Ｔｕ ≤ ｕ ，ｕ∈Ｋ∩Ω２．
那么Ｔ在Ｋ∩（珚Ω２＼Ω１）中至少有一个不动点．　　　　　　　　



夏大峰，等．一类三维二阶常微分方程组边值问题正解的存在性．
ＸＩＡＤａｆｅｎｇ，ｅｔａｌ．Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆａｃｌａｓｓｏｆｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｓｆｏｒｓｙｓｔｅｍｓｏｆ３ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｏｒｄｉｎａｒｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ．

　　　　　　　　　　　　　　
　　　
　　ｆ，ｇ：［０，＋∞）×［０，＋∞）→［０，＋∞）为连续
函数，并记

ｆ∞ ＝ｌｉｍ
ρ→＋∞

ｆ（ｕ，ｖ）
ρ
，　ｆ０ ＝ｌｉｍ

ρ→０

ｆ（ｕ，ｖ）
ρ
，

ｇ∞ ＝ｌｉｍ
ρ→＋∞

ｇ（ｕ，ｖ）
ρ
，　ｇ０ ＝ｌｉｍ

ρ→０

ｇ（ｕ，ｖ）
ρ
．

其中，ρ＝ ｕ２＋ｖ槡
２．

设Ｘ＝Ｃ［０，１］， ｕ ＝ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

ｕ（ｔ） ，此时，Ｘ为

Ｂａｎａｃｈ空间．记 Ｙ＝Ｘ×Ｘ，对任意的（ｕ，ｖ）∈Ｙ，
（ｕ，ｖ） ＝ｍａｘ｛ ｕ ，ｖ｝，则Ｙ也为Ｂａｎａｃｈ空间．
令

{Ｐ＝ ｕ∈Ｘ ｕ（ｔ）≥０，ｔ∈［０，１ }］ ，Ｅ＝Ｐ×Ｐ．
由∫

１

０
ａ１（ｓ）ｄｓ＞０与∫

１

０
ｂ１（ｓ）ｄｓ＞０知：存在α∈

０，( )１２ ，使得：∫
１－α

α
ａ１（ｓ）ｄｓ＞０，∫

１－α

α
ｂ１（ｓ）ｄｓ＞０．

定义：Ｋ {＝ ｕ∈Ｐ ｕ（ｔ）≥０， ｍｉｎ
ｔ∈［α，１－α］

ｕ（ｔ）≥

α }ｕ Ｐ显见，Ｋ是Ｘ中的正锥，Ｋ×Ｋ是 Ｙ中的

锥．记

Ωｌ {＝ （ｕ，ｖ）∈Ｙ （ｕ，ｖ） }＜ｌ ，

那么

珚Ωｌ {＝ （ｕ，ｖ）∈Ｙ （ｕ，ｖ） ≤ }ｌ，
Ωｌ {＝ （ｕ，ｖ）∈Ｙ （ｕ，ｖ） }＝ｌ．

边值问题（１）有正解等价于下列积分方程组：

ｕ（ｔ）＝∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ） (ａ ｓ，ｗ（ｓ )） (ｆｕ（ｓ），ｖ（ｓ )） ｄｓ，

ｖ（ｔ）＝∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ） (ｂｓ，ｗ（ｓ )） (ｇ ｕ（ｓ），ｖ（ｓ )） ｄｓ，

ｗ（ｔ）＝∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ） (ｈ ｓ，ｕ（ｓ），ｖ（ｓ )） ｄ













ｓ

有正解，也等价于下列积分方程组：

ｕ（ｔ）＝∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ） (ａｓ，∫

１

０
Ｇ（ｓ，ｘ）ｈ（ｘ，ｕ（ｘ），ｖ（ｘ））ｄ )ｘ·

ｆ（ｕ（ｓ），ｖ（ｓ））ｄｓ，

ｖ（ｔ）＝∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ） (ｂｓ，∫

１

０
Ｇ（ｓ，ｘ）ｈ（ｘ，ｕ（ｘ），ｖ（ｘ））ｄ )ｘ·

ｇ（ｕ（ｓ），ｖ（ｓ））ｄ













ｓ
有正解．其中Ｇ（ｔ，ｓ）为格林函数：

Ｇ（ｔ，ｓ）＝ ｔ（１－ｓ）， ０≤ｔ≤ｓ≤１；
ｓ（１－ｔ）， ０≤ｓ≤ｔ≤１{ ．

易见

Ｇ（ｔ，ｓ）≤Ｇ（ｓ，ｓ），　０≤ｔ，ｓ≤１． （２）
为此定义积分算子Ｔｉ：Ｅ→Ｐ（ｉ＝１，２），Ｔ：Ｅ→Ｅ

如下：

Ｔ１（ｕ，ｖ）（ｔ）＝∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ） (ａ ｔ，∫

１

０
Ｇ（ｓ，ｘ）ｈ（ｘ，ｕ（ｘ），

　　 ｖ（ｘ）） )ｄｘｆ（ｕ（ｓ），ｖ（ｓ））ｄｓ；
Ｔ２（ｕ，ｖ）（ｔ）＝∫

１

０
Ｇ（ｔ，ｓ） (ｂｔ，∫

１

０
Ｇ（ｓ，ｘ）ｈ（ｘ，ｕ（ｘ），

　　 ｖ（ｘ））ｄ )ｘｇ（ｕ（ｓ），ｖ（ｓ））ｄｓ；
Ｔ（ｕ，ｖ） (＝ Ｔ１（ｕ，ｖ），Ｔ２（ｕ，ｖ )） ．

边值问题（１）的正解存在性问题就转化为积分
算子Ｔ：Ｅ→Ｅ至少存在一个正的不动点．

引理２　Ｔ（Ｋ×Ｋ）Ｋ×Ｋ
证明　为证明Ｔ（Ｋ×Ｋ）Ｋ×Ｋ，先证 Ｔ１（Ｋ×

Ｋ）Ｋ．
对任意的（ｕ，ｖ）∈Ｋ×Ｋ，由不等式（２）有

Ｔ１（ｕ，ｖ）（ｔ）＝

∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ） (ａｓ，∫

１

０
Ｇ（ｓ，ｘ）ｈ（ｘ，ｕ（ｘ），ｖ（ｘ））ｄ )ｘｆ（ｕ（ｓ），ｖ（ｓ））ｄｓ≤

∫
１

０
Ｇ（ｓ，ｓ） (ａｓ，∫

１

０
Ｇ（ｓ，ｘ）ｈ（ｘ，ｕ（ｘ），ｖ（ｘ））ｄ )ｘｆ（ｕ（ｓ），ｖ（ｓ））ｄｓ．

（３）

另外，对前文给定的 α∈ ０，( )１２ 及ｔ∈［α，
１－α］，有

Ｇ（ｔ，ｓ）
Ｇ（ｓ，ｓ）＝

ｔ
ｓ， ｔ≤ｓ

１－ｔ
１－ｓ， ｓ≤{ ｔ

≥

α
ｓ， ｔ≤ｓ

α
１－ｓ， ｓ≤{ ｔ

≥α，

Ｇ（ｔ，ｓ）≥αＧ（ｓ，ｓ），α≤ｔ≤１－α，０≤ｓ≤１．（４）
于是对任意的ｔ∈［α，１－α］，由式（４）有

Ｔ１（ｕ，ｖ）（ｔ）＝

∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ） (ａｓ，∫

１

０
Ｇ（ｓ，ｘ）ｈ（ｘ，ｕ（ｘ），ｖ（ｘ））ｄ)ｘｆ（ｕ（ｓ），ｖ（ｓ））ｄｓ≥

α∫
１

０
Ｇ（ｓ，ｓ） (ａｓ，∫

１

０
Ｇ（ｓ，ｘ）ｈ（ｘ，ｕ（ｘ），ｖ（ｘ））ｄ)ｘｆ（ｕ（ｓ），ｖ（ｓ））ｄｓ．

（５）
综合式（３）、（５）有

ｍｉｎ
ｔ∈［α，１－α］

Ｔ１（ｕ，ｖ）（ｔ）≥α Ｔ１（ｕ，ｖ） ，

故有Ｔ１（Ｋ×Ｋ）Ｋ．
同理可证Ｔ２（Ｋ×Ｋ）Ｋ．这样就证明了Ｔ（Ｋ×

Ｋ）Ｋ×Ｋ．

２　主要定理
Ｍａｉｎｔｈｅｏｒｅｍｓ

　　定理　如果下列两个条件之一满足：
１）ｆ∞ ＝ｇ∞ ＝０，ｆ０＝ｇ０＝＋∞；
２）ｆ∞ ＝ｇ∞ ＝＋∞，ｆ０＝ｇ０＝０．

８５



那么，边值问题（１）或积分方程组（３）至少有一个
正解．

证明　显然Ｔ１，Ｔ２，Ｔ均为全连续算子．
如果条件 １）成立，即ｆ∞ ＝ｇ∞ ＝０，ｆ０＝ｇ０＝

＋∞．由ａ２（ｔ），ｂ２（ｔ）在［０，１］上的连续性知，存在
Ｍ＞１，使得 ａ２（ｔ）≤Ｍ，ｂ２（ｔ）≤Ｍ．所以对任意的
（ｔ，ｗ）∈［０，１］×［０，＋∞），都有

ａ（ｔ，ｗ）≤ａ２（ｔ）≤Ｍ，ｂ（ｔ，ｗ）≤ｂ２（ｔ）≤Ｍ．

因为ｆ∞ ＝ｇ∞ ＝０，那么对 ε＝１２Ｍ，存在 ｒ＞０，当 ρ＝

ｕ２＋ｖ槡
２≥ｒ时，都有 ｆ（ｕ，ｖ）＜ρ２Ｍ，ｇ（ｕ，ｖ）＜

ρ
２Ｍ，根

据ｆ、ｇ的连续性知，ｆ、ｇ在

珔Ｂ（ｒ）＝｛（ｕ，ｖ） ｕ２＋ｖ槡
２≤ｒ，ｕ≥０，ｖ≥０｝

上有界，即存在Ｎ＞０，使得对（ｕ，ｖ）∈珔Ｂ（ｒ），都有
ｆ（ｕ，ｖ）≤Ｎ，ｇ（ｕ，ｖ）≤Ｎ．取Ｒ＝Ｍ（２Ｎ＋ｒ），对

（ｕ，ｖ）∈珔Ｂ（２Ｒ） {＝ （ｕ，ｖ）ｕ≥０，ｖ≥０， ｕ２＋ｖ槡
２≤２ }Ｒ ，

当 ｕ２＋ｖ槡
２≤ｒ时，

［ａ２（ｔ）ｆ（ｕ，ｖ）］
２＋［ｂ２（ｔ）ｇ（ｕ，ｖ）］槡

２≤槡２ＭＮ＜Ｒ＜２Ｒ，（６）

当ｒ＜ ｕ２＋ｖ槡
２≤２Ｒ时，

［ａ２（ｔ）ｆ（ｕ，ｖ）］
２＋［ｂ２（ｔ）ｇ（ｕ，ｖ）］槡

２＜ρ≤２Ｒ． （７）

　　由于Ｇ（ｓ，ｓ）＝ｓ（１－ｓ）≤１４，ｓ∈［０，１］，所以对

任意的（ｕ，ｖ）∈（Ｋ×Ｋ）∩ΩＲ，于是由式（６）、（７）以
及ａ（ｔ，ｗ）≤ａ２（ｔ），（ｔ，ｗ）∈［０，１］×［０，＋∞）有

Ｔ１（ｕ，ｖ）（ｔ）＝

∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ） (ａｓ，∫

１

０
Ｇ（ｓ，ｘ）ｈ（ｘ，ｕ（ｘ），ｖ（ｘ））ｄ )ｘｆ（ｕ（ｓ），ｖ（ｓ））ｄｓ≤

∫
１

０
Ｇ（ｓ，ｓ）ａ２（ｓ）ｆ（ｕ（ｓ），ｖ（ｓ））ｄｓ≤

１
４∫(

１

０
ａ２（ｓ )） ｆ（ｕ（ｓ），ｖ（ｓ））ｄｓ≤

１
２Ｒ．　

所以对任意的（ｕ，ｖ）∈（Ｋ×Ｋ）∩ΩＲ，都有
Ｔ１（ｕ，ｖ） ＜Ｒ＝ （ｕ，ｖ） ．

同理，对任意的（ｕ，ｖ）∈（Ｋ×Ｋ）∩ΩＲ，都有
Ｔ２（ｕ，ｖ） ＜ （ｕ，ｖ） ．

所以对任意的（ｕ，ｖ）∈（Ｋ×Ｋ）∩ΩＲ，都有
Ｔ（ｕ，ｖ） ＜ （ｕ，ｖ） ．

另外，由ｆ０＝ｇ０＝＋∞，则对Ｈ＞０，存在２δ＞

０（２δ＜ｒ），当０＜ρ＝ ｕ２＋ｖ槡
２＜２δ时，都有

ｆ（ｕ，ｖ）＞Ｈρ，ｇ（ｕ，ｖ）＞Ｈρ． （８）

对

（ｕ，ｖ）∈（Ｋ×Ｋ）∩Ωδ，

ｕ２（ｔ）＋ｖ２（ｔ槡 ）≤ ｕ ２＋ ｖ槡
２≤

槡２ｍａｘ｛ ｕ ， ｖ｝＜２δ，　ｔ∈［０，１］．
由于ａ（ｔ，ｗ）≥ａ１（ｔ），（ｔ，ｗ）∈［０，１］×［０，

＋∞），所以对ｔ∈［α，１－α］，由式（４）、（８）有
Ｔ１（ｕ，ｖ）（ｔ）＝

∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ） (ａｓ，∫

１

０
Ｇ（ｓ，ｘ）ｈ（ｘ，ｕ（ｘ），ｖ（ｘ））ｄ)ｘｆ（ｕ（ｓ），ｖ（ｓ））ｄｓ≥

∫
１－α

α
Ｇ（ｔ，ｓ）(ａｓ，∫

１

０
Ｇ（ｓ，ｘ）ｈ（ｘ，ｕ（ｘ），ｖ（ｘ））ｄ)ｘｆ（ｕ（ｓ），ｖ（ｓ））ｄｓ≥

α∫
１－α

α
Ｇ（ｓ，ｓ）ａ１（ｓ）ｆ（ｕ（ｓ），ｖ（ｓ））ｄｓ≥

Ｈα∫
１－α

α
Ｇ（ｓ，ｓ）ａ１（ｓ） ｕ２（ｓ）＋ｖ２（ｓ槡 ）ｄｓ≥

Ｈα２ｍａｘ｛ ｕ ， ｖ｝∫
１－α

α
Ｇ（ｓ，ｓ）ａ１（ｓ）ｄｓ＝

Ｈα２ （ｕ，ｖ） ∫
１－α

α
Ｇ（ｓ，ｓ）ａ１（ｓ）ｄｓ．　

取

Ｈ＝ ２

α２∫
１－α

α
Ｇ（ｓ，ｓ）ａ１（ｓ）ｄｓ

，

则对（ｕ，ｖ）∈（Ｋ×Ｋ）∩Ωδ，都有
Ｔ１（ｕ，ｖ）（ｔ）＞ （ｕ，ｖ） ，ｔ∈［α，１－α］．

于是对（ｕ，ｖ）∈（Ｋ×Ｋ）∩Ωδ，都有
Ｔ１（ｕ，ｖ） ＞ （ｕ，ｖ） ．

同理对（ｕ，ｖ）∈（Ｋ×Ｋ）∩Ωδ，都有
Ｔ２（ｕ，ｖ） ＞ （ｕ，ｖ） ．

所以对任意的（ｕ，ｖ）∈（Ｋ×Ｋ）∩Ωδ，都有
Ｔ（ｕ，ｖ） ＞ （ｕ，ｖ） ．

由引理１，Ｔ在（Ｋ×Ｋ）∩（珚ΩＲ＼Ωδ）中至少有一
个不动点，即边值问题（１）至少有一个正解．

如果条件２）成立，即ｆ∞ ＝ｇ∞ ＝＋∞，ｆ０＝ｇ０＝
０．由ｆ∞ ＝ｇ∞ ＝＋∞，对任意的 Ｈ＞０，存在 ｒ＞０，当

ρ＝ ｕ２＋ｖ槡
２≥ｒ时，都有
ｆ（ｕ，ｖ）＞Ｈρ，　ｇ（ｕ，ｖ）＞Ｈρ． （９）

　　取 Ｒ＝２ｒ
α
，对（ｕ，ｖ）∈（Ｋ×Ｋ）∩ΩＲ，当 ｔ∈

［α，１－α］时

ｕ２（ｔ）＋ｖ２（ｔ槡 ）≥α ｕ ２＋ ｖ槡
２≥

槡２αｍａｘ｛ ｕ ， ｖ｝＝槡２α （ｕ，ｖ） ＞ｒ．
由于ａ（ｔ，ｗ）≥ａ１（ｔ），（ｔ，ｗ）∈［０，１］×［０，

＋∞），所以对ｔ∈［α，１－α］，由式（４）、（９）且类似
于条件１）的证明有

９５
学报：自然科学版，２０１０，２（１）：５７６１
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夏大峰，等．一类三维二阶常微分方程组边值问题正解的存在性．
ＸＩＡＤａｆｅｎｇ，ｅｔａｌ．Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆａｃｌａｓｓｏｆｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｓｆｏｒｓｙｓｔｅｍｓｏｆ３ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｏｒｄｉｎａｒｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ．

Ｔ１（ｕ，ｖ）（ｔ）＝

∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ） (ａｓ，∫

１

０
Ｇ（ｓ，ｘ）ｈ（ｘ，ｕ（ｘ），ｖ（ｘ））ｄ )ｘｆ（ｕ（ｓ），ｖ（ｓ））ｄｓ≥

槡２Ｈα
２ （ｕ，ｖ） ∫

１－α

α
Ｇ（ｓ，ｓ）ａ１（ｓ）ｄｓ．　

取

Ｈ＝ １

α２∫
１－α

α
Ｇ（ｓ，ｓ）ａ１（ｓ）ｄｓ

，

则对（ｕ，ｖ）∈（Ｋ×Ｋ）∩ΩＲ，都有
Ｔ１（ｕ，ｖ）（ｔ）＞ （ｕ，ｖ） ，　ｔ∈［α，１－α］．

　　类似于条件 １）的证明有：对任意的（ｕ，ｖ）∈
（Ｋ×Ｋ）∩ΩＲ，都有

Ｔ（ｕ，ｖ） ＞ （ｕ，ｖ） ．
另外，由ｆ０＝ｇ０＝０，对任意的 ε＞０，存在 δ＞０，

当０＜ρ＝ ｕ２＋ｖ槡
２＜２δ时，有

ｆ（ｕ，ｖ）＜ερ，ｇ（ｕ，ｖ）＜ερ， （１０）
对（ｕ，ｖ）∈（Ｋ×Ｋ）∩Ωδ，有

ｕ２（ｔ）＋ｖ２（ｔ槡 ）≤ ｕ ２＋ ｖ槡
２≤

槡２ｍａｘ｛ ｕ ， ｖ｝＝槡２ （ｕ，ｖ） ＜２δ．
所以，由ａ（ｔ，ｗ）≤ａ２（ｔ），（ｔ，ｗ）∈［０，１］×［０，

＋∞）及式（１０）且类似于条件１）的证明有
Ｔ１（ｕ，ｖ）（ｔ）＝

∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ） (ａｓ，∫

１

０
Ｇ（ｓ，ｘ）ｈ（ｘ，ｕ（ｘ），ｖ（ｘ））ｄ )ｘｆ（ｕ（ｓ），ｖ（ｓ））ｄｓ≤

槡２ε （ｕ，ｖ） ∫
１

０
Ｇ（ｓ，ｓ）ａ２（ｓ）ｄｓ．　

取

ε＝ １

２∫
１

０
Ｇ（ｓ，ｓ）ａ２（ｓ）ｄｓ

，

则对（ｕ，ｖ）∈（Ｋ×Ｋ）∩Ωδ，都有
Ｔ１（ｕ，ｖ） ＜ （ｕ，ｖ） ．

同样对（ｕ，ｖ）∈（Ｋ×Ｋ）∩Ωδ，也有
Ｔ２（ｕ，ｖ） ＜ （ｕ，ｖ） ．

所以，对（ｕ，ｖ）∈（Ｋ×Ｋ）∩Ωδ，都有
Ｔ（ｕ，ｖ） ＜ （ｕ，ｖ） ．

由引理１，Ｔ在（Ｋ×Ｋ）∩（珚ΩＲ＼Ωδ）中至少有一
个不动点，即边值问题（１）至少有一个正解．

３　应用举例
Ｅｘａｍｐｌｅｓｏｆａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ

　　例１　考虑下列二阶微分方程组边值问题

－ｕ″＝ｌｎ１＋ｔ＋ １
１＋ｗ( )２ （ｕ２＋ｖ２），

－ｖ″＝（ｕ＋ｖ）２ａｒｃｔａｎ １＋ｔ
２＋ｓｉｎｗ，

－ｗ″＝１＋ｔ２＋（ｕ＋ｖ２）ｅｔ，
ｕ（０）＝ｕ（１）＝ｖ（０）＝ｖ（１）＝ｗ（０）＝ｗ（１）＝０













．
令

ａ（ｔ，ｗ）＝ｌｎ１＋ｔ＋ １
１＋ｗ( )２ ，

ｂ（ｔ，ｗ）＝ａｒｃｔａｎ １＋ｔ
２＋ｓｉｎｗ，

ｆ（ｕ，ｖ）＝ｕ２＋ｖ２，
ｇ（ｕ，ｖ）＝（ｕ＋ｖ）２，

ｈ（ｔ，ｕ，ｖ）＝１＋ｔ２＋（ｕ＋ｖ２）ｅｔ．
则

ｆ∞ ＝ ｌｉｍ
ｕ２＋ｖ槡 ２→＋∞

ｕ２＋ｖ２

ｕ２＋ｖ槡
２
＝ ｌｉｍ

ｕ２＋ｖ槡 ２→＋∞
ｕ２＋ｖ槡

２ ＝＋∞，

ｇ∞ ＝ ｌｉｍ
ｕ２＋ｖ槡 ２→＋∞

（ｕ＋ｖ）２

ｕ２＋ｖ槡
２
＝

ｌｉｍ
ｕ２＋ｖ槡 ２→＋∞

ｕ２＋ｖ２

ｕ２＋ｖ槡
２
＋ ２ｕｖ
ｕ２＋ｖ槡

( )２ ＝＋∞，
ｆ０ ＝ ｌｉｍ

ｕ２＋ｖ槡 ２→０

ｕ２＋ｖ２

ｕ２＋ｖ槡
２
＝ ｌｉｍ

ｕ２＋ｖ槡 ２→０
ｕ２＋ｖ槡

２ ＝０；

ｇ０ ＝ ｌｉｍ
ｕ２＋ｖ槡 ２→０

（ｕ＋ｖ）２

ｕ２＋ｖ槡
２
＝

ｌｉｍ
ｕ２＋ｖ槡 ２→０

ｕ２＋ｖ２

ｕ２＋ｖ槡
２
＋ ２ｕｖ
ｕ２＋ｖ槡

( )２ ＝
ｌｉｍ
ｕ２＋ｖ槡 ２→０

２ｕｖ
ｕ２＋ｖ槡

２
≤ ｌｉｍ

ｕ２＋ｖ槡 ２→０

２ｕｖ
２槡ｕｖ

＝０

满足定理中的条件２），所以该二阶微分方程组边值
问题至少存在一个正解．

例２　考虑下列二阶微分方程组边值问题

－ｕ″＝ｌｎ２＋ ｔ
１＋ｗ( )２ （槡 槡ｕ＋ ｖ），

－ｖ″＝ ｔ
２＋ｓｉｎｗ（ａｒｃｔａｎ槡 槡ｕ＋ ｖ），

－ｗ″＝ｔ２（ｕ＋ｖ）ｅｕｖ，
ｕ（０）＝ｕ（１）＝ｖ（０）＝ｖ（１）＝ｗ（０）＝ｗ（１）＝０













．
令

ａ（ｔ，ｗ）＝ｌｎ２＋ ｔ
１＋ｗ( )２ ，

ｂ（ｔ，ｗ）＝ １＋ｔ
２＋ｓｉｎｗ，

ｆ（ｕ，ｖ） 槡 槡＝ ｕ＋ ｖ，

０６



ｇ（ｕ，ｖ）＝ａｒｃｔａｎ槡 槡ｕ＋ ｖ，
ｈ（ｔ，ｕ，ｖ）＝ｔ２（ｕ＋ｖ）ｅｕｖ．

则

ｆ∞＝ｌｉｍ
ｕ２＋ｖ槡 ２→＋∞

槡 槡ｕ＋ｖ
ｕ２＋ｖ槡

２
＝ｌｉｍ
ｕ２＋ｖ槡 ２→＋∞

槡ｕ
ｕ２＋ｖ槡

２
＋ 槡ｖ
ｕ２＋ｖ槡

( )２ ＝０，

ｇ∞ ＝ ｌｉｍ
ｕ２＋ｖ槡 ２→＋∞

ａｒｃｔａｎ槡 槡ｕ＋ｖ
ｕ２＋ｖ槡

２
≤ ｌｉｍ

ｕ２＋ｖ槡 ２→＋∞

π
２ 槡＋ｖ

ｕ２＋ｖ槡
２
＝０．

类似以上方法易证 ｆ０＝ｇ０＝＋∞，满足定理中的条
件１），所以该二阶微分方程组边值问题至少存在一
个正解．
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