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一类奇异边值问题三解的存在性

姜威１　洪子康１

摘要

利用 ＬｅｇｇｅｔｔＷｉｌｌｉａｍｓ不动点定理，
研究了一类含有ｐＬａｐｌａｃｉａｎ算子的非线
性奇异边值问题３个解的存在性，获得
了这类方程存在３个解的充分条件．结
果表明：如果非线性奇异项在其定义域

内满足适当的条件，那么该问题必存在３
个解．
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０　引言
Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　　由于ｐＬａｐｌａｃｉａｎ边值问题具有广泛的数理应用背景，近年来对
它的研究非常活跃［１４］．对于算子型奇异边值问题也有很好的研究结
果［１３］．研究这类方程的一般方法有Ｋｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉ不动点定理、拓扑度
理论、Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点理论、上下解方法、打靶法等，但利用这些方法
得到的大多是 １个解或 ２个解的情况，而关于 ３个解的结果并不
多见．

文献［１］利用锥上的不动点定理建立了一维ｐＬａｐｌａｃｉａｎ方程
（ψｐ（ｕ′））′＋ａ（ｔ）ｆ（ｕ）＝０，　０＜ｔ＜１；

ｕ（０）＝ａ，　ｕ′（１）{ ＝ｂ
１个正解和２个正解的存在性条件，其中：ψｐ（ｓ）＝ ｓｐ－２ｓ，ｐ＞１；
ａ，ｂ≥０．

文献［２］利用 ＬｅｇｇｅｔｔＷｉｌｌｉａｍｓ定理研究了一维奇异 ｐＬａｐｌａｃｉａｎ
方程

（φ（ｕ′））′＋ａ（ｔ）ｆ（ｕ）＝０，　０＜ｔ＜１；
ｕ′（０）＝ｕ（１）＝{ ０

３个解的存在性，其中：ａ（ｔ）在ｔ＝０，１处奇异；ｆ（ｕ）在［０，∞）上连续．
根据上述的结论，一个自然的问题：若 ｆ（ｔ，ｕ）在 ｔ＝０，１处奇异，

且不能分解为ａ（ｔ）与连续函数ｆ（ｕ）乘积的形式，而在其它给定的条
件下利用ＬｅｇｇｅｔｔＷｉｌｌｉａｍｓ定理能否得到该类问题３个解的存在性条
件呢？本文受文献［１２］的启发，讨论如下形式的边值问题

（φｐ（ｕ′））′＋ｆ（ｔ，ｕ）＝０，　０＜ｔ＜１；

ｕ（０）＝Ａ，　ｕ′（１）{ ＝Ｂ
（１）

３个解的存在性条件，其中：φｐ（ｓ）＝ ｓｐ－２ｓ，ｐ＞１；ｆ∈Ｃ（（０，１）×
［０，∞），［０，∞））；Ａ，Ｂ≥０．

显然，当Ａ＝Ｂ＝０且 ｆ（ｔ，ｕ）＝ａ（ｔ）ｆ（ｕ）时即为文献［２］中的情
况，因此本文的讨论较文献［２］更具有一般性．

１　预备知识
Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｙｋｎｏｗｌｅｄｇｅ

　　令Ｅ＝Ｃ［０，１］，其中的范数定义为　　　　



ｕ ＝ {ｓｕｐ ｕ（ｔ） ０≤ｔ≤ }１ ．
显然，在该范数下 Ｅ是一个 Ｂａｎａｃｈ空间．设 Ｐ是 Ｅ
中的一个锥，且令

Ｐｒ {＝ ｘ∈ }Ｐ ｘ ＜ｒ，

珔Ｐｒ {＝ ｘ∈Ｐ ｘ ≤ }ｒ．
定义１　若函数 α（ｘ）满足 α：Ｐ→［０，∞］连续

且α（ｔｘ＋（１－ｔ）ｙ）≥ｔα（ｘ）＋（１－ｔ）α（ｙ），对ｘ，
ｙ∈Ｐ，０≤ｔ≤１，则称 α（ｘ）为 Ｐ上的非负连续凹
泛函．

定义２　函数ｕ∈Ｃ′［０，１］称为方程（１）的解，
是指φｐ（ｕ′）在［０，１］上绝对连续，且ｕ满足式（１）．

以下用Ｐ（α，ａ，ｂ）

{
表示集合

ｘｘ∈Ｐ，ａ≤α（ｘ）， ｘ ≤ }ｂ．
这里０＜ａ＜ｂ，易知，Ｐ（α，ａ，ｂ）是有界凸闭集．

引理［５］（ＬｅｇｇｅｔｔＷｉｌｌｉａｍｓ定理）
设Ａ：珔Ｐｃ→珔Ｐｃ全连续，且存在非负连续凹泛函 α

（ｘ），满足α（ｘ）≤ ｘ（ｘ∈Ｐｃ
－

），又设存在０＜ｄ＜
ａ＜ｂ≤ｃ，满足

１ {） ｘｘ∈Ｐ（α，ａ，ｂ），α（ｘ）＞ }ａ ≠，当 ｘ∈
Ｐ（α，ａ，ｂ）时，有α（Ａｘ）＞ａ；
２）当ｘ∈珔Ｐｄ时，有 Ａｘ ＜ｄ；
３）当ｘ∈Ｐ（α，ａ，ｃ）且 Ａｘ ＞ｂ时，有α（Ａｘ）＞ａ．

则Ａ在 珔Ｐｃ中至少有３个不动点ｕ１，ｕ２和 ｕ３，且满足
ｕ１ ＜ｄ，α（ｕ２）＞ａ， ｕ３ ＞ｄ且α（ｕ３）＜ａ．

２　主要结果
Ｐｒｉｎｃｉｐａｌｒｅｓｕｌｔｓ

　　本文定义算子Ｔ：Ｐ→Ｃ１［０，１］为

Ｔｕ（ｔ）＝Ａ＋∫
ｔ

０
φ (ｑ φｐ（Ｂ）＋∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ））ｄ )ｒｄｓ．

其中φｑ是φｐ的反函数，即

（φｐ）
－１ ＝φｑ，　

１
ｐ＋

１
ｑ＝１．

显然，Ｔ的定义是合理的，且式（１）的解等价于
算子Ｔ的不动点，另外

Ｔｕ ＝Ｔｕ（１）＝Ａ＋∫
１

０
φ (ｑ φｐ（Ｂ）＋∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ））ｄ)ｒｄｓ．

下面给出２个假设条件：
１）ｆ（ｔ，ｕ）∈（（０，１）×［０，∞），［０，∞）），

Ａ，Ｂ≥０；
２）对ｕ（ｔ）≥０，有

∫
１

０
ｆ（ｔ，ｕ（ｔ））ｄｔ＜∞，

∫
１

０
φ (ｑ ∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ））ｄｒｄ )ｓ ＜∞．

定理　设假设条件１）、２）成立，若存在０＜ｄ＜ａ

＜ｂ≤ｃ，且Ａ＋２ｑ－１Ｂ＜ｄ２，使得

１）当０≤ｕ≤ｄ时，有ｆ（ｔ，ｕ）＜α１（ｔ）·
ｄ( )Ｍ

ｐ－１

；

２）当ｄ≤ｕ≤ｃ时，有ｆ（ｔ，ｕ）≤α２（ｔ）·
ｃ( )ｍ

ｐ－１

；

３）当ａ≤ｕ≤ｃ时，有ｆ（ｔ，ｕ）＞α３（ｔ）·
ａ( )ｋ

ｐ－１

．

其中：

αｉ（ｔ）∈ (Ｃ （０，１），０，∞ )） ，　∫
１

０
αｉ（ｔ）ｄｔ＜∞[ ，

∫
１

０
αｉ（ｔ）ｄｔ＜∞，　∫

１

０
φ(ｑ∫

１

ｓ
αｉ（ｒ）ｄ)ｒｄｓ＜∞，　ｉ＝１，２，３．

且对于α３（ｔ），存在δ∈（０，１），使得∫
１

δ
α３（ｔ）ｄｔ＞０．

其中的Ｍ，ｍ，ｋ分别为

Ｍ ＝２ｑ∫
１

０
φ (ｑ ∫

１

ｓ
α１（ｒ）ｄ )ｒｄｓ＞０，

ｍ＝２ｑ∫
１

０
φ (ｑ ∫

１

ｓ
α２（ｒ）ｄ )ｒｄｓ＞０，

ｋ＝∫
δ

０
φ (ｑ ∫

１

δ
α３（ｒ）ｄ )ｒｄｓ＞０．

则边值问题（１）至少存在３个解ｕ１，ｕ２和ｕ３，并满足
ｕ１ ＜ｄ，　α（ｕ２）＞ａ，

ｕ３ ＞ｄ且α（ｕ３）＜ａ．

证明　令Ｐ {＝ ｕ（ｔ） ｕ（ｔ）∈Ｃ［０，１］，ｕ（ｔ）≥

}０ ，α（ｘ）＝ｍｉｎ
ｔ∈［δ，１］

ｘ（ｔ）．显然 α（ｘ）是 Ｐ上的一个非

负连续凹泛函，并且α（ｘ）≤ ｘ，ｘ∈Ｐ．由假设条
件易证Ｔ：Ｐ→Ｐ是全连续的．

当０≤ｕ≤ｄ，由条件１）知
Ｔｕ ＝

Ａ＋∫
１

０
φ (ｑ φｐ（Ｂ）＋∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ））ｄ )ｒｄｓ＝

Ａ＋∫(
１

０
φｐ（Ｂ）＋∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ））ｄ )ｒｑ－１

ｄｓ≤

Ａ＋∫
１

０
２ｑ－１ (Ｂ＋ ∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ））ｄ )ｒｑ－[ ]１ ｄｓ＝

Ａ＋２ｑ－１Ｂ＋２ｑ－１∫
１

０
φ (ｑ ∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ））ｄ )ｒｄｓ＜

ｄ
２＋２

ｑ－１∫
１

０
φｑ∫

１

ｓ
α１（ｒ）

ｄ( )Ｍ
ｐ－１
ｄ( )ｒｄｓ＝

ｄ
２＋

ｄ
Ｍ·２

ｑ－１∫
１

０
φｑ∫

１

ｓ
α１（ｒ）ｄ( )ｒｄｓ＝ｄ＜ｃ．（２）

当ｄ≤ｕ≤ｃ，由定理中的条件２）同理得 Ｔｕ ＜

３８３
学报：自然科学版，２００９，１（４）：３８２３８４

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ，２００９，１（４）：３８２３８４



ｃ．故当ｕ∈珔Ｐｃ时，Ｔｕ∈珔Ｐｃ．因此Ｔ：珔Ｐｃ→珔Ｐｃ全连续．
由式（２）的证明过程知，当 ｕ∈珔Ｐｄ时， Ｔｕ ＜

ｄ，即引理的条件２）成立．
下面验证引理的条件１）成立．令

ｕ０（ｔ）＝
ａ＋ｂ
２ ，

显然ｕ０∈Ｐ且

α（ｕ０）＝
ａ＋ｂ
２ ＞ａ，　 ｕ０ ＝ａ＋ｂ２ ＜ｂ．

故

ｕ０ {∈ ｘｘ∈Ｐ（α，ａ，ｂ），α（ｘ） }＞ａ ，

{
即

ｘｘ∈Ｐ（α，ａ，ｂ），α（ｘ） }＞ａ ≠．

当ｕ∈Ｐ（α，ａ，ｂ），且由α（ｘ）的定义知
ａ≤α（ｕ）≤ ｕ ≤ｂ，

故ａ≤ｕ（ｔ）≤ｂ，ｔ∈［δ，１］．从而由定理中的条件
３）得

α（Ｔｕ）＝Ｔｕ（δ）＝

Ａ＋∫
δ

０
φ (ｑ φｐ（Ｂ）＋∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ））ｄ )ｒｄｓ≥

∫
δ

０
φ (ｑ ∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ））ｄ )ｒｄｓ＞

∫
δ

０
φ (ｑ ∫

１

δ
α３（ｒ）·

ａ( )ｋ
ｐ－１
ｄ )ｒｄｓ＝

ａ
ｋ∫

δ

０
φ (ｑ ∫

１

δ
α３（ｒ）ｄ )ｒｄｓ＝ａ． （３）

即引理的条件１）成立．
当ｕ∈Ｐ（α，ａ，ｃ）且 Ｔｕ＞ｂ时，有 ａ≤ｕ（ｔ）≤ｃ，

ｔ∈［δ，１］．由定理中的条件３）与式（３）的证明过程

可知

α（Ｔｕ）＝Ｔｕ（δ）＞ａ．
即引理的条件３）成立．

综上所述，引理的所有条件都满足，故边值问题

（１）至少存在３个解，从而定理得证．
同样，也可以类似得到ｐＬａｐｌａｃｉａｎ边值问题
（φｐ（ｕ′））′＋ｆ（ｔ，ｕ）＝０，　０＜ｔ＜１；

ｕ′（０）＝Ａ，　ｕ（１）{ ＝Ｂ
３解的存在性，这里就不做详细的介绍了．
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ｃｌａｓｓｏｆｓｉｎｇｕｌａｒｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｓｃｏｎｔａｉｎｉｎｇｐＬａｐｌａｃｉａｎｏｐｅｒａｔｏｒｓ，ａｎｄｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｒｅｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ
ｆｏｒｔｈｅｔｈｒｅｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ．Ｔｈｅｃｈｉｅｆｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔ，ｗｈｅｎａｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｉｎｇｕｌａｒｔｅｒｍｓａｔｉｓｆｉｅｓｓｕｉｔａｂｌｅ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｒｅｍｕｓｔｂｅｔｈｒｅｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｐＬａｐｌａｃｉａｎｏｐｅｒａｔｏｒ；ＬｅｇｇｅｔｔＷｉｌｌｉａｍｓｔｈｅｏｒｅｍ；ｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔ；ｃｏｎｅ

４８３
姜威，等．一类奇异边值问题三解的存在性．

ＪＩＡＮＧＷｅｉ，ｅｔａｌ．Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｔｈｒｅｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏａｃｌａｓｓｏｆｓｉｎｇｕｌａｒｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｓ．


