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一类解非线性方程的 Ｎｅｗｔｏｎ型迭代法
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摘要

通过将ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ法和割线法
进行耦合，构造了一类解非线性方程的

Ｎｅｗｔｏｎ型迭代法，利用区间套定理证明
了这类算法的收敛性，并给出一种事后

误差估计的方法．数值实验表明在满足
凹凸性假设的条件下，该算法在大区间

上的收敛速度明显快于原有的 Ｎｅｗｔｏｎ
Ｒａｐｈｓｏｎ方法和割线法．
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０　引言
Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　　考虑如下非线性方程
ｆ（ｘ）＝０ （１）

的求根问题，其中ｆ是实数集Ｒ上的连续可微函数．
目前ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ法仍然是求解非线性方程（１）的主要方法，

并且与ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ法相关的研究与探索仍然是学术界的热点之
一［１］．例如：文献［２］用Ｓｔｅｆｆｅｎｓｅｎ法提出了一类具有二阶收敛性的算
法；文献［３］设计了一类新的带参数平方收敛的 Ｎｅｗｔｏｎ型算法；文献
［４］构造了求解代数方程的一类迭代法［４］；有关 Ｎｅｗｔｏｎ型迭代法的
更多探索可参见文献［１，５６］等．

本文将ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法和切线法进行耦合，构造了一类带
参数的Ｎｅｗｔｏｎ型迭代法，用区间套定理证明了该算法的收敛性并给
出了一种事后误差估计方法．本文的数值实验表明：在满足本文定理
提出的凹凸性假设的前提下，该算法在大区间上求解非线性方程单

根时的收敛速度比 ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ法和割线法快得多；而对局部求
根问题收敛速度与ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法基本相同且优于割线法．

１　解非线性方程的Ｎｅｗｔｏｎ型迭代法的构造
ＣｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆＮｅｗｔｏｎｌｉｋｅｉｔｅｒａｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓ

　　求解非线性方程（１）的ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法为
ｘｎ＋１ ＝ｘｎ－ｆ（ｘｎ）·ｆ′（ｘｎ）

－１，　ｎ＝０，１，２，…． （２）
由文献［７］可得

引理１［７］　假设函数 ｆ（ｘ）是定义在闭区间［ａ，ｂ］上的连续可微
函数，并满足如下条件：

１）ｆ（ａ）·ｆ（ｂ）＜０；
２）ｆ′（ｘ）≠０，ｘ∈［ａ，ｂ］；
３）任意ｘ∈（ａ，ｂ），ｆ″（ｘ）保持非负或非正；

　　４）ａ－ｆ（ａ）ｆ′（ａ）≤ｂ，ｂ－
ｆ（ｂ）
ｆ′（ｂ）≥ａ．

则对闭区间［ａ，ｂ］上的任意初始值 ｘ０，ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法（２）二阶
收敛到方程（１）在区间（ａ，ｂ）内的唯一实根ｘ．　　　　



　　定义

Ｄｋ，ｌ［ｘ，ｙ］
ｋ·ｓｇｎ（ｘ－ｙ）·（ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ））＋ｌ·ｆ′（ｙ）

ｋｘ－ｙ ＋ｌ
并在式（２）中用Ｄｋ，ｌ［ｘｎ－１，ｘｎ］代替导数值ｆ′（ｘｎ），于
是得到一类新的带有参数的Ｎｅｗｔｏｎ型迭代公式

　ｘｎ＋１ ＝ｘｎ－
ｆ（ｘｎ）

Ｄｒ，ｌ［ｘｎ－１，ｘｎ］
，　ｎ＝１，２，３，…．（３）

在使用式（３）迭代的过程中，如果出现
ｆ（ｘｎ－１）·ｆ（ｘｎ＋１）＞０，

令ｘｎ－１＝ｘｎ＋１，则迭代过程将继续．其中初始值ｘ０和
ｘ１的取法可参见表１；参数ｋ和ｌ的选择参见表２．

表１　初始值ｘ０和ｘ１的选择法
Ｔａｂｌｅ１　Ｍｅｔｈｏｄｏｆｃｈｏｏｓｉｎｇｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｓｘ０ａｎｄｘ１

编号 ｆ″（ｘ）和ｆ′（ｘ）的符号 ｘ０和ｘ１的取法

１ ｆ″（ｘ）≤０，　ｆ′（ｘ）≤０

２ ｆ″（ｘ）≥０，　ｆ′（ｘ）≥０
ｘ１＝ａ，　ｘ０＝ｂ

３ ｆ″（ｘ）≤０，　ｆ′（ｘ）≥０

４ ｆ″（ｘ）≥０，　ｆ′（ｘ）≤０
ｘ０＝ａ，　ｘ１＝ｂ

表２　参数ｋ和ｌ的选择法
Ｔａｂｌｅ２　Ｍｅｔｈｏｄｏｆｃｈｏｏｓｉｎｇｋａｎｄｌ

编号 参数ｋ和ｌ的符号 算法说明

１ ｋ＝０，　ｌ＞０ 退化为ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ法

２ ｌ＝０，　ｋ＞０ 退化为割线法

３ ｋ＞０，　ｌ＞０ 为ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ法和割线法的耦合

４ ｌ
ｋ＝
ｆ（ｘ０）
ｆ（ｘｎ）

自适应设置ｋ和ｌ

２　Ｎｅｗｔｏｎ型迭代法的收敛性
ＣｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆｔｈｅＮｅｗｔｏｎｌｉｋｅｉｔｅｒａｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄ

　　由表２可知，当ｋ＞０，ｌ＞０，迭代公式（３）将可以
看做 ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法和割线法的耦合方法．由
文献［７］可得

引理２　令集合Ｉ＝（ｘ －ｒ，ｘ ＋ｒ），ｘ是方程
（１）的单根，实数ｒ＞０，ｆ（ｘ）在 Ｉ中充分光滑并满足
如下条件：

１）ｘ∈Ｉ，ｆ′（ｘ）≠０；

２）Ｍ，η，ξ∈Ｉ，满足 ｆ″（ξ）
２ｆ′（η）≤Ｍ；

３）实数ｄ＝Ｍｒ＜１．
则对任意初始值ｘ０，ｘ１∈Ｉ，割线法收敛到方程（１）在
Ｉ中的唯一实根ｘ，且有

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘ －ｘｎ＋１
ｘ －ｘｎ

ｑ ＝
ｆ″（ｘ）
２ｆ′（ｘ）

ｑ－１

，

其中收敛的阶ｑ＝（ 槡１＋５）
２ ≈１６１８．

引理３　如果当 ｂ·ｄ＞０时，成立不等式 ａｂ≤

ｃ
ｄ，则对任意的实数 ｍ＞０，ｎ＞０，则有不等式

ａ
ｂ≤

ｍａ＋ｎｃ
ｍｂ＋ｎｄ≤

ｃ
ｄ成立．

由引理３得
引理４　假设｛ｘｎ｝是定义在区间［ａ，ｂ］Ｉ上的

数列，ｆ（ｘ）是［ａ，ｂ］Ｉ上的可微函数，且有

ｆ［ｘｎ－１，ｘｎ］＝
ｆ（ｘｎ－１）－ｆ（ｘｎ）
ｘｎ－１－ｘｎ

≠ｆ′（ｘｎ），

则对任意的非负实数ｋ和ｌ可得
ｍｉｎ｛ｆ′（ｘｎ），ｆ［ｘｎ－１，ｘｎ］｝≤

Ｄｋ，ｌ［ｘｎ－１，ｘｎ］≤
ｍａｘ｛ｆ′（ｘｎ），ｆ［ｘｎ－１，ｘｎ］｝，　

ｎ＝１，２，３，…． （４）
定理５　设ｘ是方程ｆ（ｘ）＝０在区间［ａ，ｂ］Ｉ

上的单根，ｆ（ｘ）∈Ｃ２［ａ，ｂ］且满足如下条件：
１）ｆ（ａ）·ｆ（ｂ）＜０；
２）ｘ∈［ａ，ｂ］，ｆ′（ｘ）≠０；
３）ｘ∈［ａ，ｂ］，ｆ″（ｘ）保持非负或非正；

４）ａ－ｆ（ａ）ｆ′（ａ）≤ｂ，ｂ－
ｆ（ｂ）
ｆ′（ｂ）≥ａ；

５）Ｍ，η，ξ∈Ｉ，满足 ｆ″（ξ）
２ｆ′（η）≤Ｍ；

６）ｄ＝Ｍｒ＜１．
则对任意取自表１中的初始值ｘ０，ｘ１，Ｎｅｗｔｏｎ型方法
（３）收敛到问题（１）的唯一实根ｘ．

证明　根据定理５条件１）４）和引理１，可得对
从表１中取得的任意初始值用ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法
（２）计算所得数列｛ｘ⌒ｎＮ｝在区间［ａ，ｂ］Ｉ上二阶收
敛性到问题（１）的唯一实根 ｘ；且由定理的凹凸性
假设可知该数列是单调数列．

同理由，根据定理５条件１）、２）、５）、６）且引理
２，可知对由表１中取得的任意初始值利用割线法公
式计算得到的数列｛ｘ⌒ｎＳ｝∞１在区间［ａ，ｂ］Ｉ上单调收
敛到方程（１）在该区间内的唯一实根 ｘ，且收敛的
阶为

ｑ＝１２（ 槡１＋５）≈１６１８．

假设｛ｘｎ｝是由式（３）计算得到的迭代数列，接
下来证明该数列收敛到方程（１）在区间［ａ，ｂ］Ｉ上
的唯一实根ｘ．

８７３
雷金贵，等．一类解非线性方程的Ｎｅｗｔｏｎ型迭代法．
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不妨设ｆ″（ｘ）＞０，ｆ′（ｘ）＞０，且导函数ｆ′（ｘ）和
ｆ″（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上连续．则可令

ｘ１Ｓ＝ａ，ｘ
０
Ｓ＝ｘ

１
Ｎ＝ｂ，

于是有ｘ１Ｓ＜ｘ
１
Ｎ且满足

１）当ｎ＝２时，可得
ｆ［ｘ０Ｓ，ｘ

１
Ｓ］＜ｆ′（ｘ

１
Ｎ），

又由引理４得
ｆ［ｘ０Ｓ，ｘ

１
Ｓ］＜Ｄｋ，ｌ［ｘ

１
Ｓ，ｘ

１
Ｎ］＜ｆ′（ｘ

１
Ｎ），

因此有

ｘ２Ｓ ＜ｘ２ ＜ｘ
２
Ｎ，

其中：

ｘ２Ｓ ＝ｘ
１
Ｓ－ｆ（ｘ

１
Ｓ）

ｘ１Ｓ－ｘ
０
Ｓ

ｆ（ｘ１Ｓ）－ｆ（ｘ
０
Ｓ）
；

ｘ２ ＝ｘ
１
Ｎ －

ｆ（ｘ１Ｎ）
Ｄｋ，ｌ［ｘ

０
Ｓ，ｘ

１
Ｎ］
；

ｘ２Ｎ ＝ｘ
１
Ｎ －

ｆ（ｘ１Ｎ）
ｆ′（ｘ１Ｎ）

．

如果有 ｆ（ｘ２）·ｆ（ｘ
２
Ｓ）＞０，则可令 ｘ

２
Ｓ＝ｘ２；否则令

ｘ２Ｎ＝ｘ２．于是得到不等式
ｘ１Ｓ ＜ｘ

２
Ｓ≤ｘ２≤ｘ

２
Ｎ ＜ｘ

１
Ｎ． （５）

２）当 ｎ＝ｍ时，不妨设
ｘｍＳ≤ｘｍ≤ｘ

ｍ
Ｂ， （６）

由式（６）和引理４得到
ｆ［ｘｍＳ，ｘ

ｍ
Ｎ］≤Ｄｋ，ｌ［ｘ

ｍ
Ｓ，ｘ

ｍ
Ｎ］≤ｆ′（ｘ

ｍ
Ｎ）， （７）

因此得

ｘｍ＋１Ｓ ≤ｘｍ＋１≤ｘ
ｍ＋１
Ｎ ，

其中：

ｘｍ＋１Ｓ ＝ｘｍＳ －ｆ（ｘ
ｍ
Ｓ）

ｘｍＳ －ｘ
ｍ
Ｎ

ｆ（ｘｍＳ）－ｆ（ｘ
ｍ
Ｎ）
；

ｘｍ＋１ ＝ｘ
ｍ
Ｎ －

ｆ（ｘｍＮ）
Ｄｋ，ｌ［ｘ

ｍ
Ｓ，ｘ

ｍ
Ｎ］
；

ｘｍ＋１Ｎ ＝ｘｍＮ －
ｆ（ｘｍＮ）
ｆ′（ｘｍＮ）

．

如果出现ｆ（ｘｍ＋１Ｓ ）·ｆ（ｘｍ＋１）＞０，则令ｘ
ｍ＋１
Ｓ ＝ｘｍ＋１；否

则令ｘｍ＋１Ｎ ＝ｘｍ＋１．显然有ｘ
ｍ
Ｓ＜ｘ

ｍ＋１
Ｓ 且 ｘ

ｍ＋１
Ｎ ＜ｘｍＮ，于是

得到重要不等式：

ｘｍＳ ＜ｘ
ｍ＋１
Ｓ ≤ｘｍ＋１≤ｘ

ｍ＋１
Ｎ ＜ｘｍＮ．

综上所述，本文得到如下结论：

１）ｘｍＳ＜ｘ
ｍ＋１
Ｓ ≤ｘｍ＋１≤ｘ

ｍ＋１
Ｎ ＜ｘｍＮ，ｎ∈Ｎ，ｎ≥１；

２）｛ｘｎＳ｝∞１是一个单调非递减的数列，有上界，因
而收敛到方程（１）的单根ｘ；
３）｛ｘｎＮ｝∞１是一个单调非递增数列，有下界，因而

也收敛到方程（１）的单根ｘ．

接下来证明极限ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ＝ｘ，为此考虑如下的区

间套序列｛［ｘｎＳ，ｘ
ｎ
Ｎ］｝

∞
ｎ＝１．由计算数列｛ｘ

ｎ
Ｓ｝
∞
１和｛ｘ

ｎ
Ｎ｝
∞
１

的过程可知［ｘｎＳ，ｘ
ｎ
Ｎ］［ｘ

⌒ｎ－１
Ｓ ，ｘ

⌒ｎ
Ｎ］（证明略）．由

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘ⌒ｎＳ＝ｘ ＝ｌｉｍｎ→∞ｘ

⌒ｎ
Ｎ，

可证

ｘ ＝∩
∞

ｎ＝１
［ｘ⌒ｎＳ，ｘ

⌒ｎ
Ｎ］，

且有

∩
∞

ｎ＝１
［ｘ⌒ｎＳ，ｘ

⌒ｎ
Ｎ］∩

∞

ｎ＝１
［ｘｎＳ，ｘ

ｎ
Ｎ］．

因此有

∩
∞

ｎ＝１
［ｘｎＳ，ｘ

ｎ
Ｎ］＝ｘ，

即有

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ＝ｘ．

在满足定理 ５条件 １）～６）时，同理可证数列
｛ｘｎ｝收敛到方程（１）的唯一实根ｘ．

推论１　在满足定理５的条件下，Ｎｅｗｔｏｎ型迭
代法（３）收敛到方程（１）的唯一实根 ｘ的阶数至少

为 ｑ＝１２（ 槡１＋５）≈１６１８．

定理６　在满足定理５的条件下，Ｎｅｗｔｏｎ型方
法（３）具有事后误差估计式：
ｘｎ－ｘ ≤ ｘｎ＋１－ｘｎ ，　ｎ＝１，２，３，…．（９）

其中，｛ｘｎ｝为Ｎｅｗｔｏｎ型迭代公式（３）的迭代数列．
证明　由定理５可知

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆ（ｘｎ）＝ｆ（ｘ）＝０，

其中｛ｘｎ｝和ｘ的含义同定理５，因此有

ｘｎ＋１－ｘｎ ＝ ｆ（ｘｎ）
Ｄｋ，ｌ［ｘｎ－１，ｘｎ］

＝

ｆ（ｘｎ） ｘｎ－ｘｎ－１ ＋ｌ( )ｋ
ｓｇｎ（ｘｎ－ｘｎ－１）（ｆ（ｘｎ）－ｆ（ｘｎ－１））＋

ｌ
ｋｆ′（ｘｎ）

＝

ｆ（ｘｎ）
ｆ′（ｘｎ）

·

ｘｎ－ｘｎ－１ ＋ｌｋ
ｆ′（ξｎ）
ｆ′（ｘｎ）

ｘｎ－ｘｎ－１ ＋ｌｋ

，　

（１０）

式（１０）中ξｎ介于ｘｎ和ｘｎ－１之间的实数．于是由引理
１的条件３）可得

０＜
ｆ′（ξｎ）
ｆ′（ｘｎ）

≤１，

于是式（１０）右端

≥ ｆ（ｘｎ）
ｆ′（ｘｎ）

＝ ｆ（ｘｎ）－ｆ（ｘ）
ｆ′（ｘｎ）

＝ ｆ′（ηｎ）
ｆ′（ｘｎ）

ｘｎ－ｘ ．

９７３
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其中，ηｎ介于ｘｎ和ｘ之间，于是得不等式

ｘｎ－ｘ ≤ ｆ′（ｘｎ）
ｆ′（ηｎ）

· ｘｎ＋１－ｘｎ ≤ ｘｎ＋１－ｘｎ ，

上式中应用了不等式

０＜
ｆ′（ｘｎ）
ｆ′（ηｎ）

≤１．

３　Ｎｅｗｔｏｎ型迭代法的几何描述
ＧｅｏｍｅｔｒｉｃｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｏｆｔｈｅＮｅｗｔｏｎｌｉｋｅｉｔｅｒａｔｉｖｅ
ｍｅｔｈｏｄ

　　由图１可知，直线ＢＧ是曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的切线；Ｂ

是切点；Ｇ（ｘＢ，０）是直线 ＢＧ与 ｘ轴的交点；Ｆ^（^ｘ，０）

是射线ＢＦ^与ｘ轴的交点；Ｅ（ｘＡ，０）是割线ＡＢ与ｘ轴
的交点；ｘ是方程（１）在区间［ａ，ｂ］上的唯一实根．

令 θ＝∠ＢＦ^Ｄ，θ１＝∠ＢＥＤ，θ２＝∠ＢＧＤ，显然有
θ１≤θ≤θ２，且ｔａｎθ１≤ｔａｎθ≤ｔａｎθ２，

其中

ｔａｎθ２＝ｆ′（ｘＢ）；

ｔａｎθ１＝
ｆ（ｘＢ）－ｆ（ｘＡ）
ｘＢ－ｘＡ

；

ｔａｎθ＝Ｄｋ，ｌ［ｘＡ，ｘＢ］．
由曲线弧ＡＦＢ的凹凸性和单调性可得ｘＡ≤ｘ^≤ｘＢ，其
中

ｘ^＝ｘＢ－
ｆ（ｘＢ）

Ｄｋ，ｌ［ｘＡ，ｘＢ］
，

即 ｘ^是比ｘＡ和ｘＢ更好的近似．

图１　Ｎｅｗｔｏｎ型方法示意
Ｆｉｇ．１　ＳｋｅｔｃｈｍａｐｏｆＮｅｗｔｏｎｌｉｋｅｍｅｔｈｏｄ

４　数值实验
Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ

　　本节给出４个实验 Ａ、Ｂ、Ｃ和 Ｄ，其中实验 Ａ和
Ｂ满足定理的条件，是大区间求根问题，而实验 Ｃ和
Ｄ满足定理条件但是局部求根问题，搜索范围小．试

验中取固定误差限ε＝１０－８，检验函数和初始值为：
Ａ：ｘ（ｘ＋１）２－１＝０，ｘ０＝０，ｘ１＝２０００；

Ｂ：ｘ４－２５６＝０，ｘ０＝０，ｘ１＝２０００；

Ｃ：ｘ（ｘ＋１）２－１＝０，ｘ０＝０４，ｘ１＝０６；

Ｄ：ｅｓｉｎ（２ｘ）－ｘ－１＝０，ｘ０＝１１３，ｘ１＝１１４．
实验结果如表３和表４所示．

表３　同一误差限的数值解

Ｔａｂｌｅ３　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｗｉｔｈｔｈｅｓａｍｅｅｒｒｏｒｌｉｍｉｔ

实验编号 牛顿法 割线法 本文方法

Ａ ０４６５５７１２３１８７６８ ０４５４０４１２１３４８７０ ０４６５５７１２３１８７６８

Ｂ ４００００００００００００ ３６４１５５７４５４１０４ ４００００００００００００

Ｃ ０４６５５７１２ ０４６５５７１２ ０４６５５７１２

Ｄ １１３８９１１２６２８１５ １１３８９１１２６２８１４ １１３８９１１２６２８１５

表４　迭代次数

Ｔａｂｌｅ４　Ｉｔｅｒａｔｉｏｎｔｉｍｅｓｆｏｒｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

实验号 牛顿法 割线法 本文方法

Ａ ２３ ４８１３２４９ ６

Ｂ ２７ １４１９１８２１４ ８

Ｃ ５ ９ ５

Ｄ ３ ３ ３

５　结论
Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ

　　１）本文提出的 Ｎｅｗｔｏｎ型迭代法是 Ｎｅｗｔｏｎ
Ｒａｐｈｓｏｎ方法和割线法的耦合，当参数 ｋ＝０，ｌ≠０
时，迭代公式（３）就退化为 ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ公式；当
ｌ＝０，ｋ≠０时，迭代公式（３）退化为割线法公式．
２）表３和表４的结果表明，对满足定理５的规

定的凹凸性条件的方程求根问题，当搜索范围很大

时，本文新方法的收敛速度远远高于 ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈ
ｓｏｎ方法和割线法，收敛性优于割线法；实验 Ｃ和 Ｄ
表明，满足定理５条件，但是对局部收敛性问题，本
文算法的收敛速度几乎和 ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法相
同，且优于割线法；当不满足凹凸性假设条件下本文

算法可能不收敛．
３）实际上，本文 Ｎｅｗｔｏｎ型迭代法的收敛速度

与两个参数的比值
ｋ
ｌ有关系，至于该比值如何影响

迭代法的收敛速度需要进一步的研究，本文数值实

验中令
ｋ
ｌ＝１．

０８３
雷金贵，等．一类解非线性方程的Ｎｅｗｔｏｎ型迭代法．

ＬＥＩＪｉｎｇｕｉ，ｅｔａｌ．ＡＮｅｗｔｏｎｌｉｋｅｉｔｅｒａｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇｎｏｎｌｉｎｅａｒｅｑｕａｔｉｏｎｓ．
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