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单峰映射揉搓序列的特性

张爱华１　张华１

摘要

为了更好地解释 Ｆｅｉｇｅｎｂａｕｍ现象，
研究了单峰映射的揉搓序列，利用分析

的方法证明了单峰映射揉搓序列极大性

的一些性质，进而给出了一个序列作为

允许揉搓序列的一个等价条件；利用单

峰映射ｆ和
!ｐｆ的揉搓序列之间的关系，

给出了重正化算子
!ｐ不动点的揉搓序

列的特征．
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０　引言
Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　　动力系统作为非线性学科的一个重要组成部分，自 １９世纪末
Ｐｏｉｎｃａｒé关于天体力学方面的研究开始已有数百余年的发展历史，其
理论早已不局限于力学，而是渗透到了全部科学当中．作为动力系统
的两个概念，单峰映射和揉搓序列扮演着十分重要的角色．对于前
者，一方面，它是虫口差分方程的数学模型，正是基于对这类单峰映

射族迭代的研究，Ｆｅｉｇｅｎｂａｕｍ才发现了惊人的普适现象；另一方面，
单峰映射因其具有很好的性态而常被假设成重正化算子的不动点进

行研究，而且重正化算子也确实存在一类单峰映射的不动点．对于后
者，它最早是由ＭｉｌｎｏｒＴｈｕｒｓｔｏｎ［１］提出的，之后许多学者［２６］把它应用

到解释普适现象的工作中．可以说揉搓序列是一维动力系统研究中
的一个重要工具［１，５，７９］，由于揉搓序列不仅反映了系统的重要的拓扑

性质，而且它本身是个拓扑不变量，因此研究单峰映射的揉搓序列显

得十分必要．本文围绕Ｆｅｉｇｅｎｂａｕｍ的理论，研究了单峰映射揉搓序列
极大性的一些性质，给出了一个序列作为允许揉搓序列的一个等价

条件，利用单峰映射ｆ和
!ｐｆ的揉搓序列之间的关系，给出了重正化

算子
!ｐ不动点的揉搓序列的特征．
定义１　称Ａ是有限序列，如果 Ａ＝Ｃ，或对 ｎ＞１，Ａ＝ａ１ａ２…ａｎ－１

Ｃ；称Ａ是无限序列，如果Ａ＝ａ１ａ２…，这里ａｉ是Ｒ或Ｌ．记所有这样的
序列集合为

"

，在
"

中定义线性次序“＜”如下：
首先，规定Ｌ＜Ｒ＜Ｃ；
其次，设Ａ＝ａ１ａ２…，Ｂ＝ｂ１ｂ２…是一对满足 ａｉ≠ｂｉ，ａｋ＝ｂｋ，ｋ＜ｉ

的序列．规定Ａ＜Ｂ，如果有下列情形之一成立：
１）在ａ１ａ２…ａｉ－１＝ｂ１ｂ２…ｂｉ－１中有偶数个Ｒ，且ａｉ＜ｂｉ，
２）在ａ１ａ２…ａｉ－１＝ｂ１ｂ２…ｂｉ－１中有奇数个Ｒ，且ａｉ＞ｂｉ，

如不然，则Ａ＞Ｂ．
定义２　称Ａ∈"

是极大的，如果

１）当Ａ＝ａ１ａ２…ａｎ－１Ｃ是有限序列时，对每个ｉ＝１，２，…，ｎ－１有
σｉＡ≤Ａ，这里σｉＡ表示去掉Ａ左边前ｉ个字母．
２）Ａ＝ａ１ａ２…，是无限序列时，对所有的ｉ≥１都有σ

ｉＡ≤Ａ．
定义３　设ｆ为［ａ，ｂ］上的以 ｃ为临界点的单峰映射，点 ｘ∈［ａ，

ｂ］在ｆ之下的路径Ｉｆ（ｘ）是一个有限或无限序列，具体地：　　　　



　　１）若ｘ＝ｃ，则Ｉｆ（ｘ）＝Ｃ．
２）若存在 ｎ＞０使得ｆｎ（ｘ）＝ｃ，但当 ０≤ｉ≤

ｎ－１时，ｆｉ（ｘ）≠ｃ，则Ｉｆ（ｘ）＝α１α２…αｎＣ．其中：

αｉ＝
Ｒ，　若ｆｉ－１（ｘ）＞ｃ时；
Ｌ，　若ｆｉ－１（ｘ）＜ｃ时{

，

３）若对任何 ｎ≥０，ｆｎ（ｘ）≠０则 Ｉｆ（ｘ）＝α１α２
…，其中：

αｉ＝
Ｒ，　若ｆｉ－１（ｘ）＞ｃ时；
Ｌ，　若ｆｉ－１（ｘ）＜ｃ时{

，

特别地，称路径Ｉｆ（ｆ（ｃ））为 ｆ的搓揉序列，记作
Ｋ（ｆ）．Ｋ（ｆ）是一个很重要的概念，它在一定程度上
决定着映射ｆ的动力性质［１］．

１　揉搓序列极大性的判定
Ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎｏｆｋｎｅａｄｉｎｇｓｅｑｕｅｎｃｅｓｍａｘｉｍａｌｉｔｙ

　　揉搓序列是一维动力系统中的一个重要概念，
而揉搓序列的一个重要性质是极大性．下面，本文首
先给出极大性的一些性质，然后再给出无穷序列作

为允许揉搓序列的一个等价条件．
命题１　若 Ｉｆ（ｘ）＜Ｉｆ（ｘ′），这里 ｘ，ｘ′∈［ａ，ｂ］，

则ｘ＜ｘ′．
命题 ２　若 ｘ，ｘ′∈［ａ，ｂ］且 ｘ＜ｘ′，则 Ｉｆ（ｘ）

≤Ｉｆ（ｘ′）．
上面两个命题的证明参见文献［１］．由此有如下

结论：

定理１　若ｆ是单峰映射使得
Ｉｆ（ｘ）＝α１α２…αｎＣ，

则α为极大的当且仅当对每个ｉ＝１，２，…，ｎ－１有ｆｉ

（ｘ）＜ｘ．
证明　若 α极大，则对 ０≤ｉ≤ ｎ－１，有

Ｉｆ（ｆ
ｉ（ｘ））＝σｉα＜α，则由命题１知，ｆｉ（ｘ）＜ｘ．
反之，如果对每个ｉ＝１，２，…，ｎ－１有ｆｉ（ｘ）＜ｘ，

则由命题２知，σｉα＝Ｉｆ（ｆ
ｉ（ｘ））≤Ｉｆ（ｘ）＝α，从而 α

是极大的．
注记　上述定理１对无穷序列也是成立的．
下述推论１是定理１的直接推论，推论２则可

由极大序列的定义简单推出．
推论１　若ｆ是单峰映射，则Ｋ（ｆ）为极大的．
推论２　不以 ＲＬ开头的极大序列只能是 Ｒ∞，

Ｌ∞，ＲＬ以及Ｃ这四种情形．
记ε为所有的 #

１单峰映射赋予
#

１拓扑所构成

的拓扑空间，并设 μ→ ｆμ是从［ｃ，ｄ］到 ε的一个映
射，满足

　　 ｓｕｐ
ｘ∈［０，１］

ｆμ（ｘ）－ｆμ０（ｘ） ＋

　　　　 ｆ′μ（ｘ）－ｆ′μ０（ｘ） →０，μ→μ０，
则有下面的

引理１［５］　（文献［５］定理Ⅲ．１１）设 α是任一
个满足Ｋ（ｆｃ）＜α＜Ｋ（ｆｄ）的极大序列，则存在一个μ
∈（ｃ，ｄ）使得Ｋ（ｆμ）＝α．

若一个无穷序列可以作为某个单峰映射的揉搓

序列，则称这样的序列为允许揉搓序列．下面，本文
给出一个无穷序列作为允许搓揉序列的等价条件．

定理２　序列α＝（α１α２…）是允许搓揉序列当
且仅当α是极大的，也即对于所有的ｎ≥１都有

σｎ（α）≤α，
等号当且仅当α是周期序列时成立．

证明　设α＝（α１α２…）是允许搓揉序列，则存
在一个单峰映射ｆ使Ｋ（ｆ）＝α．由推论１知α是极大
的．

反过来，设α是极大的，则由推论２知α只能是
下列３种情形：

（ⅰ）α＝Ｌ∞；（ⅱ）α＝Ｒ∞；（ⅲ）α＝ＲＬα３α４…．
对于（ⅰ）可选取单峰映射ｆ１＝ｘ（１－ｘ）；
对于（ⅱ）可选取单峰映射ｆ＝２５ｘ（１－ｘ）；
对于（ⅲ）若α＝ＲＬ∞，则可选取单峰映射ｆ４＝４ｘ

（１－ｘ）；若α是其他情形，构造一个从［１，４］到 ε的
映射

μ→ｆμ ＝μｘ（１－ｘ），
则满足

　　 ｓｕｐ
ｘ∈［０，１］

ｆμ（ｘ）－ｆμ０（ｘ） ＋

　　　　 ｆ′μ（ｘ）－ｆ′μ０（ｘ） →０，μ→μ０，
也即在

#

１拓扑下是连续的．又Ｋ（ｆ１）＜α＜Ｋ（ｆ４），故
由引理１可知，存在一个μ∈（１，４）使得Ｋ（ｆμ）＝α．

２　重正化算子
!ｐ的不动点的揉搓序列的

特征

Ｃｈａｒａｃｔｅｒｓｏｆｔｈｅｋｎｅａｄｉｎｇｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆｔｈｅｆｉｘｅｄ
ｐｏｉｎｔｓｏｆｔｈｅｒｅｎｏｒｍａｌｉｚａｔｉｏｎｏｐｅｒａｔｏｒ

!ｐ

　　设ｆ是［－１，１］上的满足ｆ（０）＝１的单峰映射．
记

$

为［－１，１］上所有这样的单峰映射的集合赋予
紧致开拓扑而构成的拓扑空间．

本文考虑作用在
$

上的重正化算子

!ｐ：ｆ→
１
λ
ｆｐλ． （１）

其中：ｐ≥２为整数，λ＝ｆｐ（０）．
在验证Ｆｅｉｇｅｎｂａｕｍ的理论过程中，弄清 ｆ与

!ｐｆ

４７３
张爱华，等．单峰映射揉搓序列的特性．

ＺＨＡＮＧＡｉｈｕａ，ｅｔａｌ．Ｃｈａｒａｃｔｅｒｓｏｆｔｈｅｕｎｉｍｏｄａｌｍａｐｓｋｎｅａｄｉｎｇｓｅｑｕｅｎｃｅ．



之间的搓揉序列的关系是十分重要的．为此引入如
下定义．

定义４　设ｎ＞１，α＝α１α２…αｎ－１Ｃ为序列，对任
何β∈"

，αβ为
１）若β＝β１β２…无限，则

αβ＝
αβ１αβ２…，当α中有偶数个Ｒ时；

α珔β１α珔β２…，当α中有奇数个Ｒ时{ ．
２）若β＝β１β２…βｍＣ有限，则

αβ＝
αβ１…αβｍαＣ，当α中有偶数个Ｒ时；

α珔β１…α珔βｍαＣ，当α中有奇数个Ｒ时{ ．
其中珔Ｌ＝Ｒ，珔Ｒ＝Ｌ并且αβｉ＝α１…αｎ－１βｉ．

容易验证：对任何 α，β，γ∈"

，如果 α，β是长度
大于１的有限序列，则

α（βγ）＝（αβ）γ．
因此，αβγ有意义．特别地，把 ｎ个 α的连

积记为 αｎ，并把无穷多个 α的连积简记
为α∞．

关于ｆ与
!ｐｆ之间的搓揉序列的关系，有如下的

引理：

引理２　设ｆ，ｇ∈$

满足
!ｐｆ＝ｇ．如果 Ｋ（ｇ）＝β

是以ＲＬ开头的有限或无限序列，则存在唯一确定的
极大序列α＝α１α２…αｐ－１Ｃ使得Ｋ（ｆ）＝αβ．

引理３　设ｆ∈$

，α，β∈"

极大且满足：α的长
度是不小于２的有限数ｐ，Ｒ∞≤β＜ＲＬ∞，如果

Ｋ（ｆ）＝αβ，则 !ｐｆ∈Ｆ且Ｋ（!ｐｆ）＝β．
上述两个引理参见文献［１０］．利用这两个引理，

本文讨论
!ｐ的不动点的揉搓序列的特征．

定义５　设α为序列，称集合

∑α
＝｛ｆ∈ $

Ｋ（ｆ）＝α｝

为一个曲面．

对给定的 α，如果 ∑α
≠ ，且 !ｐ∑( )

α


∑α
，就称∑α

是
!ｐ的不变曲面．

定理３　若ｆ是
!ｐ的不动点，即 !ｐｆ＝ｆ．则存在

极大序列α＝α１α２…αｐ－１Ｃ使得
１）Ｋ（ｆ）＝α∞；

２）∑α∞
是

!ｐ的不变曲面．

证明　１）若
!ｐｆ＝ｆ，亦即ｆ（ｘ）＝

１
λ
ｆｐ（λｘ），则由

归纳法，对每一个ｎ＞０有

ｆ（ｘ）＝１
λｎ
ｆｐｎ（λｎｘ）．

取ｘ＝０，再令ｎ→∞可知
ｆｐｎ（０）＝λｎ→０，

据此不难推出ｆ（１）＜０，从而 Ｋ（ｆ）形如 ＲＬ…，经反
复利用引理２，即可得证．

２）显然∑α∞
≠ ，对任意的 ｇ∈ ∑α∞

，

Ｋ（ｇ）＝α∞ ，由于 α∞可视作 αα∞，据引理３，
只须验证不等式

Ｒ∞ ≤α∞ ＜ＲＬ∞ （２）
成立就够了，把α∞写作α２α∞，由于α成为ＲＣ
或ＲＬ…Ｃ，据积，α２总是形如 ＲＬ…，进而对某个
ｋ≥１，α∞形如ＲＬｋＲ…，因此式（２）成立．

３　结束语
Ｃｏｎｃｌｕｄｉｎｇｒｅｍａｒｋｓ

　　单峰映射是其研究领域内广泛关注的研究课
题，揉搓序列是单峰映射研究中经常用到的一个重

要工具．本文研究了单峰映射揉搓序列的特性，这些
研究有助于更好地理解Ｆｅｉｇｅｎｂａｕｍ现象．
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