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带有滞弹性大气运动方程组初值问题的解析分析

王曰朋１

摘要

利用分层理论的方法在可微函数类

中给出了带有滞弹性大气运动方程组初

值问题适定的充要条件，写出了局部解

意义下适定问题解析解的表达式；根据

适定的充要条件判断出在超平面｛ｔ＝０｝
上初值问题是不适定的，并以实例做了

验证，同时，提出了修改不适定结论的

意见．
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０　引言
Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　　目前滞弹性近似方程组已被广泛应用于中尺度动力气象学的理
论研究、观察分析和数值模拟，尤其在描述深对流天气现象的变化规

律方面较其它近似方程组更为合理．作为对地球旋转流体———大气
运动规律的反映，滞弹性方程组不仅考虑了地球的旋转以及重力场

的作用，而更为典型的是其反映质量守恒的连续方程采用了滞弹性

近似，即·ρ０Ｖ＝０，其中，ρ０仅是垂直坐标ｚ的函数，这与无粘、可压、

绝热流体的Ｅｕｌｅｒ方程（其连续方程ρ
ｔ
＋·ρＶ＝０）是不同的．关于滞

弹性近似已有很多研究［１４］，如，讨论可压缩流体运动近似方程时，为

了对高频运动加以限制而要求运动时间尺度和重力波接近；为简化

计算过程而在滞弹性连续方程中加入一个扰动气压时间变化项等．
２００３年，Ｔｅｒｒｙ等［５］对滞弹性近似的有效性用标准模方法做了进一步

分析，从而使有关滞弹性近似的理论相对更加完善，但目前关于滞弹

性方程组初值问题的研究尚不多见．本文将在分层理论［６７］的框架内

讨论滞弹性大气运动方程组初值问题的适定性以及适定问题的解析

解，这在实际应用中无论是对数值预报工作者设计精度较高的格式

还是对观测资料的初始化方面都有着一定的参考价值．
在局地直角坐标系下描述深对流现象的滞弹性方程组原型

如下［８］：
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其中：ｕ、ｖ、ｗ分别为流体速度在３个坐标轴（ｘ，ｙ，ｚ）上的分量；ｃ２ｓ为绝

热声速，ｃ２ｓ＝γＲＴ０，而γ＝
ｃｐ
ｃｖ
为绝热指数，ｃｐ＝１０００Ｊ·Ｋ

－１·ｋｇ－１，为干



　　　　空气比定压热容，ｃｖ＝７１７Ｊ·Ｋ
－１·ｋｇ－１，为干空气比

定容热容；θ＝Ｔ１０００( )ｐ

Ｒ
ｃｐ
，θ表示位温；ｐ′、θ′分别表

示叠加在基本场热力学变量ｐ０、θ０上的扰动量，且有
ｐ′ｐ０， θ′θ０，基本场热力学变量 ρ０，ｐ０，Ｔ０

和θ０都仅是 ｚ的函数，它们满足
ｐ０
ｚ
＝－ρ０ｇ，ｐ０＝

ρ０ＲＴ０；ｆ为科氏参数（地转参数）；ｇ为地球重力加速

度；Ｎ２＝ｇ
ｚ
（ｌｎθ０）为 ＢｒｕｎｔＶａｉｓａｌａ频率．这里未知

函数为ｕ，ｖ，ｗ，ｐ′和θ′
θ０
．值得注意的是：ｃ２ｓ是 ｚ的函

数；
ｄ
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设未知函数

ｕ，ｖ，ｗ，ｐ′，θ′
θ( )
０
＝（ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４，ｕ５）

的初始值分别为 珔ｕｉ∈Ｃ∞，（ｉ＝１，２，３，４，５），取超曲

面Σ：｛ｔ＝Ｇ（ｘ，ｙ，ｚ）｝Ｖ＝Ｒ４作为初始曲面，则滞
弹性方程组的初值问题如下：

Ｄ，

ｕｉ ∑
＝珔ｕｉ{ ．

（１）

（２）

其中：ｉ＝１，２，３，４，５．围绕着滞弹性方程组的初值问
题（１）（２），本文首先把滞弹性方程组改写为 Ｅｈｒｅｓ
ｍａｎｎ空间Ｊ１（Ｖ，Ｚ）的一个子集 Ｄ，并计算其本方
程；在此基础上从参数化的初始条件开始，按照分层

理论的条件要求，经计算得出一提升序列．这个过程
不仅能够给出方程初值问题适定的充要条件，并由

此可以对方程（１）在超曲面｛ｔ＝０｝上的常见初值问
题适定与否作出判断；而且还能够提供局部解意义

下适定初值问题级数解的各项系数．有关分层理论
的术语，可参看文献［７］．

１　改写方程并计算其本方程
Ｒｅｗｒｉｔｉｎｇｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎａｎｄｃｏｍｐｕｔｉｎｇｉｔｓｇｒａｄｕａｌｌｙ
ａｓｓｏｃｉａｔｅｄｅｑｕａｔｉｏｎｓ

１１　改写方程
首先设（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）∈Ｒ
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用Ｅｈｒｅｓｍａｎｎ空间的局部坐标 β＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｐ
１
１，

…，ｐ５４）∈Ｊ
１（Ｖ，Ｚ）改写方程组为Ｄ如下：
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若令

ｆ＝（ｆ１，ｆ２，ｆ３，ｆ４，ｆ５）：Ｊ
１（Ｖ，Ｚ）→Ｒ，

则Ｄ可作为ｆ＝（ｆ１，ｆ２，ｆ３，ｆ４，ｆ５）的零点集合，即
Ｄ＝ｆ－１（０）＝Ｖ（ｆ１，ｆ２，ｆ３，ｆ４，ｆ５）Ｊ

１（Ｖ，Ｚ）．
１２　计算本方程

引理　Ｄ的准本方程Ｄ′与本方程 Ｄ重合，即

Ｄ′ ＝Ｄ．
可根据本方程的定义［７］，经过计算得到结论

Ｄ′ ＝Ｄ．
这里给出Ｄ的各阶本方程Ｄ如下：
Ｄ－１ ＝Ｊ

－１（Ｖ，Ｚ）＝Ｖ；
Ｄ０ ＝Ｊ

０（Ｖ，Ｚ）＝Ｖ×Ｚ；
Ｄ１ ＝Ｄ＝Ｖ（ｆ１，ｆ２，ｆ３，ｆ４，ｆ５）Ｊ

１（Ｖ，Ｚ）；


Ｄｋ (＝Ｖ ｅｉ１ｉ２ｉ３…ｉｋ－１（ｆｉ），ｅｉ１ｉ２ｉ３…ｉｋ－２（ｆｉ），…，ｅｉ１（ｆｉ），

ｆ)ｉ ．（ｉ＝１，２，３，４，５；ｉ１，ｉ２，…，ｉｋ－１ ＝１，
２，３，４且ｉ１≤ｉ２≤…≤ｉｋ－１）．

２　初值问题的适定性条件和解析解的计算
Ｔｈｅｗｅｌｌｐｏｓｅｄｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｆｏｒｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍ
ａｎｄｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｏｆａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ

　　设（ｘ０１，ｘ
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０
３，ｘ

０
４）∈ΣＶ是给定的一点，用分层

理论的术语可将初始条件（２）表述为
σ（ζ）＝（ｘ０１＋ζ１，ｘ

０
２＋ζ２，ｘ

０
３＋ζ３，ｘ

０
４＋ｇ（ζ）），

γ（ζ）＝（σ（ζ），珔ｕｉ（ζ））
{ ．
其中，

ｇ（ζ）＝ｇ（ζ１，ζ２，ζ３）＝Ｇ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）－ｘ
０
４∈Ｃ∞ （３）

且ｇ（０，０，０）＝０，（σ，γ）∈Ｉ∞ （Σ，Ｄ）
［７］，根据

Ｉ∞（Σ，Ｄ）的定义，有如下关系式

９３３
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α１０·γ１ ＝γ，

α１－１·γ１ ＝σ，

γ１ ω＝０，ω∈Ｉ１（Ｖ，Ｚ），

Ｉｍγ１∈Ｄ１．

其中α１０：Ｊ
１（Ｖ，Ｚ）→Ｖ×Ｚ代表典则对应；Ｉ１（Ｖ，Ｚ）是

Ｊ１（Ｖ，Ｚ）的 ＣａｒｔａｎＥｈｒｅｓｍａｎｎ理想子代数；γ１ ω称

为 ω由 γ１的诱导形式．相应地，得到如下关于

ｐｉ４（ｉ＝１，２，３，４，５）的线性代数方程组：
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其中：

珔ｕｉ（ｊ）＝
珔ｕｉ（ζ）
ζｊ

，　δｊ＝
ｇ（ζ）
ζｊ
，　ｊ＝１，２，３；

δ＝１－珔ｕ１δ１－珔ｕ２δ２－珔ｕ３δ３．
方程组（４）存在唯一解的充要条件是：

１－珔ｕ１δ１－珔ｕ２δ２－珔ｕ３δ３≠０，

δ２１＋δ
２
２＋δ

２
３≠０{ ．

（５）

而其他ｐｉｊ（ｉ＝１，２，３，４，５；ｊ＝１，２，３）可通过 γ１ω＝０

计算出ｐｉｌ＝珔ｕｉ（ｌ）－δｌｐ
ｉ
４，（ｌ＝１，２，３）．于是就得到了

γ（ζ）的一个提升γ１（ζ） (＝ γ（ζ），ｐｉｊ（ζ )） ．
假如当ｋ＞１时，并已经知道γｋ－１（ζ），则根据关

系式

αｋｋ－１·γｋ ＝γｋ－１，　α
ｋ
－１·γｋ ＝σ，

γｋ ω＝０，　ω∈Ｉｋ（Ｖ，Ｚ），　Ｉｍγｋ∈Ｄｋ．

整理得到以下方程组，其未知数为 ｐｉ４ｋ（ζ）（ｉ＝１，２，
３，４，５）：
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１
ρ０
δ１ｐ

４
４ｋ ＝Ψ

（４）
１，ｋ－１，

δｐ２４ｋ－
１
ρ０
δ２ｐ

４
４ｋ ＝Ψ

（４）
２，ｋ－１，

δｐ３４ｋ－
１
ρ０
δ３ｐ
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其中：

Ψ（４）ｍ，ｋ－１ ＝ψ
（４）
ｍ，ｋ－１ (－ ｕ１ｐ

ｍ
４ｋ－１（１）＋ｕ２ｐ

ｍ
４ｋ－１（２）＋

　　ｕ３ｐ
ｍ
４ｋ－１（３）＋

１
ρ０
ｐ４４ｋ－１（ｍ )） ，　ｍ＝１，２，３；

Ψ（４）４，ｋ－１ ＝ψ
（４）
４，ｋ－１ (－ ｐ１４ｋ－１（１）＋ｐ

２
４ｋ－１（２）＋ｐ

３
４ｋ－１（３ )） ；

Ψ（４）５，ｋ－１ ＝ψ
（４）
５，ｋ－１ (－ ｕ１ｐ

５
４ｋ－１（１）＋ｕ２ｐ

５
４ｋ－１（２）＋

　　ｕ３ｐ
５
４ｋ－１（３ )） ；

ψ（４）ｍ，ｋ－１ ＝
ｋ－１

ｘｋ－１４
（Ｆｍ０）－∑

ｋ－１

ｉ＝１
Ｃｉｋ－１（ｐ

１
４ｉｐ

ｍ
１４ｋ－１－ｉ＋

　　ｐ２４ｉｐ
ｍ
２４ｋ－１－ｉ＋ｐ

３
４ｉｐ

ｍ
３４ｋ－１－ｉ），　ｍ＝１，２，３；

ψ（４）４，ｋ－１ ＝
ｋ－１

ｘｋ－１４
（Ｆ４，０）；

ψ（４）５，ｋ－１ ＝
ｋ－１

ｘｋ－１４
（Ｆ５０）－∑

ｋ－１

ｉ＝１
Ｃｉｋ－１（ｐ

１
４ｉｐ

５
１４ｋ－１－ｉ＋

　　ｐ２４ｉｐ
５
２４ｋ－１－ｉ＋ｐ

３
３ｉｐ

５
３４ｋ－１－ｉ）．

若方程组（６）满足条件（５），则有唯一解ｐｉ４ｋ（ζ）．
至于ｐｉｊλｌ（ζ）（ｌ＝１，２，３；ｊλ＝ｊλ１１ ｊλ２２ ｊλ３３ ｊλ４４； λ ＝ｋ－
１），则可由 ｐｉｊλｌ＝ｐ

ｉ
ｊλ（ｌ）－δｌｐ

ｉ
ｊλ４，（ｌ＝１，２，３）求得，这

样，从整个过程得到一个提升序列｛γｋ｝＝｛γｋ－１，ｐ
ｉ
ｊλｌ，

ｐｉｊλ４｝．
通过上述讨论，并根据表达式（３），有如下结论：
定理　初值问题（１）、（２）适定的充要条件是：

１－珔ｕ１
Ｇ
ｘ１
－珔ｕ２

Ｇ
ｘ２
－珔ｕ３

Ｇ
ｘ３
≠０； （７）

Ｇ
ｘ[ ]
１

２
＋ Ｇ
ｘ[ ]
２

２
＋ Ｇ
ｘ[ ]
３

２

≠０． （８）

并且在点（ｘ０１，ｘ
０
２，ｘ

０
３，ｘ

０
４）的邻域，可以写出初值问题

（１）、（２）的解如下：

ｕｉ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）＝∑
λ

１
λ１！λ２！λ３！λ４！

ｐｉｊλ（０，０，０）（ｘ１－

　　ｘ０１）λ１（ｘ２－ｘ
０
２）
λ２（ｘ３－ｘ

０
３）
λ３（ｘ４－ｘ

０
４）
λ４． （９）

其中，ｊλ＝ｊλ１１ ｊλ２２ ｊλ３３ ｊλ４４，而ｐ
ｉ
ｊλ（ζ）由提升序列｛γｋ｝所决

定．
推论　在Ｃ∞超平面｛ｔ＝０｝上，初值问题是不适

定的．

０４３
王曰朋．带有滞弹性大气运动方程组初值问题的解析分析．

ＷＡＮＧＹｕｅｐｅｎｇ．Ａｎａｌｙｔｉｃｓｔｕｄｙｏｆｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｆｏｒｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｓｅｔｏｆａｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃｍｏｔｉｏｎｗｉｔｈａｎｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ．



例如：在Σ：｛ｔ＝０｝上考虑初值问题
Ｄ，

ｕ
Σ
＝０，ｖ

Σ
＝１ｆ，ｗ Σ

＝
ρ０ｇ
ｐ０γｆ

４，

ｐ′
Σ
＝ε１γｐ０，

θ′
θ Σ

＝ε２











 ．

可构造两组满足同一初始条件的解如下：

Ｕ１：

ｕ＝１ｆｓｉｎ（ｆｔ）＋
１
ｆｃｏｓ（ｆｔ）－

１[ ]ｆ，
ｖ＝１ｆｃｏｓ（ｆｔ）－

１
ｆｓｉｎ（ｆｔ）[ ]＋ｔ，

ｗ＝
ρ０ｇ
ｆ２ｐ０

[γ
１
ｆ
１
２ｔ
２－１
ｆ２( )＋ｔｓｉｎ（ｆｔ）＋

　　 ｔ
ｆ２
－１２ｔ

２＋１
ｆ( )２ ｃｏｓ（ｆｔ）－１６ｔ]３ －

　　ｇ（ε１－ε２）ｔ－
ρ０ｇ
２ｐ０γ
ｘｔ２，

ｐ′＝ε１γｐ０＋ρ０ｘｔ，

θ′
θ０
＝ε２























；

Ｕ２：

ｕ＝１ｆｓｉｎ（ｆｔ），

ｖ＝１ｆｃｏｓ（ｆｔ），

ｗ＝
ρ０ｇ
ｆ４ｐ０γ

－ｇ（ε１－ε２）ｔ，

ｐ′＝ε１γｐ０，

θ′
θ０
＝ε２















 ．

这里εｉ（ｉ＝１，２）是远小于１的常数，取 θ０，ｐ０，

ρ０，ｆ为常数；从实际应用角度，若考虑量纲，则ｖ Σ
＝

１
ｆ中的“１”可取为１ｍ．

滞弹性方程组在Ｃ∞超平面｛ｔ＝０｝上，初值问题
是不适定的．但这并不代表对此初值问题无法可想，
大气科学中就大气历史观测资料的使用提出过“以

过去推测未来”的理论［９１０］，而这类初值问题不适定

的纯数学结论恰好印证了这种“推测”，说明在超平

面｛ｔ＝０｝Ｒ４上的初值问题的提法并不准确．尽管
此初值问题是不适定的，但根据这一类初值问题适

定的充要条件（７）、（８）可知，完全有可能对这一类
问题所给的定解条件进行“修正”，从而改变原有问

题的不适定性，比如以下修正就是可能的方向之一：

设在超平面Σε：｛ｔ＝εｘ｝Ｖ（ε∈Ｒ
）上给出初始值

ｕｉ
Σε
＝ｕεｉ ＝０（ｉ＝１，２，３，４，５）．

则定解问题是适定的．

３　结论
Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ

　　１）对大气、海洋动力学中的某些问题，在逐步
研究和认识的过程中，数学方法的应用一定程度上

能够帮助人们获得更多有价值的信息，详见文献

［１１１４］．本文利用分层理论提供的方法，给出了带
有滞弹性大气运动方程组初值问题适定的充要条件

（７）、（８），同时得到了解析解的计算公式（９）；利用
充要条件判断出在Ｃ∞超平面｛ｔ＝０｝上，初值问题是
不适定的，由定解条件入手，从理论上给出了修改不

适定结论的意见，但如果要仅从滞弹性方程本身考

虑而使此不适定结论有所改变的话，根据文献［１５］，
那只能是把连续方程中的滞弹性近似恢复到原来的

完全可压缩形式．至于滞弹性近似方程组边值问题
的适定性，会在后续相应的讨论研究中给出．
２）文中提供了满足同一初始条件的两组解，意

在说明初始曲面｛ｔ＝０｝上初值问题的不适定性，在
应用上并没有实际意义．事实上，可以给出满足同一
初始条件的无穷多组形式解［１６］．
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