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０　引言
Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　　幂零矩阵是一种重要的矩阵类型．自２０世纪６０年代以来，许多
学者探讨了一些特殊的幂等半环上幂零矩阵的性质，获得了许多重

要的研究成果 ［１１１］．１９６４年Ｇｉｖｅ［３］证明了 ｎ阶格矩阵 Ａ是幂零的充
要条件是Ａｎ＝Ｏ，Ｌｉ［５］得到了模糊幂零矩阵的一些特征，这些结果被
Ｔａｎ［６］推广到幂零格矩阵上．Ｒｅｎ等［７］证明出模糊矩阵 Ａ是幂零的充
要条件是Ａ的每１个主子式为０，这个结果被 Ｔａｎ［８］和 Ｚｈａｎｇ［９］独自
推广到格矩阵上．近来，Ｈａｎ等 ［１］利用主子式、主对角元、幂零指数等

刻画出在没有幂零元的坡上幂零矩阵的一些特征．
本文在上述基础上，进一步考虑一般加法幂等交换半环上幂零

矩阵的一些性质，所得结果推广了文献［１，４８］中相应的结论．

１　预备知识
Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｉｅｓ

　　设Ｌ是１个非空集合，“＋”与“·”是Ｌ中的２个代数运算．如果
１）（Ｌ，＋，０）是１个交换么半群，其中０为Ｌ的加法恒等元；
２）（Ｌ，·，１）是１个么半群，其中１为Ｌ的乘法恒等元；
３）对任意的ａ，ｂ，ｃ∈Ｌ，均有

ａ（ｂ＋ｃ）＝ａｂ＋ａｃ，　（ｂ＋ｃ）ａ＝ｂａ＋ｃａ；
４）ａ∈Ｌ，０·ａ＝ａ·０＝０；
５）０≠１，

则称Ｌ为１个半环，记为（Ｌ，＋，·，０，１）或简记为Ｌ．其中加法恒等元
０称为半环Ｌ的零元，而乘法恒等元１称为半环Ｌ的单位元．

设（Ｌ，＋，·，０，１）是１个半环．Ｌ称为交换半环，如果ａ，ｂ∈Ｌ，
均有ａｂ＝ｂａ；Ｌ称为加法幂等半环，如果ａ∈Ｌ，均有 ａ＋ａ＝ａ．显然
布尔代数，Ｆｕｚｚｙ代数，有界分配格以及坡均为特殊的加法幂等交换
半环．

在加法幂等半环Ｌ上，定义关系“≤”如下：

ｘ，ｙ∈Ｌ，　ｘ≤ｙｘ＋ｙ＝ｙ．

不难验证，关系“≤”是Ｌ上的１个偏序关系．另外，定义关系“≥”如下：

ｘ，ｙ∈Ｌ，　ｘ≥ｙ当且仅当ｙ≤ｘ．　　　　



　　根据上述关系易知ｘ∈Ｌ，均有 ｘ≥０．若 ｘ≠０，
则记ｘ＞０（或０＜ｘ）．

定义１　设Ｌ是１个半环，ａ∈Ｌ．如果存在１个正
整数ｋ，使得ａｋ＝０，则称ａ是半环Ｌ上的１个幂零元．

设Ｌ是１个半环，用 Ｍｎ（Ｌ）表示半环 Ｌ上所有
ｎ阶矩阵组成之集．

设Ａ＝（ａｉｊ），Ｂ＝（ｂｉｊ）∈Ｍｎ（Ｌ），定义：
Ａ≤Ｂａｉｊ≤ｂｉｊ，　ｉ，ｊ∈ｎ；
Ａ＋Ｂ＝（ａｉｊ＋ｂｉｊ）
Ａ·Ｂ＝ ∑

ｋ∈ｎ
ａｉｋｂ( )ｋｊ．

其中：ｎ表示集合｛１，２，…，ｎ｝；Ａ（ｉｊ）表示 Ａ中用
第ｉ行替换第ｊ行后所得的矩阵．不难验证（Ｍｎ（Ｌ），
＋，·）构成１个半环．
对于任意Ａ，Ｂ，Ｃ∈Ｍｎ（Ｌ），如果 Ａ≤Ｂ，则易证

ＡＣ≤ＢＣ，ＣＡ≤ＣＢ．
设Ａ∈Ｍｎ（Ｌ），令
Ａ０＝Ｉ，　Ａｌ＝Ａｌ－１·Ａ，　ｌ＝１，２，３，…，

其中：Ｉ是单位矩阵；Ａｌ中（ｉ，ｊ）处的元素记为 ａ（ｌ）ｉｊ，
即Ａｌ＝（ａ（ｌ）ｉｊ）．不难证明

ａｉｊ
（ｌ） ＝ ∑

ｉ１，ｉ２，…，ｉｌ－１∈ｎ
ａｉｉ１ａｉ１ｉ２…ａｉｌ－１ｊ．

定义２　设 Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｍｎ（Ｌ），Ａ的积和式

ｐｅｒ（Ａ）定义为ｐｅｒ（Ａ）＝∑
σ∈Ｓｎ
∏
ｉ∈ｎ
ａｉσ（ｉ），其中 Ｓｎ表示

ｎ阶对称群．
定义３　设１≤ｉ１≤ｉ２≤…≤ｉｒ≤ｎ，并且１≤ｊ１≤

ｊ２≤…≤ｊｒ≤ｎ，设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｍｎ（Ｌ），用
Ａ［ｉ１，ｉ２，…，ｉｒ ｊ１，ｊ２，…，ｊｒ］

表示Ａ的１个 ｒ×ｒ阶子矩阵，它在（ｕ，ｖ）处的元素
等于ａｉｕｊｖ（ｕ，ｖ∈ｒ），用

Ａ（ｉ１，ｉ２，…，ｉｒ ｊ１，ｊ２，…，ｊｒ）
表示在Ａ中划去第ｉ１，ｉ２，…，ｉｒ行和第 ｊ１，ｊ２，…，ｊｒ列
之后所得的（ｎ－ｒ）×（ｎ－ｒ）阶子矩阵．特别地，则称

Ａ［ｉ１，ｉ２，…，ｉｒ ｉ１，ｉ２，…，ｉｒ］
为Ａ的ｒ阶主子矩阵，

ｐｅｒ（Ａ［ｉ１，ｉ２，…，ｉｒ ｉ１，ｉ２，…，ｉｒ］）
为Ａ的ｒ阶主子式．

Ａ的伴随矩阵ａｄｊ（Ａ）是１个ｎ阶矩阵，它的（ｉ，

ｊ）元素是ｐｅｒ（Ａ（ｊｉ））．

定义４　设Ａ∈Ｍｎ（Ｌ），如果存在１个正整数ｋ，
使得Ａｋ＝Ｏ，则称 Ａ是幂零矩阵．其中 Ｏ表示 ｎ阶
零矩阵．

定义５　设Ｌ是１个加法幂等交换半环，Ａ∈Ｍｎ

（Ｌ）．如果 Ａ的每１个主对角元为０，则称 Ａ是反自
反矩阵；如果Ａ２≤Ａ，则称Ａ是传递矩阵．

定义６　设Ａ∈Ｍｎ（Ｌ），如果存在正整数ｋ和ｄ，
使得Ａｋ＝Ａｋ＋ｄ，那么满足条件的最小的正整数 ｋ和
ｄ称为Ａ的指数和周期，分别记为ｉ（Ａ）和 ｐ（Ａ）．相
应地，在此情形下，则称 Ａ有指数，特别地，若 ｐ（Ａ）
＝１，则称Ａ收敛于有限步．
如果Ａ∈Ｍｎ（Ｌ），Ａ是幂零矩阵，那么 Ａ收敛于

有限步，此时ｉ（Ａ）被称为Ａ的幂零指数，即
ｉ（Ａ）＝ｍｉｎ｛ｋｋ≥１，Ａｋ＝Ｏ｝．

在本文中，若无特别声明，Ｌ均表示加法幂等交
换半环．

引理１　如果Ａ∈Ｍｎ（Ｌ），那么
１）ｐｅｒ（Ａ）＝ｐｅｒ（ＡＴ），

２）ｐｅｒ（Ａ）＝∑
ｊ∈ｎ
ａｉｊｐｅｒ（Ａ（ｉｊ）），ｉ∈ｎ，

３）ａｄｊ（ＡＴ）＝（ａｄｊ（Ａ））Ｔ．
证明从略

引理２　设Ａ∈Ｍｎ（Ｌ）具有如下形式：

Ａ＝
Ｂ Ｃ( )Ｏ Ｄ

，

其中Ｂ，Ｄ是方阵，那么有ｐｅｒ（Ａ）＝ｐｅｒ（Ｂ）ｐｅｒ（Ｄ）．
证明类似于文献［１２］中推论４１的证明．

２　加法幂等半环上幂零矩阵的特征
Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｔｈｅｎｉｌｐｏｔｅｎｔｍａｔｒｉｃｅｓｏｖｅｒａｎａｄｄｉ
ｔｉｖｅｌｙｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｓｅｍｉｒｉｎｇ

　　定理１　设Ａ∈Ｍｎ（Ｌ），如果ｋ∈ｎ，Ａ
ｋ的所有

主对角线上的元素均为０，则Ａｎ＝Ｏｎ．
证明　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｍｎ（Ｌ），Ａ

ｎ＝（ａ（ｎ）ｉｊ ），那么

ａ（ｎ）ｉｊ ＝ ∑
ｉ１，ｉ２，…，ｉｎ－１∈ｎ

ａｉｉ１ａｉ１ｉ２…ａｉｎ－１ｊ．

记ｉ０＝ｉ，ｉｎ＝ｊ，则｛ｉ０，ｉ１，…，ｉｎ｝｛１，２，…，ｎ｝，故存
在ｒ，ｓ∈｛０，１，…ｎ｝，使得ｉｒ＝ｉｓ同时ｒ＜ｓ．由于ｋ∈
ｎ，Ａｋ的所有主对角线的元素均为０，所以 Ａｓ－ｒ的所
有主对角线的元素均为０，从而

ａ（ｓ－ｒ）ｉｒｉｒ ＝ ∑
ｉｒ＋１，ｉｒ＋２，…，ｉｓ－１∈ｎ

ａｉｒｉｒ＋１ａｉｒ＋１ｉｒ＋２…ａｉｓ－１ｉｒ ＝０，

因此，

ｉｒ＋１，…，ｉｓ－１∈ｎ，
均有

ａｉｒｉｒ＋１ａｉｒ＋１ｉｒ＋２…ａｉｓ－１ｉｒ＝０，
于是

ａｉｊ
（ｎ） ＝ ∑

ｉ１，ｉ２，…，ｉｎ－１∈ｎ
ａｉｉ１ａｉ１ｉ２…ａｉｎ－１ｊ＝
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∑
ｉ１，ｉ２，…，ｉｎ－１∈ｎ

ａｉｉ１ａｉ１ｉ２…ａｉｒ－１ｉｒ（ａｉｒｉｒ＋１…ａｉｓ－１ｉｒ）ａｉｓｉｓ＋１…ａｉｎ－１ｊ＝０

所以Ａｎ＝Ｏｎ．证毕．
推论１　设Ａ∈Ｍｎ（Ｌ）是反自反且是传递的，那

么Ａ是幂零矩阵．
证明　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｍｎ（Ｌ）．由于Ａ是传递的，

故有Ａ２≤Ａ，从而 Ａ３＝ＡＡ２≤ＡＡ＝Ａ２≤Ａ．一般地，
有ｋ∈ｎ，均有 Ａｋ≤Ａ．又由于 Ａ是反自反矩阵，即
ｉ∈ｎ，均有ａｉｉ＝０，由此推出 ａｉｉ

（ｋ）≤ａｉｉ＝０，从而有
ｋ∈ｎ，均有 ａｉｉ

（ｋ）＝０．由定理１知 Ａｎ＝Ｏｎ，所以 Ａ
是幂零矩阵．证毕．

定理２　如果Ａ∈Ｍｎ（Ｌ）且 Ａ的所有主子式为
０，那么Ａｎ＝Ｏｎ．

证明　设Ａ＝（ａｉｊ），Ａ
ｎ＝（ａ（ｎ）ｉｊ ），考虑 ａ

（ｎ）
ｉｊ 中的

任意１项 ａｉｉ１ａｉ１ｉ２…ａｉｎ－１ｊ，必存在 ｓ，ｔ使得０≤ｓ＜ｔ≤
ｎ，同时有ｉｓ＝ｉｔ（其中ｉ０＝ｉ，ｉｎ＝ｊ）．设

Ｋ＝｛（ｐ，ｑ） ｐ＜ｑ，ｉｐ＝ｉｑ｝．由于
ｉｓ＝ｉｔ，故Ｋ≠，从而存在（ｋ，ｌ）∈Ｋ，满足 ｌ－ｋ＝ｍｉｎ
｛ｑ－ｐ｜（ｐ，ｑ）∈Ｋ｝．而ａｉｋｉｋ＋１ａｉｋ＋１ｉｋ＋２…ａｉｌ－１ｉｌ是主子式

ｐｅｒ（Ａ［ｉｋ，ｉｋ＋１，…，ｉｌ－１｜ｉｋ，ｉｋ＋１，…，ｉｌ－１］）
展开式的１项，并且
ｐｅｒ（Ａ［ｉｋ，ｉｋ＋１，…，ｉｌ－１｜ｉｋ，ｉｋ＋１，…，ｉｌ－１］）＝０，

所以知

ａｉｋｉｋ＋１ａｉｋ＋１ｉｋ＋２…ａｉｌ－１ｉｌ＝０．
这样

ａｉｉ１ａｉ１ｉ２…ａｉｎ－１ｊ＝
ａｉｉ１ａｉ１ｉ２…ａｉｋ－１ｉｋ（ａｉｋｉｋ＋１ａｉｋ＋１ｉｋ＋２…ａｉｌ－１ｉｌ）ａｉｌｉｌ＋１…ａｉｎ－１ｊ＝０．
而ａｉｉ１ａｉ１ｉ２…ａｉｎ－１ｊ是 ａｉｊ

（ｎ）中的任意一项，所以 ａｉｊ
（ｎ）＝

０，因此Ａｎ＝Ｏｎ．证毕．
引理３　如果加法幂等半环Ｌ没有非零幂零元，

且Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｍｎ（Ｌ）是幂零矩阵，则ｉ１，ｉ２，…，ｉｍ∈
ｎ，均有 ａｉ１ｉ２ａｉ２ｉ３…ａｉｍ－１ｉｍａｉｍｉ１ ＝０，其中 ｍ是任意正
整数．

证明　由于 Ａ是幂零矩阵，故存在１个正整数
ｋ，使得Ａｋ＝Ｏｎ．这样对于任意正整数ｍ，

Ａｍｋ＝（Ａｋ）ｍ＝Ｏｎ，
因此ｉ１，ｉ２，…，ｉｍ∈ｎ，均有

（ａｉ１ｉ２ａｉ２ｉ３…ａｉｍ－１ｉｍａｉｍｉ１）
ｋ≤ａｉ１ｉ１

（ｍｋ）＝０．
因为（ａｉ１ｉ２ａｉ２ｉ３…ａｉｍ－１ｉｍａｉｍｉ１）

ｋ是ａｉ１ｉ１
（ｍｋ）展开式的某一

项，于是（ａｉ１ｉ２ａｉ２ｉ３…ａｉｍ－１ｉｍａｉｍｉ１）
ｋ＝０．由于Ｌ没有非零

幂零元，因此ａｉ１ｉ２ａｉ２ｉ３…ａｉｍ－１ｉｍａｉｍｉ１＝０．证毕．
定理３　如果加法幂等半环Ｌ没有非零幂零元，

Ａ∈Ｍｎ（Ｌ），则下面条件等价：

１）Ａ是幂零矩阵；
２）Ａ的所有主子式为０；
３）Ａｎ＝Ｏｎ；
４）Ａｋ的所有主对角线上的元素均为０，ｋ∈ｎ．
证明　１）２）设Ａ＝（ａｉｊ），设
ｒ∈ｎ，　Ｂ＝Ａ［ｉ１，ｉ２，…，ｉｒ ｉ１，ｉ２，…，ｉｒ］

为Ａ的任１个ｒ阶主子矩阵，那么

ｐｅｒ（Ｂ）＝∑
σ∈Ｓｒ
∏
ｔ∈ｒ
ａｉｔσ（ｉｔ），

其中Ｓｒ表示集合｛ｉ１，ｉ２，…，ｉｒ｝上的对称群．对于σ
∈Ｓｒ，再设（ｋ１ｋ２…ｋｍ）是σ中的任１个循环（因为 σ
可以表为一些循环的乘积），则有 ａｋ１ｋ２ａｋ２ｋ３…ａｋｍ－１ｋｍ
ａｋｍｋ１＝０（根据引理３）．又因为 ａｋ１ｋ２ａｋ２ｋ３…ａｋｍ－１ｋｍａｋｍｋ１
是ａｉ１σ（ｉ１）ａｉ２σ（ｉ２）…ａｉｒσ（ｉｒ）中的 １个因子，所以 ａｉ１σ（ｉ１）
ａｉ２σ（ｉ２）…ａｉｒσ（ｉｒ）＝０，从而ｐｅｒ（Ｂ）＝０．
２）３）根据定理２可得，
３）４）根据引理３可得，
４）１）根据定理１可得．
证毕．
推论２　如果加法幂等半环Ｌ没有非零幂零元，

Ａ∈Ｍｎ（Ｌ）是幂零矩阵，则ｐｅｒ（Ａ）＝０．
定理４　如果加法幂等半环Ｌ没有非零幂零元，

Ａ∈Ｍｎ（Ｌ）是幂零矩阵，那么 ｉ（Ａ）＝ｎ当且仅当
ａｄｊ（Ａ）≠０．

证明　“”设ｉ（Ａ）＝ｎ，故Ａｎ－１≠Ｏ．从而存在
ｉ０，ｉ１，…，ｉｎ－１∈ｎ，使得ａｉ０ｉ１ａｉ１ｉ２…ａｉｎ－２ｉｎ－１＞０．那么ｉ０，
ｉ１，…，ｉｎ－１必定两两不同，否则存在ｓ，ｔ满足 ｉｓ＝ｉｔ同
时０≤ｓ＜ｔ≤ｎ－１．根据引理３知

ａｉ０ｉ１ａｉ１ｉ２…ａｉｎ－２ｉｎ－１ ＝
ａｉ０ｉ１ａｉ１ｉ２…ａｉｓ－１ｉｓ（ａｉｓｉｓ＋１…ａｉｔ－１ｉｔ）ａｉｔｉｔ＋１…ａｉｎ－２ｉｎ－１ ＝０
矛盾．

因此ｉ０，ｉ１，…，ｉｎ－１是１，２，…，ｎ的１个排列．于
是ａｉ０ｉ１ａｉ１ｉ２…ａｉｎ－２ｉｎ－１是 ｐｅｒ（Ａ（ｉｎ－１ ｉ０））展开式中的
１项，所以ｐｅｒ（Ａ（ｉｎ－１ ｉ０））＞０．这就推出

ａｄｊ（Ａ）≠０．
“”假设 ａｄｊ（Ａ）≠０，当 ｎ＝２时，根据定理３

知Ａ２＝Ｏ，设

Ａ＝
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ( )

２２

，

则

ａｄｊ（Ａ）＝
ａ２２ ａ１２
ａ２１ ａ( )

１１

，

故当ａｄｊ（Ａ）≠０时，有Ａ≠Ｏ，所以ｉ（Ａ）＝２．

０７２
官明友．加法幂等半环上幂零矩阵的特征．

ＧＵＡＮＭｉｎｇｙｏｕ．Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｔｈｅｎｉｌｐｏｔｅｎｔｍａｔｒｉｃｅｓｏｖｅｒａｎａｄｄｉｔｉｖｅｌｙｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｓｅｍｉｒｉｎｇ．



现在考虑ｎ≥３的情形．
由ａｄｊ（Ａ）≠０知存在 ｉ，ｊ使得 ｐｅｒ（Ａ（ｉｊ））＞

０，根据定理３可知ｉ≠ｊ，那么存在１个从ｎ＼｛ｉ｝到ｎ＼
｛ｊ｝的双射σ，使得

∏
ｓ∈ｎ＼｛ｉ｝

ａｓσ（ｓ） ＞０．

现定义１个双射珚σ：ｎ→ｎ，使得

珚σ（ｚ）＝
ｊ， ｚ＝ｉ，

σ（ｚ）， ｚ≠{ ｉ．
那么珚σ是ｎ的１个置换．

将证明对任意ｓ∈ｎ＼｛ｉ｝，存在１个ｌ（１≤ｌ≤ｎ－
１）使得珚σｌ（ｓ）＝ｉ，假设存在某１个ｓ∈ｎ＼｛ｉ｝使得ｌ
≤ｎ－１均有珚σｌ（ｓ）≠ｉ．因为ｌ≤ｎ－１，均有 珚σｌ（ｓ）
＝σｌ（ｓ），那么

｛σ（ｓ），σ２（ｓ），…，σｎ－１（ｓ）｝ｎ＼｛ｉ，ｊ｝．
设

Ｋ＝｛（ｐ，ｑ） １≤ｐ＜ｑ≤ｎ－１，σｐ（ｓ）＝σｑ（ｓ）｝，
则Ｋ≠．由于 ｎ＼｛ｉ，ｊ｝ ＝ｎ－２，选择 １对元素

（ｕ，ｖ）∈Ｋ，满足ｖ－ｕ＝ｍｉｎ｛ｑ－ｐ（ｐ，ｑ）∈Ｋ｝，那么

σｕ（ｓ），σｕ＋１（ｓ），…，σｖ－１（ｓ）两两不同且 σｖ（ｓ）＝
σｕ（ｓ）．所以根据引理３知

ａσｕ（ｓ）σｕ＋１（ｓ）…ａσｖ－１（ｓ）σｖ（ｓ）＝０，

又由于 ａσｕ（ｓ）σｕ＋１（ｓ）…ａσｖ－１（ｓ）σｖ（ｓ）是乘积 ∏
ｓ∈ｎ＼｛ｉ｝

ａｓσ（ｓ）中

的１个因子，所以

∏
ｓ∈ｎ＼｛ｉ｝

ａｓσ（ｓ） ＝０

矛盾．这样，对任意ｓ∈ｎ＼｛ｉ｝，存在１个ｌ（１≤ｌ≤ｎ－
１）使得 珚σｌ（ｓ）＝ｉ．对任意 ｓ∈ｎ＼｛ｉ｝，设 ｌ（ｓ）＝
ｍｉｎ｛ｌ珚σｌ（ｓ）＝ｉ｝，由于珚σ是双射，那么
ｌ（１），…，ｌ（ｉ－１），ｌ（ｉ＋１），…，ｌ（ｎ）∈ｎ－１，

且两两不同．因此存在１个 ｔ∈ｎ＼｛ｉ｝，使得 ｌ（ｔ）＝ｎ
－１，即珚σｎ－１（ｔ）＝ｉ．易知 ｔ，珚σ（ｔ），…，珚σｎ－２（ｔ）∈ｎ＼
｛ｉ｝且两两不同，同时ｒ∈ｎ－２，均有 珚σｒ（ｔ）＝σｒ

（ｔ），所以
｛ｔ，σ（ｔ），…，σｎ－２（ｔ）｝＝ｎ＼｛ｉ｝

且

ｎ＼｛ｊ｝＝｛σ（ｔ），σ（σ（ｔ）），…，σ（σｎ－２（ｔ））｝＝
｛σ（ｔ），σ２（ｔ），…，ｉ｝，

故

ａ（ｎ－１）ｔｉ ≥ａｔσ（ｔ）ａσ（ｔ）σ２（ｔ）…ａσｎ－２（ｔ）ｉ＝∏
ｓ∈ｎ＼｛ｉ｝

ａｓσ（ｓ） ＞０，

这表明 Ａｎ－１≠Ｏ，根据定理 ３知道 Ａｎ＝Ｏｎ，所以
ｉ（Ａ）＝ｎ．证毕．

注：定理４把坡（特殊的加法幂等半环）上幂零

矩阵的性质在文献［１］中的定理３６推广到一般加
法幂等半环上．

定理５　如果加法幂等半环Ｌ没有非零幂零元，
Ａ∈Ｍｎ（Ｌ）是幂零矩阵，那么
１）ｐｅｒ（Ａ（ｉｊ））＝０，（ｉ，ｊ∈ｎ），
２）Ａａｄｊ（Ａ）＝ａｄｊ（Ａ）Ａ＝Ｏ．
证明　１）ｉ∈ｎ，根据推论２知
ｐｅｒ（Ａ（ｉｉ））＝ｐｅｒ（Ａ）＝０．ｉ，ｊ∈ｎ，ｉ≠ｊ，

有

ｐｅｒ（Ａ（ｉｊ））＝∑
σ∈Ｓｎ

ａ１σ（１）…ａｉσ（ｉ）…ａｉσ（ｊ）…ａｎσ（ｎ）．

对每１个σ∈Ｓｎ，有２种情形需要讨论：
情形１：对所有的正整数 ｌ，σｌ（ｉ）≠ｊ．在此情形

下，存在１个ｄ满足１≤ｄ≤ｎ－１，σｄ（ｉ）＝ｉ，同时 ｉ，
σ（ｉ），…，σｄ－１（ｉ）两两不同且都不等于ｊ，根据引理３
知

ａｉσ（ｉ）ａσ（ｉ）σ２（ｉ）…ａσｄ－１（ｉ）ｉ＝０，
又由于

ａｉσ（ｉ）ａσ（ｉ）σ２（ｉ）…ａσｄ－１（ｉ）ｉ＝０
是ａ１σ（１）…ａｉσ（ｉ）…ａｉσ（ｊ）…ａｎσ（ｎ）中的１个因子，所以

ａ１σ（１）…ａｉσ（ｉ）…ａｉσ（ｊ）…ａｎσ（ｎ）＝０．
情形２：存在１个正整数 ｌ使得 σｌ（ｉ）＝ｊ，在这

种情形下，必存在 １个正整数 ｄ（１≤ｄ≤ｎ），使得
σｄ（ｊ）＝ｉ，且 ｉ，σ（ｊ），…，σｄ－１（ｊ）两两不同．根据引
理３知

ａｉσ（ｊ）ａσ（ｊ）σ２（ｊ）…ａσｄ－１（ｊ）ｉ＝０，
又因为

ａｉσ（ｊ）ａσ（ｊ）σ２（ｊ）…ａσｄ－１（ｊ）ｉ
是ａ１σ（１）…ａｉσ（ｉ）…ａｉσ（ｊ）…ａｎσ（ｎ）中１个因子，所以

ａ１σ（１）…ａｉσ（ｉ）…ａｉσ（ｊ）…ａｎσ（ｎ）＝０．
通过以上两种情形的讨论，可以得到ｐｅｒ（Ａ（ｉｊ））

展开式中的每１项均为０，所以ｐｅｒ（Ａ（ｉｊ））＝０．
２）设Ｂ＝Ａａｄｊ（Ａ）＝（ｂｉｊ），那么ｉ，ｊ∈ｎ，根据

引理１，有

ｂｉｊ＝∑
ｋ∈ｎ
ａｉｋｐｅｒ（Ａ（ｊｋ））＝ｐｅｒ（Ａ（ｉｊ））＝０，

故Ｂ＝Ｏ．由于
（ａｄｊ（Ａ）Ａ）Ｔ＝ＡＴ（ａｄｊ（Ａ））Ｔ＝ＡＴａｄｊ（ＡＴ），

由上面所证的等式知ａｄｊ（Ａ）Ａ＝Ｏ．
证毕．
注：定理５推广了文献［１］中的定理３７．
定理 ６　设 Ａ，Ｂ∈Ｍｎ（Ｌ）是幂零矩阵，那么

Ａ Ｃ( )Ｏ Ｂ
也是幂零矩阵．

１７２
学报：自然科学版，２００９，１（３）：２６８２７２

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ，２００９，１（３）：２６８２７２



证明　由定理３中的２）和引理２可推得．
注：定理６推广了文献［１］中的定理３８．
推论３　设 Ａｉｉ∈Ｍｎ（Ｌ）是幂零矩阵（ｉ∈ｒ），

那么

Ａ１１ Ａ１２ … Ａ１ｒ
Ｏ Ａ２２ … Ａ２ｒ
  

Ｏ Ｏ … Ａ













ｒｒ

也是幂零矩阵．
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