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以 ｘ（１）（ｎ）为初始条件的无偏 ＧＭ（１，１）模型

熊萍萍１　门可佩１　吴香华１

摘要

根据灰色系统理论的新信息优先原

理，在建模过程中赋予新信息较大的权

重可以显著提高灰色建模的功效．将无
偏ＧＭ（１，１）模型的初始条件由 ｘ（１）（１）
改为 ｘ（１）（ｎ），对原模型进行改进，从而
提高了所建模型的模拟预测精度．通过
实例验证了所建模型的实用性和可

靠性．
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０　引言
Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　　灰色预测理论是灰色系统理论的主要内容之一，而 ＧＭ（１，１）模
型又是灰色预测理论中最核心的模型，因此，该模型在灰色系统理论

中占有十分重要的地位［１３］．自Ｄｅｎｇ［１］、邓聚龙［２］提出该模型以来，该

模型已经被广泛用于工农业生产、经济、能源、气象等各个领域，解决

了诸多生产、生活以及科学研究中的预测问题．针对ＧＭ（１，１）建模方
法存在偏差的问题，文献［４］给出了具有指数律重合性的ＧＭ（１，１）模
型，即无偏ＧＭ（１，１）模型．穆勇在文献［４］的基础上，提出了无偏 ＧＭ
（１，１）的直接建模方法［５］．吉培荣等［６］分别建立了无偏 ＧＭ（１，１）模
型，提高了建模的精度，扩大了模型的使用范围．但是以上学者都是
以Ｘ（１）的第一个分量ｘ（１）（１）作为灰微分方程的初始条件，这样就造
成对新信息利用不够充分．根据灰色系统理论的新信息优先原理，在
建模时，赋予新信息较大的权重可以提高灰色建模的功效［３］．文献
［７］正是利用新信息优先原理，在原始 ＧＭ（１，１）模型的基础上，将初
始条件由ｘ（１）（１）改为以ｘ（１）（ｎ），作为灰色微分模型的初始条件对原
模型进行改进，从而使模型的模拟预测精度得到提高．

基于以上灰色系统理论的新信息优先原理，借鉴以上学者对模

型的改进得到很好的理论价值和应用价值，本文将无偏 ＧＭ（１，１）模
型的初始条件由ｘ（１）（１）改为以 ｘ（１）（ｎ）作为灰色微分模型的初始条
件，这样可以大大提高原无偏ＧＭ（１，１）模型的模拟预测精度．通过计
算发现，将ｘ（１）（ｎ）作为无偏 ＧＭ（１，１）模型的初始条件时，模拟预测
精度显著提高，与实际值更加接近，这正体现了新信息优先原理．本
文还分别对ｘ（１）（１），ｘ（１）（２），…，ｘ（１）（ｎ）赋予权重
α１，α２，…，αｎ，　αｎ ＝１－α１－α２－… －αｎ－１，　０≤αｉ≤１，

以ｘ（１）（１），ｘ（１）（２），…，ｘ（１）（ｎ）的加权平均作为初始条件，即以

ｘ（１）（ｔ）
ｔ＝θ
＝α１ｘ

（１）（１）＋α２ｘ
（１）（２）＋… ＋αｎｘ

（１）（ｎ）

为初始条件，并求出参数α１，α２，…，αｎ－１及θ所满足的表达式．

１　无偏ＧＭ（１，１）模型
ＵｎｂｉａｓｅｄＧＭ（１，１）ｍｏｄｅｌ

　　系统某特征量的观测值为　　　　



Ｘ（０） ＝（ｘ（０）（１），ｘ（０）（２），…，ｘ（０）（ｎ）），
其一次累加生成序列为

Ｘ（１） ＝（ｘ（１）（１），ｘ（１）（２），…，ｘ（１）（ｎ）），

其中ｘ（１）（ｋ）＝∑
ｋ

ｉ＝１
ｘ（１）（ｉ），ｋ＝１，２，…，ｎ．

对Ｘ（１）建立一阶线性微分方程模型：
ｄｘ（１）（ｔ）
ｄｔ ＋ａｘ（１）（ｔ）＝ｂ． （１）

　　引理［５］　若 ｘ（１）（ｔ）满足一阶线性微分方程
（１），以ｘ（ｔ）＝ｘ（ｔ０）为初始条件的解为

ｘ（１）（ｔ）＝ ｘ（ｔ０）－
ｂ[ ]ａｅ－ａ（ｔ－ｔ０）＋

ｂ
ａ，

则

１）存在λ１ ＝
１
ａ－

１
ｅａ－１

，使得

［ｘ（１）（ｋ）－ｘ（１）（ｋ－１）］＋
　　ａ［λ１ｘ

（１）（ｋ－１）＋（１－λ１）ｘ
（１）（ｋ）］＝ｂ，

其中ｋ＝２，３，…，ｎ．

２）存在λ２ ＝
ａ（１＋ｅ－ａ）
２（１－ｅ－ａ）

，使得

　　λ２［ｘ
（１）（ｋ）－ｘ（１）（ｋ－１）］＋

　　　　 ａ
２［ｘ

（１）（ｋ－１）＋ｘ（１）（ｋ）］＝ｂ，

其中ｋ＝２，３，…，ｎ．

３）存在λ３ ＝
ａ

ｅａ－１
，使得

λ３［ｘ
（１）（ｋ）－ｘ（１）（ｋ－１）］＋ａｘ（１）（ｋ）＝ｂ，

其中ｋ＝２，３，…，ｎ．
由此，可以对具有灰指数律的数据列

Ｘ（０） ＝（ｘ（０）（１），ｘ（０）（２），…，ｘ（０）（ｎ））
建立下面３种无偏ＧＭ（１，１）模型．
１）［ｘ（１）（ｋ）－ｘ（１）（ｋ－１）］＋ａ［λ１ｘ

（１）（ｋ－１）＋
　　　　　　（１－λ１）ｘ

（１）（ｋ）］＝ｂ，

其中：λ１＝
１
ａ－

１
ｅａ－１

；ｋ＝２，３，…，ｎ．

２）λ２［ｘ
（１）（ｋ）－ｘ（１）（ｋ－１）］＋

　　　　　　 ａ
２［ｘ

（１）（ｋ－１）＋ｘ（１）（ｋ）］＝ｂ，

其中：λ２＝
ａ（１＋ｅ－ａ）
２（１－ｅ－ａ）

；ｋ＝２，３，…，ｎ．

３）λ３［ｘ
（１）（ｋ）－ｘ（１）（ｋ－１）］＋ａｘ（１）（ｋ）＝ｂ，

其中：λ３＝
ａ
ｅａ－１

；ｋ＝２，３，…，ｎ．

将λ１，λ２，λ３分别代入模型１）、２）、３），则３种
模型均可化成下列形式

ｘ（１）（ｋ）＝ｅ－ａｘ（１）（ｋ－１）＋ｂａ（１－ｅ
－ａ），

令

β１ ＝ｅ
－ａ，β２ ＝

ｂ
ａ（１－ｅ

－ａ）， （２）

以上３种无偏ＧＭ（１，１）模型的白化微分方程均为
ｄｘ（１）
ｄｔ ＋ａｘ

（１） ＝ｂ．

２　改进的无偏ＧＭ（１，１）模型
ＴｈｅｉｍｐｒｏｖｅｄｕｎｂｉａｓｅｄＧＭ（１，１）ｍｏｄｅｌ

２．１　以ｘ（１）（ｔ）
ｔ＝１
＝ｘ（１）（１）为初始条件

定理１　设 Ｘ（０）为系统某特征量的观测序列，
Ｘ（１）为Ｘ（０）的１ＡＧＯ序列（一次累加生成序列），若
β＝（β１，β２）

Ｔ为参数，且

Ｂ＝

ｘ（１）（１） １
ｘ（１）（２） １
 

ｘ（１）（ｎ）











１

，　Ｃ＝

ｘ（１）（２）
ｘ（１）（３）


ｘ（１）（ｎ











）

．

则无偏ＧＭ（１，１）微分方程
ｘ（１）（ｋ）＝β１ｘ

（１）（ｋ－１）＋β２
的最小二乘估计参数列满足：

（^β１，^β２）
Ｔ ＝（ＢＴＢ）－１ＢＴＣ， （３）

将式（３）代入式（２）得

ａ^＝－ｌｎβ^１，　ｂ^＝
β^２
１－β^

ａ^． （４）

证明参见文献［５］．
定理２　设 Ｂ，Ｃ，β，^ａ，^ｂ为定理 １所述条件，

（^β１，^β２）
Ｔ＝（ＢＴＢ）－１ＢＴＣ，^ａ＝－ｌｎβ^１，^ｂ＝

β^２
１－^β

ａ^，则

无偏ＧＭ（１，１）微分方程
ｘ（１）（ｋ）＝β１ｘ

（１）（ｋ－１）＋β２
在初始条件 ｘ^（１）＝ｘ（１）（１）下，模型的离散响应
式为

ｘ^（１）（ｋ）＝ ｘ（０）（１）－ｂ[ ]ａｅ－ａ（ｋ－１）＋
ｂ
ａ，ｋ＝２，３，…，ｎ；

还原值为

ｘ^（０）（ｋ）＝ｘ^（１）（ｋ）－ｘ^（１）（ｋ－１），ｋ＝２，３，…，ｎ．

２．２　以ｘ（１）（ｔ）
ｔ＝ｎ
＝ｘ（１）（ｎ）为初始条件

定理 ３　设 Ｂ，Ｃ，β，^ａ，^ｂ为定理 １所述条件，

（^β１，^β２）
Ｔ ＝（ＢＴＢ）－１ＢＴＣ，^ａ＝－ｌｎ^β１，^ｂ＝

β^２
１－^β

ａ^，则

９５２
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１）白化方程 ｄｘ
（１）

ｄｔ ＋ａｘ
（１） ＝ｂ在初始条件

ｘ（１）（ｔ）
ｔ＝ｎ
＝ｘ（１）（ｎ）下的时间响应函数为

ｘ（１）（ｔ）＝ ｘ（１）（ｎ）－ｂ[ ]ａｅ－ａ（ｔ－ｎ）＋
ｂ
ａ．

　　２）无偏ＧＭ（１，１）微分方程
ｘ（１）（ｋ）＝β１ｘ

（１）（ｋ－１）＋β２
的离散响应式为

ｘ^（１）（ｋ）＝ ｘ（１）（ｎ）－ｂ[ ]ａｅ－ａ（ｋ－ｎ）＋
ｂ
ａ，ｋ＝２，３，…，ｎ．

　　３）还原值为
ｘ^（０）（ｋ）＝ｘ^（１）（ｋ）－ｘ^（１）（ｋ－１）＝

　　 ｘ（１）（ｎ）－ｂ[ ]ａ（１－ｅａ）ｅ－ａ（ｋ－ｎ），ｋ＝２，３，…，ｎ．

　　证明　１）因为ｄｘ
（１）

ｄｔ ＋ａｘ
（１） ＝ｂ的通解为

ｘ（１）（ｔ）＝ｂａ＋ｃｅ
－ａｔ， （５）

ｃ为任意常数．将

ｘ（１）（ｔ）
ｔ＝ｎ
＝ｘ（１）（ｎ）

代入式（５）得

ｃ＝ ｘ（１）（ｎ）－ｂ[ ]ａｅａｎ，
从而得白化方程

ｄｘ（１）
ｄｔ ＋ａｘ

（１） ＝ｂ的时间响应函

数为

ｘ（１）（ｔ）＝ ｘ（１）（ｎ）－ｂ[ ]ａｅ－ａ（ｔ－ｎ）＋
ｂ
ａ．

　　２）由１）的证明结果，令ｔ＝ｋ得

ｘ^（１）（ｋ）＝ ｘ（１）（ｎ）－ｂ[ ]ａｅ－ａ（ｋ－ｎ）＋
ｂ
ａ，ｋ＝２，３，…，ｎ．

　　３）由累减还原显然可得［３］．

２．３　以 ｘ（１）（ｔ）
ｔ＝θ
＝∑

ｎ

ｉ＝１
αｉｘ

（１）（ｉ）为初始条件

（αｎ ＝１－α１－α２－… －αｎ－１）
定理 ４　设 Ｂ，Ｃ，β，^ａ，^ｂ为定理 １所述条件，

（^β１，^β２）
Ｔ ＝（ＢＴＢ）－１ＢＴＣ，^ａ＝－ｌｎβ^１，^ｂ＝

β^２
１－β^

ａ^，则

１）白化方程ｄｘ
（１）

ｄｔ＋ａｘ
（１）＝ｂ在初始条件

ｘ（１）（ｔ）
ｔ＝θ
＝α１ｘ

（１）（１）＋α２ｘ
（１）（２）＋…＋αｎｘ

（１）（ｎ），

αｎ ＝１－α１－α２－… －αｎ－１
下的时间响应函数为

ｘ（１）（ｔ） [＝ α１ｘ
（１）（１）＋α２ｘ

（１）（２）＋… ＋

　　（１－α１－α２－… －αｎ－１）ｘ
（１）（ｎ）－

　　 ｂ]ａ ｅ－ａ（ｔ－θ）＋ｂａ．

２）无偏ＧＭ（１，１）微分方程
ｘ（１）（ｋ）＝β１ｘ

（１）（ｋ－１）＋β２
的离散响应式为

　　ｘ（１）（ｋ） [＝ α１ｘ
（１）（１）＋α２ｘ

（１）（２）＋… ＋

　　　　（１－α１－α２－… －αｎ－１）ｘ
（１）（ｎ）－

　　　　 ｂ]ａ ｅ－ａ（ｋ－θ）＋ｂａ，ｋ＝２，３，…，ｎ．

３）还原值为
　　 －ｘ^（０）（ｋ）＝ｘ^（１）（ｋ）－ｘ^（１）（ｋ－１）＝

[　　　　 α１ｘ
（１）（１）＋α２ｘ

（１）（２）＋… ＋

　　　　（１－α１－α２－… －αｎ－１）·ｘ
（１）（ｎ）－

　　　　 ｂ]ａ （１－ｅａ）ｅ－ａ（ｋ－θ），

　　　　ｋ＝２，３，…，ｎ．　

证明　１）因为ｄｘ
（１）

ｄｔ ＋ａｘ
（１） ＝ｂ的通解为

ｘ（１）（ｔ）＝ｂａ＋ｃｅ
－ａｔ， （６）

ｃ为任意常数．将

ｘ（１）（ｔ）
ｔ＝θ
＝α１ｘ

（１）（１）＋α２ｘ
（１）（２）＋… ＋αｎｘ

（１）（ｎ）

代入式（６）得

ｃ＝ α１ｘ
（１）（１）＋α２ｘ

（１）（２）＋… ＋αｎｘ
（１）（ｎ）－ｂ[ ]ａｅａθ，

从而得白化方程

ｄｘ（１）
ｄｔ ＋ａｘ

（１） ＝ｂ

的时间响应函数为

　　ｘ（１）（ｔ） [＝ α１ｘ
（１）（１）＋α２ｘ

（１）（２）＋… ＋

　　　　（１－α１－α２－… －αｎ－１）ｘ
（１）（ｎ）－

　　　　 ｂ]ａ ｅ－ａ（ｔ－θ）＋ｂａ．

　　２）由１）的证明结果，令ｔ＝ｋ得

　　ｘ（１）（ｋ） [＝ α１ｘ
（１）（１）＋α２ｘ

（１）（２）＋… ＋

　　　　（１－α１－α２－… －αｎ－１）·ｘ
（１）（ｎ）－

　　　　 ｂ]ａ ｅ－ａ（ｋ－θ）＋ｂａ，ｋ＝２，３，…，ｎ．

３）由累减还原显然可得［３］．
２．４　α１，α２，…，αｎ及θ的求解

关于α１，α２，…，αｎ以及 θ的求解可以采用类似

０６２
熊萍萍，等．以ｘ（１）（ｎ）为初始条件的无偏ＧＭ（１，１）模型．

ＸＩＯＮＧＰｉｎｇｐｉｎｇ，ｅｔａｌ．ＵｎｂｉａｓｅｄＧＭ（１，１）ｍｏｄｅｌｓｗｉｔｈｘ（１）（ｎ）ｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ．



最小二乘原则的方法，建立一个无约束优化模型，求

解 ｘ^（０）（ｋ）和 ｘ（０）（ｋ）误差平方和最小，也就是求解
最优化问题

ｍｉｎ
α
∑
ｎ

ｋ＝２
［^ｘ（０）（ｋ）－ｘ（０）（ｋ）］２．

　　根据定理４中结论（３），令

　　Ｓ＝∑
ｎ

ｋ＝２
［^ｘ（０）（ｋ）－ｘ（０）（ｋ）］２ ＝

　　　　∑
ｎ

ｋ＝
{ [

２
α１ｘ

（１）（１）＋α２ｘ
（１）（２）＋… ＋

　　　　（１－α１－… －αｎ－１）ｘ
（１）（ｎ）－

　　　　 ｂ]ａ （１－ｅａ）ｅ－ａ（ｋ－θ）－ｘ（０）（ｋ }） ２
，

由

Ｓ
α１

＝２∑
ｎ

ｋ＝
{ [

２
α１ｘ

（１）（１）＋α２ｘ
（１）（２）＋… ＋

（１－α１－… －αｎ－１）ｘ
（１）（ｎ）－

ｂ]ａ （１－ｅａ）ｅ－ａ（ｋ－θ）－ｘ（０）（ｋ }） ·
（１－ｅａ）ｅ－ａ（ｋ－β）［ｘ（１）（１）－ｘ（１）（ｎ）］＝０，

Ｓ
α２

＝２∑
ｎ

ｋ＝
{ [

２
α１ｘ

（１）（１）＋α２ｘ
（１）（２）＋… ＋

（１－α１－… －αｎ－１）ｘ
（１）（ｎ）－

ｂ]ａ （１－ｅａ）ｅ－ａ（ｋ－θ）－ｘ（０）（ｋ }） ·
（１－ｅａ）ｅ－ａ（ｋ－β）［ｘ（１）（２）－ｘ（１）（ｎ）］＝０，



Ｓ
αｎ－１

＝２∑
ｎ

ｋ＝
{ [

２
α１ｘ

（１）（１）＋α２ｘ
（１）（２）＋… ＋

（１－α１－… －αｎ－１）ｘ
（１）（ｎ）－

ｂ]ａ （１－ｅａ）ｅ－ａ（ｋ－θ）－ｘ（０）（ｋ }） ·
（１－ｅａ）ｅ－ａ（ｋ－β）［ｘ（１）（ｎ－１）－ｘ（１）（ｎ）］＝０，

Ｓ
θ
＝２∑

ｎ

ｋ＝
{ [

２
α１ｘ

（１）（１）＋α２ｘ
（１）（２）＋… ＋

（１－α１－… －αｎ－１）ｘ
（１）（ｎ）－

ｂ]ａ （１－ｅａ）ｅ－ａ（ｋ－θ）－ｘ（０）（ｋ }） ·
（１－ｅａ）ａｅ－ａ（ｋ－θ [） α１ｘ（１）（１）＋α２ｘ（１）（２）＋…＋
（１－α１－… －αｎ－１）ｘ

（１）（ｎ）－ｂ]ａ ＝０













































 ，

由于ｘ（１）（ｋ）≠ｘ（１）（ｎ），ｋ＝１，２，…ｎ－１，且易知

α１ｘ
（１）（１）＋α２ｘ

（１）（２）＋… ＋

　　（１－α１－… －αｎ－１）ｘ
（１）（ｎ）－ｂａ≠０，

则α１，α２，…，αｎ与θ满足下列关系式：

　　∑
ｎ

ｋ＝
{ [

２
α１ｘ

（１）（１）＋α２ｘ
（１）（２）＋… ＋

　　　　（１－α１－… －αｎ－１）ｘ
（１）（ｎ）－

　　　　 ｂ]ａ （１－ｅａ）ｅ－ａ（ｋ－θ）－ｘ（０）（ｋ }） ＝０，

即

[　　 α１ｘ
（１）（１）＋α２ｘ

（１）（２）＋… ＋

　　　　（１－α１－… －αｎ－１）ｘ
（１）（ｎ）－

　　　　 ｂ]ａ （１－ｅａ）∑
ｎ

ｋ＝２
ｅ－ａ（ｋ－β） ＝∑

ｎ

ｋ＝２
ｘ（０）（ｋ）．

３　实例分析
Ｅｘａｍｐｌｅａｎａｌｙｓｉｓ

　　例１　设有一真实系统 Ｘ（ｔ）＝ｅ０５ｔ，取一组原
始数据列 Ｘ（０），它有随机偏差 ε（ｋ）．取 ε（ｋ）＝
（－１）ｋ－１ε，ε＝００１，其中ｋ＝１，２，…，ｎ．取该系统
生成的前７个数据组成的序列
Ｘ（０）＝（１０１００，１６３８７，２７２８３，４４７１７，７３９９１，

１２１７２５，２００９５５），
取前５个数据

Ｘ（０）′＝（１０１００，１６３８７，２７２８３，４４７１７，７３９９１）

建立模型，其一次累加生成序列为

Ｘ（１） ＝（１．０１００，２．６４８７，５．３７７０，９．８４８７，１７２４７８），

则由前５个数据建立的无偏 ＧＭ（１，１）模型在以

ｘ（１）（ｔ）
ｔ＝ｎ
＝ｘ（１）（ｎ）为初始条件下得到时间响

应式

ｘ^（１）（ｋ）＝１８７４５０３ｅ０５０１１０１（ｋ－５）－１４９７２３，

还原值为

ｘ^（０）（ｋ）＝７３８８２ｅ０５０１１０１（ｋ－５），

原无偏ＧＭ（１，１）模型的平均相对误差为

Δ＝１４∑
５

ｋ＝２
Δｋ ＝０８３％，

改进后的模型的平均相对误差为

Δ＝１４∑
５

ｋ＝２
Δｋ ＝０２８％．

　　从表１可以看出，改进后的无偏ＧＭ（１，１）模型
的模拟精度比原模型的模拟精度高，而改进后的模

１６２
学报：自然科学版，２００９，１（３）：２５８２６３

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ，２００９，１（３）：２５８２６３



型预测精度比原模型的预测精度有所提高．如当原
序列ｋ＝６时，ｘ（０）（６）＝１２１７２５，改进后的模型预
测值为１２１９４５，原模型预测值为１２１０５２；ｋ＝７
时，ｘ（０）（７）＝２００９５５，改进后的模型预测值为
２０１０５３，原模型预测值为１９９８００．

表１　两种模型的模拟预测值与实际值及其相对误差
Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｆｏｒｅｃａｓｔｉｎｇｖａｌｕｅｓｓｉｍｕｌａｔｅｄｂｙｔｈｅｕｎｂｉａｓｅｄ
ｍｏｄｅｌａｎｄｉｍｐｒｏｖｅｄｕｎｂｉａｓｅｄｍｏｄｅｌａｎｄｔｈｅｉｒｒｅｌａｔｉｖｅ

ｅｒｒｏｒｔｏｔｈｅａｃｔｕａｌｖａｌｕｅｉｎｅｘａｍｐｌｅｏｎｅ

ｋ 实际值

无偏ＧＭ（１，１）模型
以ｘ（１）（ｔ）

ｔ＝ｎ
＝ｘ（１）（ｎ）

为初始条件的

无偏ＧＭ（１，１）模型
模拟

预测值

相对误差

／％
模拟

预测值

相对误差

／％

２ １．６３８７ １．６３１１ ０．４６ １．６４３１ ０．２７

３ ２．７２８３ ２．６９２１ １．３３ ２．７１２０ ０．６０

４ ４．４７１７ ４．４４３４ ０．６３ ４．４７６２ ０．１０

５ ７．３９９１ ７．３３４０ ０．８８ ７．３８８２ ０．１５

６ １２．１７２５ １２．１０５２ ０．５５ １２．１９４５ ０．１８

７ ２０．０９５５ １９．９８００ ０．５７ ２０．１０５３ ０．０５

　　注：ｋ＝２，３，…，５为模拟值；ｋ＝６，７为预测值．

例２　设有一真实系统 Ｘ（ｔ）＝ｅ０．５ｔ，取一组原
始数据列 Ｘ（０），它有随机偏差 ε（ｋ）．取 ε（ｋ）＝
（－１）ｋ－１ε，ε＝０．０１，其中ｋ＝１，２，…，ｎ．取该系统
生成的前７个数据组成的序列
Ｘ（０）＝（１．０１０，３．３１０１，１１．０３３２，３６．５８８２，１２１．５２０４，

４０３．４１８８，１３３９．４４０８）［８］．
取前５个数据
Ｘ（０）′＝（１．０１０，３．３１０１，１１．０３３２，３６．５８８２，１２１．５２０４）
建立模型，其一次累加生成序列为

Ｘ（１）＝（１．０１０，４．３２０１，１５．３５３３，５１．９４１５，１７３．４６１９），
则由前 ５个数据建立的无偏 ＧＭ（１，１）模型在以

ｘ（１）（ｔ）
ｔ＝ｎ
＝ｘ（１）（ｎ）为初始条件下得到时间响

应式

ｘ^（１）（ｋ）＝１７３．８５２４ｅ１．２００１５９（ｋ－５）－０．３９０５，
还原值为

ｘ^（０）（ｋ）＝１２１．５０５４ｅ１．２００１５９（ｋ－５）． （７）
原无偏ＧＭ（１，１）模型的平均相对误差为

Δ＝１４∑
５

ｋ＝２
Δｋ ＝２．０２％，

改进后的模型的平均相对误差为

Δ＝１４∑
５

ｋ＝２
Δｋ ＝０．１０％．

　　从表２可以看出，改进后的无偏ＧＭ（１，１）模型
的模拟精度比原模型的模拟精度高，而改进后的模

型预测精度比原模型的预测精度有明显提高．如当
原序列ｋ＝６时，ｘ（０）（６）＝４０３．４１８８，改进后的模型
预测值为 ４０３．４７６３，原模型预测值为 ３９５．１９９０．
ｋ＝７时，ｘ（０）（７）＝１３３９．４４０８，改进后的模型预测
值为１３３９．８０１４，原模型预测值为１３１２．３１５７．

表２　两种模型的模拟预测值与实际值及其相对误差
Ｔａｂｌｅ２　Ｔｈｅｆｏｒｅｃａｓｔｉｎｇｖａｌｕｅｓｓｉｍｕｌａｔｅｄｂｙｔｈｅｕｎｂｉａｓｅｄ
ｍｏｄｅｌａｎｄｉｍｐｒｏｖｅｄｕｎｂｉａｓｅｄｍｏｄｅｌａｎｄｔｈｅｉｒｒｅｌａｔｉｖｅ

ｅｒｒｏｒｔｏｔｈｅａｃｔｕａｌｖａｌｕｅｉｎｅｘａｍｐｌｅｔｗｏ

ｋ 实际值

无偏ＧＭ（１，１）模型
以ｘ（１）（ｔ）

ｔ＝ｎ
＝ｘ（１）（ｎ）

为初始条件的

无偏ＧＭ（１，１）模型
模拟

预测值

相对误差

／％
模拟

预测值

相对误差

／％

２ ３．３１０１ ３．２５０３ １．８１ ３．３１８４ ０．２５

３ １１．０３３２ １０．７９３２ ２．１８ １１．０２０５ ０．１２

４ ３６．５８８２ ３５．８４０２ ２．０４ ３６．５８５３ ０．０１

５ １２１．５２０４ １１９．０１２７ ２．０６ １２１．５０５４ ０．０１

６ ４０３．４１８８ ３９５．１９９０ ２．０４ ４０３．４７６３ ０．０１

７ １３３９．４４０８ １３１２．３１５７ ２．０３ １３３９．８０１４ ０．０３

　　注：ｋ＝２，３，…，５为模拟值；ｋ＝６，７为预测值．

４　结语
Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ

　　本文通过对无偏 ＧＭ（１，１）模型的初始条件进
行改进，把Ｘ（１）的第ｎ个分量ｘ（１）（ｎ）作为灰微分方
程的初始条件，这样更加符合灰色系统理论的新信

息优先原理，而且显著提高了对模型的模拟预测精

度；同时将

ｘ（１）（ｔ）
ｔ＝θ
＝α１ｘ

（１）（１）＋α２ｘ
（１）（２）＋… ＋αｎｘ

（１）（ｎ）

作为无偏ＧＭ（１，１）模型的初始条件，求出原始序列
的模拟值，并得出α１，α２，…，αｎ－１及θ之间的关系式．
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