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０　引言
Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　　对于著名的 ＳｔｅｉｎｅｒＬｅｈｍｅｓ定理（三角形 ２角的角平分线长相
等，则三角形是等腰三角形），文献［１］把题设条件替换成了各种形
式，提出了９个猜想，并肯定地证明了前 ３个．本文运用吴方法和
ＭＭＰ（ＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓＭｅｃｈａｎｉｚａｔｉｏｎＰｌａｔｆｏｒｍ）软件在计算机上证明了下
面１１个猜想中的３个，在此基础上得到新的猜想并给出了证明．现在
讨论关于ＳｔｅｉｎｅｒＬｅｈｍｅｓ定理若干推广形式的问题．

问题 １　如图１，在三角形ＡＢＣ中，Ｄ、Ｅ分别为 ＡＣ、ＡＢ反向延长
线的点，ＢＤ、ＣＥ相交于 Ｐ，且 ＢＤ＝ＣＥ，当 Ｐ满足下列条件之一时，则
ＡＢ＝ＡＣ．

图１
Ｆｉｇ．１

１）ＡＰ为∠ＢＰＣ的平分线；
２）Ｐ在ＢＣ中垂线上；
３）Ｐ在ＢＣ中线的方向延长线上；
４）（猜想）ＡＰ为∠ＢＡＣ平分线的反向延长线；
５）（猜想）Ｐ在ＢＣ高线的反向延长线上；
６）（猜想）∠ＡＢＰ－∠ＡＣＰ＝ｋ（∠ＰＢＣ－∠ＰＣＢ）（ｋ为常数）；
７）（猜想）ＡＢ×ＰＢ＝ＡＣ×ＰＣ；
８）（猜想）ＡＢ×ＰＤ＝ＡＣ×ＰＥ；
９）（猜想）ＡＢ＋（－）ＰＢ＝ＡＣ＋（－）ＰＣ；
１０）（猜想）ＡＢ＋（－）ＱＢ＝ＡＣ＋（－）ＱＣ（Ｑ为 ＰＡ的延长线与

ＢＣ的交点）；　　　　



　　１１）（猜想）ＡＤ＋（－）ＰＤ＝ＡＥ＋（－）ＰＥ；
１２）（作者提出的猜想）ＡＢ２＋ＰＢ２＝ＡＣ２＋ＰＣ２．
其中问题的情形１）～３）已在文献［１］中被证

明，本文将给出问题的猜想 ４），５），７）和 １２）的
证明．

先简单介绍一下吴方法的背景．２０世纪７０年代
末，吴文俊先生受中国古代数学机械化思想影响，借

助２０世纪３０年代 Ｒｉｔｔ的理论工作，针对几何定理
机器证明问题研究和发展得出新方法———吴方法．
吴先生不仅做了许多理论工作，而且进行了大量的

机证实验，发现并证明了不少几何定理，将几何机械

化乃至整个数学的进程向前推进了一大步．适用吴
方法证明的定理具有假设与结论部分的代数关系式

都可以用多项式方程来表示的特征．

１　算法原理
Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ

　　为了接下来的应用，下面简要说明吴方法的算
法原理，并引出其中的数学理论．
１．１　吴方法的证明例子

下面通过中位线定理说明吴方法的证明过程和

算法原理．
例　如图２，在△ＡＢＣ中，Ｄ是ＡＢ的中点，ＤＥ∥

ＢＣ交ＡＣ于Ｅ，求证：Ｅ是ＡＣ的中点．

图２
Ｆｉｇ．２

证　首先选取坐标系，以△ＡＢＣ的 ＡＢ边为 ｙ
轴，点Ｂ为原点，则可设 Ａ（０，２ｕ１），Ｂ（０，０），Ｃ（ｕ２，
ｕ３），Ｄ（０，ｕ１），Ｅ（ｘ１，ｘ２），其中 ｕ１，ｕ２，ｕ３为自由变
元，ｘ１，ｘ２为约束变元．哪些点是自由点，哪些是独立
点，往往不是固定的．如果取某些点为独立点，那么
其他点就不是独立点．但在同一个问题中，独立点的
个数则是确定的．吴方法证明如下：

第１步　将几何问题化为代数形式．
假设部分，由ＤＥ∥ＢＣ，有
ｆ１ ＝（ｘ２－ｕ１）（ｕ２－０）－（ｘ１－０）（ｕ３－０）＝
　ｕ２ｘ２－ｕ３ｘ１－ｕ１ｕ２＝０，
再由Ａ，Ｅ，Ｃ３点共线，得
ｆ２ ＝（ｘ２－２ｕ１）（ｕ２－０）－（ｘ１－０）（ｕ３－２ｕ１）＝
　ｕ２ｘ２－ｕ３ｘ１＋２ｕ１ｘ１－２ｕ１ｕ２＝０．
结论部分：要证ＡＥ＝ＥＣ，即
ｇ＝ｘ１

２＋（ｘ２－２ｕ１）
２－（ｕ２－ｘ１）

２－（ｕ３－ｘ２）
２＝

　－４ｕ１ｘ２＋２ｕ３ｘ２＋２ｕ２ｘ１＋４ｕ１
２－ｕ２

２－ｕ３
２＝０．

第２步　整序—三角化—吴升列．
求出ｆ１，ｆ２的开列 ｆ１、ｆ２，可调用 ｗｓｏｌｖｅ函数时

得到升列．以本例而论，Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ４点的位置定了，
其它点的位置也就定了，而 Ａ，Ｃ，Ｄ３点的位置可由
３个坐标ｕ１，ｕ２，ｕ３确定，这样在ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｘ１，ｘ２的５
个变元中，只有 ３个是自由的，另外 ２个是受约束
的．本例可手算得到．整序就是把约束变元排顺序，
使得第１个约束变元直接跟着自由变元走，第 ｋ＋１
个约束变元直接跟着自由变元和前 ｋ个约束变元
走，也就是说把假设条件改写成１组等式：ｆ１ ＝ｆ２ ＝
…＝ｆｋ ＝０．其中ｆ１中只出现自由变元和第１个约
束变元，ｆｋ 中只出现自由变元和前ｋ个约束元．

令：

ｆ１ ＝ｆ２－ｆ１＝２ｕ１ｘ１－ｕ１ｕ２＝０，
ｆ２ ＝ｆ２＝ｕ２ｘ２－ｕ３ｘ１＋２ｕ１ｘ１－２ｕ１ｕ２＝０．
第３步　做逐步除法—验证结论真伪．
将ｇ除以 ｆ２，并将 ｇ和 ｆ２ 都看作约束变元 ｘ２

的多项式，为了避免商式中出现分式，实际上是将

ｕ２ｇ除以ｆ２，得
ｕ２ｇ＝２（ｕ３－２ｕ１）ｆ２ ＋Ｒ２． （１）

其中 Ｒ２＝２（ｕ２
２＋ｕ３

２－４ｕ１ｕ３＋４ｕ１
２）ｘ１－４ｕ１

２ｕ２－
ｕ２
３－ｕ２ｕ３

２＋４ｕ１ｕ２ｕ３．
再将Ｒ２除以ｆ１，把它们都看作ｘ１的多项式，为

了避免商式中出现分式，实际上是将 ｕ１Ｒ２除以
ｆ１，即：

ｕ１Ｒ２＝（ｕ１
２＋ｕ３

２－４ｕ１ｕ２＋４ｕ１
２）ｆ１ ＋Ｒ． （２）

将式（１）乘以ｕ１，再将式（２）代入，得
　ｕ１ｕ２ｇ＝２ｕ１（ｕ３－２ｕ１）ｆ２ ＋（ｕ１

２＋ｕ３
２－４ｕ１ｕ２＋

４ｕ１
２）ｆ１ ＋Ｒ．

当ｕ１≠０，ｕ２≠０，由 ｆ２ ＝０，ｆ１ ＝０，Ｒ＝０，必得
ｇ＝０，命题得证．

其中ｕ１≠０，ｕ２≠０为非退化条件．当ｕ１＝０，点Ａ
与点Ｂ重合，ＡＢＣ不成为三角形．当 ｕ２＝０时，则点

５３１
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Ｃ在ＡＢ边上，因此此命题在 ｕ１≠０，ｕ２≠０的条件下
才能成立．现在用ＭＭＰ软件运算．

屏幕显示如下内容：

ｆ１∶ｕ２ｘ２－ｕ３ｘ１－ｕ１ｕ２；
ｆ１∶－ｘ１ｕ３－ｕ２ｕ１＋ｕ２ｘ２
ｆ２∶ ｕ２ｘ２－ｕ３ｘ１＋２ｕ１ｘ１－２

ｕ１ｕ２；
ｆ２∶ｕ２ｘ２－ｕ３ｘ１＋２ｕ１ｘ１－２ｕ１ｕ２
ｇ∶ －４ｕ１ｘ２＋２ｕ３ｘ２＋２ｕ２ｘ１＋

４ｕ１^２－ｕ２^２－ｕ３^２；
ｇ∶ －４ｕ１ｘ２＋２ｕ３ｘ２＋２ｕ２ｘ１＋

４ｕ１^２－ｕ２^２－ｕ３^２
ｗｓｏｌｖｅ（［ｆ１，ｆ２］，［ｘ１，ｘ２］，［］）；

／调用ｗｓｏｌｖｅ函数求吴升列／
［［ｕ２－２ｘ１，２ｘ２－２ｕ１－ｕ３］］

／得到一组吴升列／
ｐｒｅｍａｓ（ｇ，［ｕ２－２ｘ１，２ｘ２－２ｕ１－ｕ３］，

［ｘ１，ｘ２］）； ／调用ｐｒｅｍａｓ函数做逐步除法／
０
ｉｎｉｔ（ｕ２－２ｘ１，［ｘ１，ｘ２］）；

／调用ｉｎｉｔ函数求初式／
－２ ／初式不为０，条件非退化／
ｉｎｉｔ（２ｘ２－２ｕ１－ｕ３，［ｘ１，ｘ２］）；

／调用ｉｎｉｔ函数求初式／
２ ／初式不为０，条件非退化／
吴方法的证明过程类似于解线性方程组中的消

元法，只是其消元过程是通过伪除实现的，其目的是

实现多项式的方程组的三角化．
用传统方法证明每１个稍难的初等几何命题，

都要经过一番巧思．有的要添这样的辅助线，有的要
添那样的辅助线．不同的命题有不同的证法，也就需
要不同的巧思．１个新的命题需要通过新的巧思，找
到新的证法．而吴方法不是特殊地适用于个别的命
题，而是普遍地适用于初等几何的所有命题，至少是

某１类的很多命题．只要按照这种方法机械地进行，
在有限步之后，就可对这一类中的任何初等几何命题

判定它是真是假．吴方法只需机械地进行，对于这类
中的任何命题都是按照同样的步骤进行，不必对特殊

的命题运用特殊的巧思，这正是吴方法的优胜之处．
通过上述的例题的证明过程和算法原理，下面

简要分析其中引出的数学原理．　
１．２　吴方法的原理

首先介绍１个定义．

定义［４］　设Ｋ为数域，特征为０，如果多项式组
Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ包含于多项式环 Ｋ［ｘ１，…，ｘｎ，ｕ１，…，
ｕｒ］（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ称为约束变元；ｕ１，ｕ２，…，ｕｒ称为自
由变元），并满足条件：对任１多项式Ａｉ，Ａｉ中包含的
变元的最大下标为ｉ，即Ａｉ可按ｘｉ的幂次写为

Ａｉ（ｘ１，…，ｘｉ，ｕ１，…，ｕｒ）＝Ｉｉｘ
Ｍｉ
ｉ ＋ｘｉ

的低次项，其中 Ｉｉ为 Ｋ［ｘ１，…，ｘｉ－１，ｕ１，…，ｕｒ］中的
多项式，称为Ａｉ的初式．

定理１［４］　设Ｆ，Ｇ∈Ｋ［ｘ１，…，ｘｎ］，Ｇ对于 Ｆ未
约化，Ｇ除Ｆ的余式为Ｒ，则 Ｖ（Ｆ，Ｇ）＝Ｖ（Ｆ，Ｇ，Ｒ）．
更进一步，如果初式 Ｉ（Ｆ）在 Ｖ（Ｆ，Ｇ）上不为 ０，则
Ｖ（Ｆ，Ｇ）＝Ｖ（Ｆ，Ｒ）．

在上面例题证明的第１步中，吴方法是基于定
理１的，通过将几何条件转化为代数条件，在初式不
为０的条件下，这种转化是等价的．

定理２（Ｒｉｔｔ原理）［４］　任给多项式组 ＰＳ，可以
机械地得到 １个三角化多项式组 ＴＰＳ（不唯一，称
ＰＳ的特征组），使

Ｖ（ＴＰＳ／Ｊ）Ｖ（ＰＳ）Ｖ（ＴＰＳ），

Ｖ（ＰＳ）＝Ｖ（ＴＰＳ／Ｊ）＋∑Ｖ（ＰＳｉ）．
其中：Ｊ指ＴＰＳ中诸初式 Ｉｉ的乘积；ＰＳｉ指将 Ｉｉ添入
ＰＳ后的多项式组．

定理３［４］　给定多项式组 ＰＳ＝｛ｇ１，…，ｇｓ｝
Ｋ［ｘ１，…，ｘｎ］，存在１种机械化算法，经过有限步运
算后，可以由ＰＳ得到１个基列，使得ＰＳ中每个多项
式对此基列求余所得的余式为０，如果这个基列是非
矛盾的，即为ＰＳ的特征列．

接着，在第２步中吴方法利用了著名 Ｒｉｔｔ定理
和定理３，通过整序得到三角升列，也就是吴升列．

定理４［４］　设ＡＳ是Ｋ［ｘ１，…，ｘｎ］中１组多项式
的升列Ａｉ，其初式为Ｉｉ，任给多项式 Ｇ，不论 ＡＳ是否
可约，在非退化条件 Ｉｉ≠０，ｉ＝１，…，ｎ下，当 Ｒ＝０
时，Ｇ＝０可以由Ａｉ＝０推出．

最后，在第３步中借助于定理４，吴方法通过对
三角升列做逐步除法来验证命题的真伪．

２　吴方法的应用
ＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆＷｕｍｅｔｈｏｄ

　　现在就利用吴方法和 ＭＭＰ软件来讨论引言提
出的问题中的４个猜想．

问题形式４　如图３，首先选取坐标系，取ＢＣ的
长为２（显然这种取法是合理的），各点坐标如图所
示．下面将题设的几何条件化成代数条件：

６３１
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图３
Ｆｉｇ．３

点Ｐ、Ｄ、Ｂ共线
ｆ１＝ｘ６－ｘ２＋ｘ１ｘ６－ｘ５ｘ２＝０； （３）

点Ｐ、Ｅ、Ｃ共线
ｆ２＝－ｘ４＋ｘ２＋ｘ１ｘ４－ｘ３ｘ２＝０； （４）

点Ｂ、Ａ、Ｅ共线
ｆ３＝ｘ７ｘ４－ｘ８ｘ３＋ｘ４－ｘ８＝０； （５）

点Ｃ、Ａ、Ｄ共线
ｆ４＝ｘ７ｘ６－ｘ８ｘ５－ｘ６＋ｘ８＝０； （６）

点Ｐ、Ａ、Ｑ共线
ｆ５＝－ｘ８ｘ９＋ｘ９ｘ２＋ｘ１ｘ８－ｘ７ｘ２； （７）

ＰＱ为∠ＢＡＣ的平分线
ｆ６＝－４ｘ

２
７ｘ９＋４ｘ７ｘ

２
９＋４ｘ７－４ｘ９－４ｘ

２
８ｘ９＝

０（ＡＢＢＱ＝
ＡＣ
ＣＱ）； （８）

ＢＤ＝ＣＥ
ｆ７＝ｘ

２
５＋２ｘ５＋ｘ

２
６－ｘ

２
３＋２ｘ３－ｘ

２
４＝０； （９）

要证结论

ＡＢ＝ＡＣｆ８＝ｘ７＝０． （１０）
其中：ｘ２，ｘ８作为自由变元；ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７，ｘ９作
为约束变元．

现在用 ＭＭＰ验证结论，其过程与例题类似，但
因为运算的程序需要比较多的篇幅，所以具体程序

附在本文的末尾供参考，在这里只对程序的结果进

行分析．在调用ｗｓｏｌｖｅ函数时得到２组升列，接着分
别调用ｐｒｅｍａｓ函数做逐步除法得到第２组不为０，
所以可以不予考虑．第１组为０，这是所期望的结果，
现在讨论第１组的初式是否含有退化的情况（即初
式为０）．通过调用 ｉｎｉｔ函数在程序中得到的初式分
别为１和ｘ２＋ｘ８，显然由图３可知ｘ２＋ｘ８≠０，当然１
≠０．因此本组非退化，故ｘ７＝０，猜想得证．

评注：通过观察可以知道，这里不仅证明了Ｄ、Ｅ
分别为ＡＣ、ＡＢ反向延长线的点的情况，而且证明了

Ｄ、Ｅ分别为ＡＣ、ＡＢ延长线的点的情况也成立的．这
也是吴方法突出的优点，不但可以判断原命题的正

确与否，还可以在这个过程中发现新的性质．这一优
点在接着下来的证明中同样可以体现出来．

问题形式５　如图４，与问题形式４同理，根据
题意取各点坐标如图．下面将题设的几何条件化成
代数条件：

图４
Ｆｉｇ．４

点Ｐ、Ｄ、Ｂ共线
ｆ１＝ｘ６－ｘ２＋ｘ１ｘ６－ｘ５ｘ２＝０； （１１）

点Ｐ、Ｅ、Ｃ共线
ｆ２＝－ｘ４＋ｘ２＋ｘ１ｘ４－ｘ３ｘ２＝０； （１２）

点Ｂ、Ａ、Ｅ共线
ｆ３＝ｘ１ｘ４－ｘ７ｘ３＋ｘ４－ｘ７＝０； （１３）

点Ｃ、Ａ、Ｄ共线
ｆ４＝ｘ１ｘ６－ｘ７ｘ５－ｘ６＋ｘ７＝０； （１４）

ＢＤ＝ＣＥ
ｆ７＝ｘ

２
５＋２ｘ５＋ｘ

２
６－ｘ

２
３＋２ｘ３－ｘ

２
４＝０； （１５）

要证结论

ＡＢ＝ＡＣｆ６＝ｘ１＝０． （１６）
其中：ｘ２，ｘ７作为自由变元；ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６作为约束
变元．

与问题形式４证明一样，本文只对程序的结果
进行分析．在调用ｗｓｏｌｖｅ函数时得到２组升列，接着
分别调用 ｐｒｅｍａｓ函数做逐步除法得到第２组不为
０，现在讨论第１组的初式是否含有退化的情况（即
初式为０）．通过调用 ｉｎｉｔ函数在程序中得到的初式
分别为１和 ｘ２＋ｘ７，显然由图４，可知 ｘ２＋ｘ７≠０，当
然１≠０．因此本组非退化，故ｘ１＝０，猜想得证．

如问题形式４评注，Ｄ、Ｅ分别为 ＡＣ、ＡＢ延长线
的点的情况也成立的．

问题形式７　如图５，与问题形式４同理，根据
题意取各点坐标如图．下面将题设的几何条件化成

７３１
学报：自然科学版，２００９，１（２）：１３４１４１

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ，２００９，１（２）：１３４１４１



代数条件：

图５
Ｆｉｇ．５

点Ｐ、Ｄ、Ｂ共线
ｆ１＝ｘ６－ｘ２＋ｘ１ｘ６－ｘ５ｘ２＝０； （１７）

点Ｐ、Ｅ、Ｃ共线
ｆ２＝－ｘ４＋ｘ２＋ｘ１ｘ４－ｘ３ｘ２＝０； （１８）

点Ｂ、Ａ、Ｅ共线
ｆ３＝ｘ７ｘ４－ｘ８ｘ３＋ｘ４－ｘ８＝０； （１９）

点Ｃ、Ａ、Ｄ共线 
ｆ４＝ｘ７ｘ６－ｘ８ｘ５－ｘ６＋ｘ８＝０； （２０）

ＢＤ＝ＣＥ
ｆ７＝ｘ

２
５＋２ｘ５＋ｘ

２
６－ｘ

２
３＋２ｘ３－ｘ

２
４＝０； （２１）

ＡＢ×ＰＢ＝ＡＣ×ＰＣ
ｆ６＝４ｘ１＋４ｘ７＋４ｘ

２
７ｘ１＋４ｘ７ｘ

２
１＋４ｘ７ｘ

２
２＋４ｘ

２
８ｘ１＝０；（２２）

要证结论

ＡＢ＝ＡＣｆ７＝ｘ７＝０． （２３）
其中：ｘ２，ｘ８作为自由变元；ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７作为
约束变元．

与问题形式４证明一样，本文只对程序的结果
进行分析．先调用ｗｓｏｌｖｅ函数时得到１组升列，再调
用ｐｒｅｍａｓ函数做逐步除法时结果为０．现在讨论初
式是否含有退化的情况（即初式为０）．通过调用 ｉｎｉｔ
函数在程序中得到的初式分别为１和 ｘ２＋ｘ８，显然
由图５可知ｘ２＋ｘ８≠０，当然１≠０．因此本组非退化，
故ｘ７＝０，猜想得证．

如问题形式４评注，Ｄ、Ｅ分别为 ＡＣ、ＡＢ延长线
的点的情况也是成立的．

问题形式１２　如图５，与问题形式４同理，根据
题意取各点坐标如图．下面将题设的几何条件化成
代数条件：

点Ｐ、Ｄ、Ｂ共线
ｆ１＝ｘ６－ｘ２＋ｘ１ｘ６－ｘ５ｘ２＝０； （２４）

点Ｐ、Ｅ、Ｃ共线

ｆ２＝－ｘ４＋ｘ２＋ｘ１ｘ４－ｘ３ｘ２＝０； （２５）
点Ｂ、Ａ、Ｅ共线

ｆ３＝ｘ７ｘ４－ｘ８ｘ３＋ｘ４－ｘ８＝０； （２６）
点Ｃ、Ａ、Ｄ共线

ｆ４＝ｘ７ｘ６－ｘ８ｘ５－ｘ６＋ｘ８＝０； （２７）
ＢＤ＝ＣＥ
ｆ７＝ｘ

２
５＋２ｘ５＋ｘ

２
６－ｘ

２
３＋２ｘ３－ｘ

２
４＝０； （２８）

ＡＢ２＋ＰＢ２＝ＡＣ２＋ＰＣ２
ｆ６＝４ｘ

２
７ｘ１＋４ｘ７ｘ

２
１＋４ｘ７ｘ

２
２＋４ｘ

２
８ｘ１＋４ｘ１＋４ｘ７＝０；（２９）

要证结论

ＡＢ＝ＡＣｆ７＝ｘ７＝０． （３０）
其中：ｘ２，ｘ８作为自由变元；ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７作为
约束变元．

与问题形式４证明一样，本文只对程序的结果
进行分析．先调用ｗｓｏｌｖｅ函数时得到１组升列，再调
用ｐｒｅｍａｓ函数做逐步除法时结果为０．现在讨论初
式是否含有退化的情况（即初式为０）．通过调用 ｉｎｉｔ
函数在程序中得到的初式分别为１和 ｘ２＋ｘ８，显然
由图５可知ｘ２＋ｘ８≠０，当然１≠０．因此本组非退化，
故ｘ７＝０，猜想得证．

如问题形式４评注，Ｄ、Ｅ分别为 ＡＣ、ＡＢ延长线
的点的情况也成立的．

３　结束语
Ｃｏｎｃｌｕｄｉｎｇｒｅｍａｒｋｓ

　　吴方法应用于平面几何的证明，是可以利用软
件ＭＭＰ来进行证明出来的．它有一定的步骤，只要
建立适当的平面直角坐标系，正确的将命题中的已

知，求证当中所包含的几何关系表示为代数的形式，

然后输入计算机，调用函数 ｗｓｏｌｖｅ，ｐｒｅｍａｓ和 ｉｎｉｔ，就
能在短短的几秒钟求解出来，这比利用传统的初等

方法去证明节省更多的时间和精力，显示了吴方法

的优越性．无可否认吴方法在理论上是完美的，但在
余下的几个猜想中由于题设条件转化成代数条件的

多项式次数较高，ＭＭＰ软件运行时间太长而未能得
到期望的结果．
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附录：问题形式４、５、７、１２的程序
问题形式４的程序
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ｘ３ｘ２^３＋２ｘ９^３ｘ８ｘ２^３＋４ｘ９^２ｘ８ｘ２^３＋２ｘ９ｘ８ｘ２^
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ｘ２^２＋２ｘ９^２ｘ８^３ｘ３ｘ２－２ｘ８^３ｘ３ｘ２＋２ｘ９^３ｘ８^３
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ｘ９^２ｘ５ｘ２^４－ｘ９ｘ５ｘ２^４＋ｘ５ｘ２^４＋ｘ９^３ｘ２^４－ｘ９^２ｘ２^４

－ｘ９ｘ２^４＋ｘ２^４－４ｘ９^３ｘ８ｘ５ｘ２^３＋２ｘ９^２ｘ８ｘ５ｘ２^３

＋２ｘ８ｘ５ｘ２^３－２ｘ９^３ｘ８ｘ２^３＋４ｘ９^２ｘ８ｘ２^３－２

ｘ９ｘ８ｘ２^３＋４ｘ９^３ｘ８^２ｘ５ｘ２^２＋２ｘ９^２ｘ８^２ｘ５ｘ２^２

＋２ｘ８^２ｘ５ｘ２^２＋２ｘ９^３ｘ８^２ｘ２^２－４ｘ９^２ｘ８^２ｘ２^２

＋２ｘ９ｘ８^２ｘ２^２－２ｘ９^２ｘ８^３ｘ５ｘ２＋２ｘ８^３ｘ５ｘ２－

２ｘ９^３ｘ８^３ｘ２＋２ｘ９ｘ８^３ｘ２－ｘ９^３ｘ８^４ｘ５－ｘ９^２ｘ８^４

ｘ５＋ｘ９ｘ８^４ｘ５＋ｘ８^４ｘ５＋ｘ９^３ｘ８^４＋ｘ９^２ｘ８^４－ｘ９ｘ８^４

－ｘ８^４，ｘ９ｘ２ｘ６－ｘ２ｘ６－ｘ９ｘ８ｘ６－ｘ８ｘ６＋２ｘ８ｘ２，ｘ９^２

ｘ７ｘ２^３－ｘ７ｘ２^３－ｘ９^３ｘ２^３＋ｘ９ｘ２^３－３ｘ９^２ｘ８ｘ７

ｘ２^２－ｘ８ｘ７ｘ２^２＋３ｘ９^３ｘ８ｘ２^２＋ｘ９ｘ８ｘ２^２＋ｘ９^２ｘ８^

２ｘ７ｘ２－ｘ８^２ｘ７ｘ２－３ｘ９^３ｘ８^２ｘ２－ｘ９ｘ８^２ｘ２＋ｘ９^２

ｘ８^３ｘ７－ｘ８^３ｘ７＋ｘ９^３ｘ８^３－ｘ９ｘ８^３，ｘ９^４ｘ２^６－２ｘ９^２

ｘ２^６＋ｘ２^６－６ｘ９^４ｘ８ｘ２^５＋４ｘ９^２ｘ８ｘ２^５＋２ｘ８ｘ２^

５＋１１ｘ９^４ｘ８^２ｘ２^４＋２ｘ９^２ｘ８^２ｘ２^４＋３ｘ８^２ｘ２^４＋２

ｘ９^６ｘ２^４－２ｘ９^４ｘ２^４－２ｘ９^２ｘ２^４＋２ｘ２^４－４ｘ９^４

ｘ８^３ｘ２^３＋４ｘ８^３ｘ２^３－８ｘ９^６ｘ８ｘ２^３＋４ｘ９^４ｘ８ｘ２^３

＋４ｘ８ｘ２^３－５ｘ９^４ｘ８^４ｘ２^２＋２ｘ９^２ｘ８^４ｘ２^２＋３ｘ８

４^ｘ２^２＋１２ｘ９^６ｘ８^２ｘ２^２－４ｘ９^４ｘ８^２ｘ２^２＋４ｘ９^２

ｘ８^２ｘ２^２＋４ｘ８^２ｘ２^２＋２ｘ９^４ｘ８^５ｘ２－４ｘ９^２ｘ８^５ｘ２

＋２ｘ８^５ｘ２－８ｘ９^６ｘ８^３ｘ２＋４ｘ９^４ｘ８^３ｘ２＋４ｘ８^３

ｘ２＋ｘ９^４ｘ８^６－２ｘ９^２ｘ８^６＋ｘ８^６＋２ｘ９^６ｘ８^４－２ｘ９^４ｘ８

４^－２ｘ９^２ｘ８^４＋２ｘ８^４］］

ｐｒｅｍａｓ（ｘ７，［ｘ１，ｘ３ｘ２－ｘ２＋ｘ８ｘ３＋ｘ８，ｘ４ｘ２－２ｘ８ｘ２＋ｘ８

ｘ４，ｘ５ｘ２＋ｘ２＋ｘ８ｘ５－ｘ８，ｘ２ｘ６＋ｘ８ｘ６－２ｘ８ｘ２，ｘ７，ｘ９］，

［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７，ｘ９］）；

０

ｐｒｅｍａｓ（ｘ７，［ｘ９^２ｘ１ｘ２^３－ｘ１ｘ２^３－ｘ９^３ｘ２^３＋ｘ９ｘ２^３－３

ｘ９^２ｘ８ｘ１ｘ２^２－ｘ８ｘ１ｘ２^２＋ｘ９^３ｘ８ｘ２^２－ｘ９ｘ８ｘ２^２

＋ｘ９^２ｘ８^２ｘ１ｘ２－ｘ８^２ｘ１ｘ２＋ｘ９^３ｘ８^２ｘ２－ｘ９ｘ８^２

ｘ２＋ｘ９^２ｘ８^３ｘ１－ｘ８^３ｘ１－ｘ９^３ｘ８^３＋ｘ９ｘ８^３，ｘ９^３ｘ３

ｘ２^４＋ｘ９^２ｘ３ｘ２^４－ｘ９ｘ３ｘ２^４－ｘ３ｘ２^４－ｘ９^３ｘ２^４－ｘ９^２

ｘ２^４＋ｘ９ｘ２^４＋ｘ２^４－４ｘ９^３ｘ８ｘ３ｘ２^３－２ｘ９^２ｘ８ｘ３

ｘ２^３－２ｘ８ｘ３ｘ２^３＋２ｘ９^３ｘ８ｘ２^３＋４ｘ９^２ｘ８ｘ２^３

＋２ｘ９ｘ８ｘ２^３＋４ｘ９^３ｘ８^２ｘ３ｘ２^２－２ｘ９^２ｘ８^２ｘ３

ｘ２^２－２ｘ８^２ｘ３ｘ２^２－２ｘ９^３ｘ８^２ｘ２^２－４ｘ９^２ｘ８^２

ｘ２^２－２ｘ９ｘ８^２ｘ２^２＋２ｘ９^２ｘ８^３ｘ３ｘ２－２ｘ８^３ｘ３

ｘ２＋２ｘ９^３ｘ８^３ｘ２－２ｘ９ｘ８^３ｘ２－ｘ９^３ｘ８^４ｘ３＋ｘ９^２

ｘ８^４ｘ３＋ｘ９ｘ８^４ｘ３－ｘ８^４ｘ３－ｘ９^３ｘ８^４＋ｘ９^２ｘ８^４＋ｘ９

ｘ８^４－ｘ８^４，ｘ９ｘ２ｘ４＋ｘ２ｘ４－ｘ９ｘ８ｘ４＋ｘ８ｘ４－２ｘ８

ｘ２，ｘ９^３ｘ５ｘ２^４－ｘ９^２ｘ５ｘ２^４－ｘ９ｘ５ｘ２^４＋ｘ５ｘ２^４＋ｘ９^

３ｘ２^４－ｘ９^２ｘ２^４－ｘ９ｘ２^４＋ｘ２^４－４ｘ９^３ｘ８ｘ５ｘ２^３＋２

ｘ９^２ｘ８ｘ５ｘ２^３＋２ｘ８ｘ５ｘ２^３－２ｘ９^３ｘ８ｘ２^３＋４

ｘ９^２ｘ８ｘ２^３－２ｘ９ｘ８ｘ２^３＋４ｘ９^３ｘ８^２ｘ５ｘ２^２＋２

ｘ９^２ｘ８^２ｘ５ｘ２^２＋２ｘ８^２ｘ５ｘ２^２＋２ｘ９^３ｘ８^２ｘ２^２－４

ｘ９^２ｘ８^２ｘ２^２＋２ｘ９ｘ８^２ｘ２^２－２ｘ９^２ｘ８^３ｘ５ｘ２＋

２ｘ８^３ｘ５ｘ２－２ｘ９^３ｘ８^３ｘ２＋２ｘ９ｘ８^３ｘ２－ｘ９^３ｘ８^

４ｘ５－ｘ９^２ｘ８^４ｘ５＋ｘ９ｘ８^４ｘ５＋ｘ８^４ｘ５＋ｘ９^３ｘ８^４＋ｘ９^

２ｘ８^４－ｘ９ｘ８^４－ｘ８^４，ｘ９ｘ６ｘ２－ｘ６ｘ２＋２ｘ８ｘ２－ｘ９ｘ８

ｘ６－ｘ８ｘ６，ｘ９^２ｘ７ｘ２^３－ｘ７ｘ２^３－ｘ９^３ｘ２^３＋ｘ９ｘ２^３－３

ｘ９^２ｘ８ｘ７ｘ２^２－ｘ８ｘ７ｘ２^２＋３ｘ９^３ｘ８ｘ２^２＋ｘ９ｘ８

ｘ２^２＋ｘ９^２ｘ８^２ｘ７ｘ２－ｘ８^２ｘ７ｘ２－３ｘ９^３ｘ８^２ｘ２－

ｘ９ｘ８^２ｘ２＋ｘ９^２ｘ８^３ｘ７－ｘ８^３ｘ７＋ｘ９^３ｘ８^３－ｘ９ｘ８^３，

ｘ９^４ｘ２^６－２ｘ９^２ｘ２^６＋ｘ２^６－６ｘ９^４ｘ８ｘ２^５＋４ｘ９^２ｘ８

ｘ２^５＋２ｘ８ｘ２^５＋１１ｘ９^４ｘ８^２ｘ２^４＋２ｘ９^２ｘ８^２ｘ２^４

＋３ｘ８^２ｘ２^４＋２ｘ９^６ｘ２^４－２ｘ９^４ｘ２^４－２ｘ９^２ｘ２^４＋

２ｘ２^４－４ｘ９^４ｘ８^３ｘ２^３＋４ｘ８^３ｘ２^３－８ｘ９^６ｘ８ｘ２^３

＋４ｘ９^４ｘ８ｘ２^３＋４ｘ８ｘ２^３－５ｘ９^４ｘ８^４ｘ２^２＋２ｘ９^２

９３１
学报：自然科学版，２００９，１（２）：１３４１４１
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ｘ８^４ｘ２^２＋３ｘ８^４ｘ２^２＋１２ｘ９^６ｘ８^２ｘ２^２－４ｘ９^４ｘ８^

２ｘ２^２＋４ｘ９^２ｘ８^２ｘ２^２＋４ｘ８^２ｘ２^２＋２ｘ９^４ｘ８^５ｘ２

－４ｘ９^２ｘ８^５ｘ２＋２ｘ８^５ｘ２－８ｘ９^６ｘ８^３ｘ２＋４ｘ９^４

ｘ８^３ｘ２＋４ｘ８^３ｘ２＋ｘ９^４ｘ８^６－２ｘ９^２ｘ８^６＋ｘ８^６＋２ｘ９^６

ｘ８^４－２ｘ９^４ｘ８^４－２ｘ９^２ｘ８^４＋２ｘ８^４］，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，

ｘ６，ｘ７，ｘ９］）；

ｘ２^３ｘ９^３－３ｘ８ｘ２^２ｘ９^３＋３ｘ８^２ｘ２ｘ９^３－ｘ８^３ｘ９^３－

ｘ２^３ｘ９－ｘ８ｘ２^２ｘ９＋ｘ８^２ｘ２ｘ９＋ｘ８^３ｘ９

ｉｎｉｔ（ｘ１，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７，ｘ９］）；

１

ｉｎｉｔ（ｘ３ｘ２－ｘ２＋ｘ８ｘ３＋ｘ８，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７，ｘ９］）；

ｘ１＋ｘ８

ｉｎｉｔ（ｘ４ｘ２－２ｘ８ｘ２＋ｘ８ｘ４，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７，ｘ９］）；

ｘ２＋ｘ８

ｉｎｉｔ（ｘ５ｘ２＋ｘ２＋ｘ８ｘ５－ｘ８，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７，ｘ９］）；

ｘ２＋ｘ８

ｉｎｉｔ（ｘ６ｘ２－２ｘ８ｘ２＋ｘ８ｘ６，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７，ｘ９］）；

ｘ２＋ｘ８

ｉｎｉｔ（ｘ７，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７，ｘ９］）；

ｘ２＋ｘ８

ｉｎｉｔ（ｘ９，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７，ｘ９］）；

１

问题形式５的程序

ｆ１∶ ｘ６－ｘ２＋ｘ１ｘ６－ｘ５ｘ２；

ｆ１∶ ｘ６－ｘ２＋ｘ１ｘ６－ｘ５ｘ２

ｆ２∶ －ｘ４＋ｘ２＋ｘ１ｘ４－ｘ３ｘ２；

ｆ２∶ －ｘ４＋ｘ２＋ｘ１ｘ４－ｘ３ｘ２

ｆ３∶ ｘ１ｘ４－ｘ７ｘ３＋ｘ４－ｘ７；

ｆ３∶ ｘ１ｘ４－ｘ７ｘ３＋ｘ４－ｘ７

ｆ４∶ ｘ１ｘ６－ｘ７ｘ５－ｘ６＋ｘ７；

ｆ４∶ ｘ１ｘ６－ｘ７ｘ５－ｘ６＋ｘ７

ｆ５∶ ｘ５^２＋２ｘ５＋ｘ６^２－ｘ３^２＋２ｘ３－ｘ４^２；

ｆ５∶ ｘ５^２＋２ｘ５＋ｘ６^２－ｘ３^２＋２ｘ３－ｘ４^２

ｗｓｏｌｖｅ（［ｆ１，ｆ２，ｆ３，ｆ４，ｆ５］，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６］，［］）；

［［ｘ１，ｘ３ｘ２－ｘ２＋ｘ７ｘ３＋ｘ７，ｘ４ｘ２－２ｘ７ｘ２＋ｘ７ｘ４，ｘ５

ｘ２＋ｘ２＋ｘ７ｘ５－ｘ７，ｘ２ｘ６＋ｘ７ｘ６－２ｘ７ｘ２］，［ｘ１ｘ２ｘ６－

ｘ２ｘ６－ｘ７ｘ１ｘ６－ｘ７ｘ６＋２ｘ７ｘ２，ｘ３ｘ２^２ｘ６－ｘ２^２ｘ６

－ｘ７^２ｘ３ｘ６－ｘ７^２ｘ６－ｘ７ｘ３ｘ２^２＋ｘ７ｘ２^２＋ｘ７^２ｘ３ｘ２

＋ｘ７^２ｘ２，ｘ４ｘ２ｘ６－ｘ７ｘ２ｘ６＋ｘ７ｘ４ｘ６－ｘ７ｘ４ｘ２，２

ｘ６－ｘ５ｘ２－ｘ２＋ｘ７ｘ５－ｘ７，ｘ２^３ｘ６^２－ｘ７ｘ２^２ｘ６^２－ｘ７^２

ｘ２ｘ６^２＋４ｘ２ｘ６^２＋ｘ７^３ｘ６^２＋４ｘ７ｘ６^２－８ｘ７ｘ２

ｘ６－８ｘ７^２ｘ６＋８ｘ７^２ｘ２］］

ｐｒｅｍａｓ（ｘ１，［ｘ１，ｘ３ｘ２－ｘ２＋ｘ７ｘ３＋ｘ７，ｘ２ｘ４＋ｘ７ｘ４－２ｘ７

ｘ２，ｘ５ｘ２＋ｘ２＋ｘ７ｘ５－ｘ７，ｘ６ｘ２－２ｘ７ｘ２＋ｘ７ｘ６］，［ｘ１，

ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６］）；

０

ｐｒｅｍａｓ（ｘ１，［ｘ１ｘ２ｘ６－ｘ２ｘ６－ｘ７ｘ１ｘ６－ｘ７ｘ６＋２ｘ７

ｘ２，ｘ３ｘ２^２ｘ６－ｘ２^２ｘ６－ｘ７^２ｘ３ｘ６－ｘ７^２ｘ６－ｘ７ｘ３ｘ２^

２＋ｘ７ｘ２^２＋ｘ７^２ｘ３ｘ２＋ｘ７^２ｘ２，ｘ４ｘ２ｘ６－ｘ７ｘ２ｘ６＋

ｘ７ｘ４ｘ６－ｘ７ｘ４ｘ２，２ｘ６－ｘ５ｘ２－ｘ２＋ｘ７ｘ５－ｘ７，ｘ２^３

ｘ６^２－ｘ７ｘ２^２ｘ６^２－ｘ７^２ｘ２ｘ６^２＋４ｘ２ｘ６^２＋ｘ７^３ｘ６^２＋

４ｘ７ｘ６^２－８ｘ７ｘ２ｘ６－８ｘ７^２ｘ６＋８ｘ７^２ｘ２］，［ｘ１，

ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６］）；

ｘ７ｘ６ｘ２－ｘ６ｘ２＋２ｘ８ｘ２－ｘ８ｘ６

ｉｎｉｔ（ｘ１，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６］）；

１

ｉｎｉｔ（ｘ３ｘ２－ｘ２＋ｘ７ｘ３＋ｘ７，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６］）；

ｘ２＋ｘ７

ｉｎｉｔ（ｘ２ｘ４＋ｘ７ｘ４－２ｘ７ｘ２，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６］）；

ｘ２＋ｘ７

ｉｎｉｔ（ｘ５ｘ２＋ｘ２＋ｘ７ｘ５－ｘ７，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６］）；

ｘ２＋ｘ７

ｉｎｉｔ（ｘ６ｘ２－２ｘ７ｘ２＋ｘ７ｘ６，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６］）；

ｘ２＋ｘ７

问题形式７的程序

ｆ１∶ ｘ６－ｘ２＋ｘ１ｘ６－ｘ５ｘ２；

ｆ１∶ ｘ６－ｘ２＋ｘ１ｘ６－ｘ５ｘ２

ｆ２∶ －ｘ４＋ｘ２＋ｘ１ｘ４－ｘ３ｘ２；

ｆ２∶ －ｘ４＋ｘ２＋ｘ１ｘ４－ｘ３ｘ２

ｆ３∶ ｘ７ｘ４－ｘ８ｘ３＋ｘ４－ｘ８；

ｆ３∶ ｘ７ｘ４－ｘ８ｘ３＋ｘ４－ｘ８

ｆ４∶ ｘ７ｘ６－ｘ８ｘ５－ｘ６＋ｘ８；

ｆ４∶ ｘ７ｘ６－ｘ８ｘ５－ｘ６＋ｘ８

ｆ５∶ ｘ５^２＋２ｘ５＋ｘ６^２－ｘ３^２＋２ｘ３－ｘ４^２；

ｆ５∶ ｘ５^２＋２ｘ５＋ｘ６^２－ｘ３^２＋２ｘ３－ｘ４^２

ｆ６∶４ｘ１＋４ｘ７＋４ｘ７^２ｘ１＋４ｘ７ｘ１^２＋４ｘ７ｘ２^２＋４

ｘ８^２ｘ１；

ｆ６∶４ｘ１＋４ｘ７＋４ｘ７^２ｘ１＋４ｘ７ｘ１^２＋４ｘ７ｘ２^２＋４

ｘ８^２ｘ１

ｗｓｏｌｖｅ（［ｆ１，ｆ２，ｆ３，ｆ４，ｆ５，ｆ６］，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７］，［］）；

［［ｘ１，ｘ３ｘ２－ｘ２＋ｘ８ｘ３＋ｘ８，ｘ４ｘ２－２ｘ８ｘ２＋ｘ８ｘ４，ｘ５

ｘ２＋ｘ２＋ｘ８ｘ５－ｘ８，ｘ２ｘ６＋ｘ８ｘ６－２ｘ８ｘ２，ｘ７］］

ｐｒｅｍａｓ（ｘ７，［ｘ１，ｘ３ｘ２－ｘ２＋ｘ８ｘ３＋ｘ８，ｘ４ｘ２－２ｘ８ｘ２＋ｘ８

ｘ４，ｘ５ｘ２＋ｘ２＋ｘ８ｘ５－ｘ８，ｘ２ｘ６＋ｘ８ｘ６－２ｘ８ｘ２，ｘ７］，

［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７］）；

０

ｉｎｉｔ（ｘ１，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７］）；

１

ｉｎｉｔ（ｘ３ｘ２－ｘ２＋ｘ８ｘ３＋ｘ８，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７］）；

ｘ２＋ｘ８

ｉｎｉｔ（ｘ４ｘ２－２ｘ８ｘ２＋ｘ８ｘ４，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７］）；

ｘ２＋ｘ８

ｉｎｉｔ（ｘ５ｘ２＋ｘ２＋ｘ８ｘ５－ｘ８，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７］）；

ｘ２＋ｘ８

ｉｎｉｔ（ｘ２ｘ６＋ｘ８ｘ６－２ｘ８ｘ２，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７］）；

ｘ２＋ｘ８

ｉｎｉｔ（ｘ７，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７］）；

１

０４１
廖文访，等．关于ＳｔｅｉｎｅｒＬｅｈｍｅｓ定理的４个推广猜想的研究．

ＬＩＡＯＷｅｎｆａｎｇ，ｅｔａｌ．ＲｅｓｅａｒｃｈｏｎｆｏｕｒｄｅｖｅｌｏｐｅｄｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅｓａｂｏｕｔＳｔｅｉｎｅｒＬｅｈｍｅｓｔｈｅｏｒｅｍ．



问题形式１２的程序

ｆ１∶ ｘ６－ｘ２＋ｘ１ｘ６－ｘ５ｘ２；

ｆ１∶ ｘ６－ｘ２＋ｘ１ｘ６－ｘ５ｘ２

ｆ２∶ －ｘ４＋ｘ２＋ｘ１ｘ４－ｘ３ｘ２；

ｆ２∶ －ｘ４＋ｘ２＋ｘ１ｘ４－ｘ３ｘ２

ｆ３∶ ｘ７ｘ４－ｘ８ｘ３＋ｘ４－ｘ８；

ｆ３∶ ｘ７ｘ４－ｘ８ｘ３＋ｘ４－ｘ８

ｆ４∶ ｘ７ｘ６－ｘ８ｘ５－ｘ６＋ｘ８；

ｆ４∶ ｘ７ｘ６－ｘ８ｘ５－ｘ６＋ｘ８

ｆ５∶ ｘ５^２＋２ｘ５＋ｘ６^２－ｘ３^２＋２ｘ３－ｘ４^２；

ｆ５∶ ｘ５^２＋２ｘ５＋ｘ６^２－ｘ３^２＋２ｘ３－ｘ４^２

ｆ６∶４ｘ７^２ｘ１＋４ｘ７ｘ１^２＋４ｘ７ｘ２^２＋４ｘ８^２ｘ１＋４ｘ１

＋４ｘ７；

ｆ６∶４ｘ７^２ｘ１＋４ｘ７ｘ１^２＋４ｘ７ｘ２^２＋４ｘ８^２ｘ１＋４ｘ１

＋４ｘ７

ｗｓｏｌｖｅ（［ｆ１，ｆ２，ｆ３，ｆ４，ｆ５，ｆ６］，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７］，［］）；

［［ｘ１，ｘ３ｘ２－ｘ２＋ｘ８ｘ３＋ｘ８，ｘ２ｘ４＋ｘ８ｘ４－２ｘ８ｘ２，ｘ５

ｘ２＋ｘ２＋ｘ８ｘ５－ｘ８，ｘ６ｘ２－２ｘ８ｘ２＋ｘ８ｘ６，ｘ７］］

ｐｒｅｍａｓ（ｘ７，［ｘ１，ｘ３ｘ２－ｘ２＋ｘ８ｘ３＋ｘ８，ｘ２ｘ４＋ｘ８ｘ４－２ｘ８

ｘ２，ｘ５ｘ２＋ｘ２＋ｘ８ｘ５－ｘ８，ｘ６ｘ２－２ｘ８ｘ２＋ｘ８ｘ６，ｘ７］，

［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７］）；

０

ｉｎｉｔ（ｘ１，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７］）；

１

ｉｎｉｔ（ｘ３ｘ２－ｘ２＋ｘ８ｘ３＋ｘ８，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７］）；

ｘ２＋ｘ８

ｉｎｉｔ（ｘ２ｘ４＋ｘ８ｘ４－２ｘ８ｘ２，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７］）；

ｘ２＋ｘ８

ｉｎｉｔ（ｘ５ｘ２＋ｘ２＋ｘ８ｘ５－ｘ８，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７］）；

ｘ２＋ｘ８

ｉｎｉｔ（ｘ６ｘ２－２ｘ８ｘ２＋ｘ８ｘ６，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７］）；

ｘ２＋ｘ８

ｉｎｉｔ（ｘ７，［ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７］）；

１

ＲｅｓｅａｒｃｈｏｎｆｏｕｒｄｅｖｅｌｏｐｅｄｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅｓａｂｏｕｔＳｔｅｉｎｅｒＬｅｈｍｅｓｔｈｅｏｒｅｍ

ＬＩＡＯＷｅｎｆａｎｇ１　ＸＵＭｉｎｇｃｈｕｎ１
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