
文章编号：１６７４７０７０（２００９）０１００３８０７

非线性波波相互作用对准２０ａ气候年代际振荡的影响

王新红１　陆维松１　陶丽１

摘要

从简单海气耦合相互作用的非线性

方程组出发，导出描述大气和海洋运动

的无量纲准地转涡度方程．对准地转涡
度方程引入双时间尺度后，在准共振条

件Ｋ１＋Ｋ２＋Ｋ３＝０和 ω１＋ω２＋ω３＝Δω
下，求得大气和海洋波 －波非线性相互
作用的２组耦合方程，其中大气耦合方
程中含有海洋强迫作用项．由这２个耦
合方程组求得大气和海洋波动能量变化

周期的近似解．结果表明：在考虑非线性
效应的情况下，由波动共振引起的大气

和海洋波动能量变化在中纬地区具有准

２０ａ的周期，说明非线性效应对海气耦合
也具有调制作用，从而确定准２０ａ气候
年代际振荡形成的新机理．
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０　引言
Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　　２０世纪９０年代以来，年代际气候变率问题逐渐引起科学家们的
广泛关注．

年代际变率的时间尺度大体包括２个部分，即１５～３５ａ的变率
及５０～７０ａ的变率［１］．特别地，对２０ａ左右的年代际振荡，近年来人
们做了大量的研究．严中伟［２］利用小波分析，发现华北近百年降水变

化存在着明显的准２０ａ振荡，并与北美温度和降水气候的准２０ａ振荡
近于反相．王绍武等［３］利用自己建立的中国降水序列，研究了１８８０—
１９９９年中国降水量的年代际变化，得到东部地区以２０～３０ａ的年代
际变化为主，而西部地区变化周期较长，全国有３０～４０ａ的周期变
化．于淑秋等［４］指出：中国气温有３次全国性跃变，分别发生在１９２０、
１９５５和１９７８年，每个阶段持续期约为３０ａ，与北半球气温跃变点基
本一致．赵振国等［５］研究了中国夏季雨型的年代际变化规律，指出我

国东部季风区和西部区存在着２０～４０ａ左右的年代际振荡趋势，东
北区则表现为明显的１５ａ左右的年代际变化特点．

不少观测和模拟结果显示气候系统中存在的年代际低频变化可

能源自海气系统中不同时空尺度物理过程的相互作用，是海气系统

自振荡的反映．海气系统耦合作用也被认为是年代际气候变化的主
要机制之一．

Ｔｒｅｎｂｅｒｔｈ等［６］通过对北太平洋海气系统的年代际变化观测与物

理量的诊断分析，提出北太平洋的年代际变率与热带太平洋 ＳＳＴＡ的
强迫有关，还指出北太平洋年代际变率的源地在热带太平洋．Ｌａｔｉｆ
等［７］认为年代际振荡的强迫源在北太平洋中纬度海域，并提出了北

太平洋中纬度不稳定海气相互作用产生低频振荡的机制．李崇银
等［８］利用有浅表海洋加热作用的一种理想化的简单海气耦合模式，

研究了中纬度海气相互作用，认为可产生一种甚低频耦合波，它可能

是海气系统准１０ａ振荡的重要机制之一．Ｘｕ等［９］则利用 ＨＣＭ（混合
耦合模式，海洋为环流模式，大气是统计模型）的模拟结果再次证实，

北太平洋存在周期为２０ａ的自然振荡，它与中纬度地区不稳定的海
气相互作用有关．敏感性试验的结果还表明，其振荡周期主要取决于
风应力的大小，振幅则由表面热通量等调节．陆维松等［１０］研究了带有

深海作用的海气耦合系统，分析得出最不稳定海气耦合波的周期为



　　　　１８ａ，得到了海气系统年代际振荡的可能机制是海
气不稳定相互作用和深海过程的影响．

中高纬度海气相互作用中非线性效应明显，

海气耦合波激发出的自激振荡可以是不稳定的，

扰动振幅将无限制地增长．为了得到有限振幅的
自激振荡，在海气耦合系统中引进非线性机制是

必要的．Ｗａｌｌａｃｅ等指出，波波相互作用是中高纬
低频变化成因的主要机制之一［９］．因此，在研究
海气耦合作用的过程中引入非线性的波波共振
是有意义的．

１　基本方程
Ｂａｓｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｓ

　　出发方程采用文献［１０］中的带有深海作用的简
单海气相互作用方程组的非线性形式．

大气方程：
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（１）

这里ｕａ，ｖａ分别是纬向和经向风速；ｕｏ，ｖｏ分别是纬

向和经向海流分量；Ｃａ＝ ｇＨ槡 ａ，Ｈａ是大气等效厚
度；φａ是大气的厚度扰动．式（１）中第３关系式右端
为深层海洋对大气热力作用的参数化表示，η２是深
层海洋对大气的加热系数，η２的单位是ｍ２·ｓ－２．

海洋方程：
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（２）

其中Ｃｏ＝ ｇＨ槡 ０，Ｈ０是海洋等效厚度；αｕａ，αｖａ表示
大气风应力对海洋的动力作用；μ２是深层海洋对海
洋混合层的影响系数．α的单位是 ｓ－１，μ的单位

是ｍ·ｓ－１．
对于大尺度的海气相互作用，应用准地转条件

ｕ＝－１ｆ·
φ
ｙ
，ｖ＝１ｆ·

φ
ｘ
， （３）

并引入无量纲量

（ｘ，ｙ）＝（ｘ，ｙ）Ｌ，ｔ＝ｔＴ，β＝β ｆＬ，

φａ ＝φａΦａ，φｏ ＝φｏΦｏ． （４）

式中带星号的为无量纲量，Ｌ，Ｔ，Φａ，Φｏ为对应物理
量的特征尺度．可将上述大气和海洋的浅水方程组
分别化为描述大气和海洋运动的无量纲准地转涡度

方程（式中的无量纲量的星号为方便起见已略
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式中
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取φａ＝εφａ，φｏ＝εφｏ，０＜ε＜＜１，并引入双时间尺度
Ｔ０＝ｔ，Ｔ＝εｔ，代入涡度方程并略去撇号，
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令
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将（８）代入式（７），可以得到ε的各阶方程
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（１０）

对于ｏ（ε０）方程组，可将式（９）联立得到海气耦
合方程，将海气耦合波的形式解代入可进一步得到

线性条件下海气耦合波的频率公式，计算结果与文

献［１０］一致．

２　非线性波动相互作用演化方程
Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｗａｖｅｒｅｓｏｎａｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ

　　ο（ε０）阶方程组取３波截断，即：

φａ０＝∑
３

ｊ＝
[

１
ａｊ（Ｔ）ｅｘｐ（ｉθｊ）＋ａｊ（Ｔ）ｅｘｐ（－ｉθｊ ]），

φｏ０＝∑
３

ｊ＝
[

１
ｂｊ（Ｔ）ｅｘｐ（ｉθｊ）＋ｂｊ（Ｔ）ｅｘｐ（－ｉθｊ ]）{

．
（１１）

式中

θｊ＝ｋｊｘ＋ｌｊｙ－ωｊｔ，　ｊ＝１，２，３． （１２）

将上式代入ｏ（ε１）方程式的右端，消去久期项，
求得可解性条件，即３波共振的耦合方程．

大气方程可解性条件：

（Ｋ２１＋Ｌ
２λ２ａ）

ｄａ１
ｄＴ＝

　　ｑ１（Ｋ
２
２－Ｋ

２
３）ａ２ａ３ｅ

ｉΔωｔ－
λ２μη

２Ｌ２δ
Ｃ２ａ

·
ｄｂ１
ｄＴ，

（Ｋ２２＋Ｌ
２λ２ａ）

ｄａ２
ｄＴ＝

　　ｑ２（Ｋ
２
３－Ｋ

２
１）ａ１ａ３ｅ

ｉΔωｔ－
λ２μη

２Ｌ２δ
Ｃ２ａ

·
ｄｂ２
ｄＴ，

（Ｋ２３＋Ｌ
２λ２ａ）

ｄａ３
ｄＴ＝

　　ｑ３（Ｋ
２
１－Ｋ

２
２）ａ１ａ２ｅ

ｉΔωｔ－
λ２μη

２Ｌ２δ
Ｃ２ａ

·
ｄｂ３
ｄＴ





















 ．

（１３）

海洋方程可解性条件：
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其中：
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另有６个与式（１３）、（１４）呈复共轭的方程已略
去，式中：
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式（１３）、（１４）的求解过程中应用了准共振条件
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３　波动能量变化周期求解
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　　对于非齐次的大气可解性方程式（１３），可先求
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式中Ａｊ（０）为Ａｊ在Ｔ＝０时的值，ｊ＝１，２，３．
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将式（２１）～（２３）中任一式代入式（２７），积分得

Ａ１Ａ２Ａ３ｓｉｎγａ＋
Δω
２ｑεσａｊ

Ａ２ｊ ＝Ｍ， （２８）

式中 Ｍ为对时间 Ｔ的积分常数，Ｍ为一运动不变
量．式（２８）任取ｊ＝１，２，３．

由式（２２）可得，
ｄＡ２２
ｄＴ＝２ｑσａ１Ａ１Ａ２Ａ３ｃｏｓγａ，

对式（２５）两边求导，并将上式代入得
ｄＷａ
ｄＴ ＝

１
σａ１
·２ｑσａ１Ａ１Ａ２Ａ３ｃｏｓγａ ＝

±２ｑＡ１Ａ２Ａ３ １－ｓｉｎ２γ槡 ａ． （２９）

将式（２５）、（２８）代入式（２９）右端，得

ｄＷａ
ｄＴ ＝±２ｑ Ａ２１Ａ

２
２Ａ
２
３－（Ａ１Ａ２Ａ３ｓｉｎγａ）槡

２ ＝

±２ {ｑ［σａ１Ｗａ＋Ａ２１（０）］［σａ２Ｗａ＋Ａ２２（０）］·
［σａ３Ｗａ＋Ａ

２
３（０）］－

Ｍ－Δω２·
σａｊＷａ＋Ａ

２
ｊ（０）

ｑεσ[ ]
ａｊ

}２ １／２

， （３０）
或

１
２
ｄＷａ
ｄ( )Ｔ

２

＋Ｇ（Ｗａ）＝０． （３１）

式中

Ｇ（Ｗａ）＝

－２ｑ{２ ［σａ１Ｗａ＋Ａ２１（０）］·　
［σａ２Ｗａ＋Ａ

２
２（０）］·［σａ３Ｗａ＋Ａ

２
３（０）］－　

Ｍ－Δω２·
σａｊＷａ＋Ａ

２
ｊ（０）

ｑεσ[ ]
ａｊ

}２ ＝
－２ｑ２ｍａ（Ｗ

３
ａ＋Ｄａ１Ｗ

２
ａ＋Ｄａ２Ｗａ＋Ｄａ３）．　 （３２）

其中

ｍａ ＝σａ１σａ２σａ３，

Ｄａ１ ＝
Ａ２１（０）
σａ１

＋
Ａ２２（０）
σａ２

＋
Ａ２３（０）
σａ３

－１ｍａ
·
（Δω）２

４ｑ２ε２
，

Ｄａ２ ＝
Ａ２１（０）Ａ

２
２（０）

σａ１σａ２
＋
Ａ２１（０）Ａ

２
３（０）

σａ１σａ３
＋

Ａ２２（０）Ａ
２
３（０）

σａ２σａ３
－１ｍａ

（Δω）２Ａ２ｊ（０）
２ｑ２ε２σａｊ

＋ＭΔωｍａｑε
，

Ｄａ３ ＝
Ａ２１（０）Ａ

２
２（０）Ａ

２
３（０）

σａ１σａ２σａ３
－

１
ｍ [
ａ
Ｍ２＋

（Δω）２Ａ４ｊ（０）
４ｑ２ε２σ２ａｊ

－
ΔωＭＡ２ｊ（０）
ｑεσ ]

ａｊ





















 ．

（３３）

式（３１）可化为椭圆积分

Ｔ＝±∫
Ｗ

Ｗ
{

１

－２Ｇ（ｘ }） １／２
ｄｘ． （３４）

若Ｇ＝０有３个不相等的实根，且 Ｗａ１＜Ｗａ２＜
Ｗａ３，则由式（３４）得：

Ｗａ ＝Ｗａ２＋（Ｗａ１－Ｗａ２）ｃｎ
２（ＮａｑξａＴ），（３５）

式中

υ２ａ ＝
Ｗａ２－Ｗａ１
Ｗａ３－Ｗａ１

，

Ｎａ ＝ Ｗａ３－Ｗａ槡 １，ξａ ＝ ｍ槡 ａ． （３６）
其中υａ为椭圆函数的模．

由椭圆函数的性质可知，式（３５）中 Ｗａ的周
期为

１４
学报：自然科学版，２００９，１（１）：３８４４

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ，２００９，１（１）：３８４４



Ｆａ ＝
２τ
Ｎａｑξａ

≈ π
Ｎａｑξａ

１＋１４υ
２
ａ＋( )…… ，（３７）

式中第１类完全椭圆积分τ（υ）＝∫
π／２

０

ｄμ
１－υ２ｓｉｎ２槡 μ

．

设非齐次大气可解性方程的特解为 ａ′ｊ＝
１
δ
ｂｊ，

代入方程式（１３），得到
ｄａ１
ｄＴ＝ｑ１σ′ａ１ａ


２ａ３ｅ

ｉΔωｔ，

ｄａ２
ｄＴ＝ｑ２σ′ａ２ａ


１ａ３ｅ

ｉΔωｔ，

ｄａ３
ｄＴ＝ｑ３σ′ａ３ａ


１ａ２ｅ

ｉΔωｔ











 ．

（３８）

式中

σ′ａ１ ＝
Ｋ２２－Ｋ

２
３

Ｋ２１＋Ｌ
２λ２ａ＋

λ２μη
２Ｌ２δ２

Ｃ２ａ

，

σ′ａ２ ＝
Ｋ２３－Ｋ

２
１

Ｋ２２＋Ｌ
２λ２ａ＋

λ２μη
２Ｌ２δ２

Ｃ２ａ

，

σ′ａ３ ＝
Ｋ２１－Ｋ

２
２

Ｋ２３＋Ｌ
２λ２ａ＋

λ２μη
２Ｌ２δ２

Ｃ２ａ

． （３９）

方程式（３８）与式（１８）比较，仅有系数的不同．
可以利用与齐次方程相同的方法，得到

Ｗ′ａ（Ｔ）＝
１
σ′ａ

[
１
Ａ２１－Ａ

２
１（０ ]） ＝

１
σ′ａ

[
２
Ａ２２－Ａ

２
２（０ ]） ＝

１
σ′ａ

[
３
Ａ２３－Ａ

２
３（０ ]） ， （４０）

式中Ｗ′ａｊ为方程
Ｇ（Ｗ′ａ）＝Ｗ′

３
ａ＋Ｄ′ａ１Ｗ′

２
ａ＋Ｄ′ａ２Ｗ′ａ＋Ｄ′ａ３＝０的

３个不相等的实根，且Ｗ′ａ１＜Ｗ′ａ２＜Ｗ′ａ３．其中Ｄ′ａｊ与
式（３３）中的Ｄａｊ形式相同，仅将其中的σａｊ换为σ′ａｊ即
得．

Ｗ′ａ的周期Ｆ′ａ为

Ｆ′ａ ＝
２τ
Ｎ′ａｑξ′ａ

≈

π
Ｎ′ａｑξ′ａ

１＋１４υ′
２
ａ＋( )…… ， （４１）

式中

Ｎ′ａ ＝ Ｗ′ａ３－Ｗ′ａ槡 １，ξ′α ＝ ｍ′槡 ａ，

ｍ′ａ ＝σ′ａ１σ′ａ２σ′ａ３． （４２）
同理，对于海洋的耦合方程式（１４）也可以得到

ＭａｎｌｅｙＲｏｗｅ关系式

Ｗｂ（Ｔ）＝
１
σｂ

[
１
Ｂ２１－Ｂ

２
１（０ ]） ＝

１
σｂ

[
２
Ｂ２２－Ｂ

２
２（０ ]） ＝

１
σｂ

[
３
Ｂ２３－Ｂ

２
３（０ ]） ， （４３）

式中已取

ｂｊ＝Ｂｊｅ
ｉγｂｊ，Ｂｊ＝ ｂｊ ， （４４）

类似可得Ｗｂ的周期Ｆｂ：

Ｆｂ ＝
２τ
Ｎｂｑξｂ

≈ π
Ｎｂｑξｂ

１＋１４υ
２
ｂ＋( )…… ，（４５）

式中

Ｎｂ ＝ Ｗｂ３－Ｗｂ槡 １，ξｂ ＝ ｍ槡 ｂ，ｍｂ ＝σｏ１σｏ２σｏ３．（４６）
式中Ｗｂｊ为方程

Ｇ（Ｗｂ）＝Ｗ
３
ｂ＋Ｄｂ１Ｗ

２
ｂ＋Ｄｂ２Ｗｂ＋Ｄｂ３＝０的３个

不相等的实根，且Ｗｂ１＜Ｗｂ２＜Ｗｂ３．其中Ｄｂｊ与式（３３）
中的Ｄａｊ形式相同，仅将其中的 σａｊ，Ａｊ分别换为 σｏｊ，
Ｂｊ即得．

４　对能量变化的周期Ｆ做粗略估计
ＲｏｕｇｈｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆＦｔｈｅｐｅｒｉｏｄｓｏｆｅｎｅｒｇｙｖａｒｉａ
ｔｉｏｎｓ

　　对式（３７）中的大气能量变化周期 Ｆａ做粗略估

计，由式（３６）、（２５）、（１６）对各个物理量的定义，
可取

Ｎａ ～ Ｗ槡 ａｊ ～Ａｊ σａｊ
－１／２
，ξａ ～ σａｊ

３／２
，

ｑ～ｋ２ｊ． （４７）
将式（４７）代入式（３７），得

Ｆａ ～
π
Ｎａｑξａ

～ π
Ａｊ σａｊ ｋｊ

２
． （４８）

由Ａｊ的定义式（２０）及式（１１）的第１式、式（８），
可知

Ａｊ～ａｊ～φａ ～Φａ． （４９）
利用地转关系式（３）和φａ＝εφ′ａ，有

珔ｕａ ＝－
１
ｆ
φａ
ｙ

＝－εｆ
（φ′ａ）

ｙ
， （５０）

利用无量纲数定义式（４）得无量纲量 珔ｕａ，
（φ′ａ），ｙ分别为

珔ｕａ ＝
珔ｕ
Ｕａ
，（φ′ａ） ＝

φ′ａ
Φａ
，ｙ ＝ｙＬ， （５１）

其中Ｕａ为珔ｕａ 对应的特征速度．
将式（５１）代入式（５０），且在地转近似下取 ε为

２４
王新红，等．非线性波波相互作用对准２０ａ气候年代际振荡的影响．

ＷＡＮＧＸｉｎｈｏｎｇ，ｅｔａｌ．Ｅｆｆｅｃｔｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｗａｖｅｗａｖｅｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｏｎｑｕａｓｉｂｉｄｅｃａｄａｌｃｌｉｍａｔｉｃｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｓ．



Ｒｏｓｓｂｙ数，可以得到

Φａ ＝εＵａＬ＝
Ｕａ
ｆＬ·ＵａＬ＝

Ｕ２ａ
ｆ． （５２）

式（５２）求解过程中利用了地转关系式

珔ｕａ＝－
１
ｆ
φ′ａ
ｙ
．

由式（４９）、（５２），得

Ａｊ～
Ｕ２ａ
ｆ． （５３）

式（１９）可化为

　　　　σａｊ～
ｋ２ｊ

ｋ２ｊ ＋Ｌ
２λ２ａ
＝

ｋ２ｊ ／Ｌ
２

ｋ２ｊ ／Ｌ
２＋λ２ａ

＝
ｋ２ｊ

ｋ２ｊ＋λ
２
ａ
， （５４）

式中ｋｊ为ｋｊ 对应的有量纲数．

又∵在中纬度地区λ２ａ＞
１
Ｌ２
～ｋ２ｊ，

∴σａｊ～
ｋ２ｊ
λ２ａ
～
Ｃ２ａ
ｆ２Ｌ２
． （５５）

将式（５３）、（５５）代入式（４８），即可得到 Ｆａ的简
化形式

Ｆａ ～
πｆ３Ｌ４ａ
Ｃ２ａＵ

２
ａ
． （５６）

类似地，对式（４１）、（４５）也可简化为

Ｆ′ａ ～
π

Ｎ′ａｑξ′ａ
～ π
Ａｊ σ′ａｊ ｋ

２
ｊ
，

Ｆｂ ～
π
Ｎｂｑξｂ

～ π
Ｂｊ σｏｊ ｋ

２
ｊ
． （５７）

对式（５７）可应用与式（４８）相同的方法进行转
换，不同的是

σ′ａｊ～
ｋ２ｊ

ｋ２ｊ ＋Ｌ
２λ２μ＋

λ２μη
２Ｌ２δ２

Ｃ２ａ

＝

ｋ２ｊ ／Ｌ
２

ｋ２ｊ ／Ｌ
２＋λ２μ＋

λ２μη
２δ２

Ｃ２ａ

＝

ｋ２ｊ

ｋ２ｊ＋λ
２
μ＋
λ２μη

２δ２

Ｃ２ａ

～
ｋ２ｊ

λ２μη
２δ２

Ｃ２ａ

～
Ｃ２ａ

λ２μη
２δ２Ｌ２

，　 （５８）

σｏｊ～
Ｃ２ｏ
ｆ２Ｌ２
，Ｂｊ～

Ｕ２ｏ
ｆ． （５９）

其中式（５８）化简的过程中应用了
λ２μη

２δ２

Ｃ２ａ
＞λ２ａ＞

１
Ｌ２
，估算过程中已取以下近似Ｃａ ＝１５ｍ·ｓ

－１，Ｕａ ＝

１０ｍ· ｓ－１，Ｃｏ ＝１５ｍ· ｓ
－１，δ≈ １０－１，η２ ＝

１０３ｍ２·ｓ－２，ｆ＝１０－４ｓ－１，Ｌ＝１０６ｍ
将式（５３）、（５８）、（５９）分别代入式（５７）中各项，

可以得到Ｆ′ａ，Ｆｂ的简化形式分别为

Ｆ′ａ ～
πｆ３Ｌ４ａη

２δ２

Ｃ２ａＣ
２
ｏＵ
２
ａ
， （６０）

Ｆｂ ～
πｆ３Ｌ４ｏ
Ｃ２ｏＵ

２
ｏ
． （６１）

对能量变化周期做粗略估计，在中纬度（４０°Ｎ）
地区一般取Ｌａ ＝１５×１０

６ｍ，Ｌｏ＝２×１０
５ｍ，Ｃａ ＝

１５ｍ·ｓ－１，Ｕａ ＝１０ｍ·ｓ
－１，Ｃｏ ＝１５ｍ·ｓ

－１，Ｕｏ ＝
１５ｍ·ｓ－１，δ≈ １０－１，η２ ＝３×１０２ｍ２·ｓ－２，ｆ＝
９４×１０－５ｓ－１．

分别代入式（５６）、（６１）、（６０），可以得到
Ｆａ≈１８６ａ，Ｆｂ≈２６２ａ，Ｆ′ａ≈２４８ａ．
可见，中纬度地区的大气和海洋能量变化存在

约１８～２７ａ的周期，其中海洋的能量变化周期最长，
自由大气的最短，含有海洋强迫的大气能量变化周

期居于２者之间．

５　结论
Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ

　　本文从一个理想化的简单海气相互作用方程组
出发，引入非线性波波共振的条件下，得出以下
结论：

１）得到了大气和海洋波波相互作用的两组耦
合方程．其中，在大气非线性耦合方程组中含有海洋
的强迫作用项．
２）对非线性波动共振条件下得到的大气和海

洋的能量变化周期进行估算，发现在中纬地区波动

能量存在１８～２７ａ的周期变化．
３）说明在海气相互作用中，大气、海洋内部的

非线性波动共振作用可能是引起中纬度准２０ａ代际
振荡的一种物理机制．

本文还需要运用诊断分析或数值试验的方法做

进一步的研究和验证．
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