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现代平差模型及其应用

陶本藻１，２

摘要

基于高斯马尔柯夫模型，研究了现
代平差模型，导出了秩亏自由网平差和

配置（拟合推估）等方法的公式，研究了

它们的基准及其转换方法．最后针对模
型误差作为应用例，给出了附加系统参

数、附加系统权以及半参数等应用模型．
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０　引言
Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　　测量数据处理的实质内容是建模、参数估计、统计分析和预报，
目的是用最优化数学方法去拟合带有误差的数据，并消除和减弱系

统误差和粗差对成果的影响，建模是其中的关键步骤，具有模型误差

的平差模型很难取得好的平差成果．
测量数据所建平差模型包括函数模型和随机模型２类．函数模型

是描述观测量和待求未知量之间的数学关系的函数模型，随机模型

则是描述平差问题中随机量（观测量，具有先验统计先验信息的参

数）及其相互间统计相关性质的模型，所谓统计相关性质，指的是其

先验的方差与协方差．
随着科学和生产实践中处理带有误差的观测数据的需要，１８世

纪末高斯发明了最小二乘平差，１９世纪初到２０世纪中叶，测量界主
要研究的是基于偶然误差的平差理论和方法，取得了许多成果，这类

平差方法统称为经典平差方法．此后发展起来的才统称为现代平差
理论和方法，在“３Ｓ”及其集成的数据处理中具有广泛的应用．

本文就现代平差方法的模型进行综述并说明其应用．

１　经典平差模型
Ｃｌａｓｓｉｃａｌａｄｊｕｓｔｍｅｎｔｍｏｄｅｌ

　　设有高斯马尔柯夫模型，其函数模型和随机模型为
Ｌ
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， （１）

Ｅ（Δ）＝０，　　　ＤＬ ＝ＤΔ ＝σ
２
０Ｑ． （２）

经典模型特点是模型中 Ａ的秩 Ｒ（Ａ）＝ｔ，ｎ＞ｔ．Ｘ为非随机参数，

ＤＬ ≠０，Ｒ（Ｄ）＝ｎ，Ｄ为满秩方阵．

与式（１）相应的误差方程为

Ｖ＝ＡＸ^－Ｌ． （３）

权阵Ｐ＝Ｑ－１，Ｖ为Δ的负估值，Ｘ^为Ｘ的估值．
在最小二乘准则

ＶＴＰＶ＝ｍｉｎ （４）
下解误差方程，得其参数估值为

Ｘ^＝（ＡＴＰＡ）－１ＡＴＰＬ＝Ｎ－１ＡＴＰＬ． （５）



精度估计
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经典平差模型仍然是现今测量平差实践应用最

为广泛的模型，也是平差基础模型，现代平差的发展

都基于此模型．

２　现代平差模型
Ｍｏｄｅｒｎａｄｊｕｓｔｍｅｎｔｍｏｄｅｌ

　　随着工程中高精度的需要，经典平差模型经常
不能应用，例如控制网优化设计，摄影测量数据处理

以及与大地测量数据联合处理，动态数据处理及变

形分析，大地测量反演，坐标变换与连结，重力场元

素的拟合与推估，不同类数据的融合处理等，发展了

现代平差理论和方法，下面分２种情形予以综合．
２．１　参数Ｘ非随机的平差模型

高斯马尔柯夫模型仍为式（１）和式（２），其中Ｘ
为非随机参数，Ｅ（Δ）＝０表示观测数据仅包含偶然
误差，其中

Ｒ（Ａ）＝ｕ≤ｔ，Ｒ（ＤＬ）＝ｑ≤ｎ． （８）
这是Ｘ非随机时的综合平差模型，当 ｕ＝ｔ，ｑ＝ｎ时
就是第２节所述的经典平差模型（１）、（２）．故式（８）
是更为普遍的平差模型．
１）当 Ｒ（Ａ）＝ｕ≤ｔ，Ｒ（ＤＬ）＝ｎ时，模型（１）、

（２）为秩亏自由网平差模型．
误差方程仍形如式（３），在 ＶＴＰＶ＝ｍｉｎＦ，所得

法方程为

ＡＴＰＡＸ^＝ＡＴＰＬ． （９）
因为法方程系数阵

Ｎ＝ＡＴＰＡ
的秩

Ｒ（Ｎ）＝Ｒ（ＡＴＰＡ）＝Ｒ（Ａ）＝ｕ＜ｔ．
具有秩亏ｄ＝ｔ－ｕ，故Ｎ为奇异阵，其逆Ｎ－１不存在，
此法方程不存在唯一解．为求其最优唯一解，在最小
二乘准则ＶＴＰＶ＝ｍｉｎＦ再增一准则，称为参数Ｘ的
最小范数解（或部分参数的最小范数解），此准则为

Ｘ^ＴＰＸＸ^＝ｍｉｎ． （１０）
式中ＰＸ为基准权阵，视实际问题中需要什么基准而
定，当ＰＸ＝Ｉ（单位矩阵）准则为

Ｘ^ＴＸ^＝ｍｉｎ．
是全部参数的最小范数准则，在变形分析中就是拟

稳基准，由此称为拟稳平差，现已普遍应用于变形分

析中．
由最小范数准则（１０）下，式（９）的解为

Ｘ^＝Ｎ－ｍ（ＰＸ）Ａ
ＴＰＬ． （１１）

式中Ｎ－ｍ（ＰＸ）是Ｎ的带权ＰＸ的最小范数广义逆，其计

算式为［２］

ＰＸ正定，
Ａ－ｍ（ＰＸ）＝Ｐ

－１
Ｘ Ａ

Ｔ（ＡＰ－１Ｘ Ａ
Ｔ）－， （１２）

ＰＸ半正定，

Ａ－ｍ（ＰＸ）＝（ＰＸ＋Ａ
ＴＡ）－１Ａ (Ｔ Ａ（ＰＸ＋ＡＴＡ）－１ )ＡＴ

－
．（１３）

最小范数广义逆 Ａ－ｍ（ＰＸ）不唯一，不论取任何最小范
数逆但其最小范数解是唯一的．

秩亏自由网平差模型可归结为

Ｖ＝ＡＸ^－Ｌ，
ＶＴＰＶ＝ｍｉｎ，

Ｘ^ＴＰＸＸ^
{

＝ｍｉｎ．

（１４）

并已证明［１］模型（１４）与下列附有基准约束的模型
等价：

Ｖ＝ＡＸ^－Ｌ，

ＳＴＰＸＸ^＝０，

ＶＴＰＶ
{

＝ｍｉｎ．

（１５）

式（１５）中ＳＴＰＸＸ^＝０就是平差问题基准约束条件，
也就是最小范数准则的基准意义．合理地选择基准
是平差另一重要问题，基准的选择在这里可以运用

最小范数准则来实现，这是平差一个理论问题，在变

形分析等许多问题的应用可参考文献［１２］．
２）当Ｒ（Ａ）＝ｔ，列满秩，Ｒ（ＤＬ）＝ｑ＜ｎ，模型

（１）、（２）为具有奇异协方差平差模型．
误差方程仍形如式（３），此时的最小二乘准则

ＶＴＰＶ＝ＶＴＱ－Ｖ＝ｍｉｎ． （１６）
Ｑ－为Ｑ的广义逆，Ｒ（Ｑ－）＝Ｒ（Ｑ）＝Ｒ（ＤＬ）＝ｑ＜
ｎ，Ｑ的凯利逆 Ｑ－１不存在，故 Ｐ≠Ｑ－１而是 Ｑ－，在
（１６）准则下解误差方程（３），其法方程的解为

Ｘ^＝（ＡＴＱ－Ａ）－１ＡＴＱ－Ｌ． （１７）

式中注意到 ｑ＞ｔ，固有 Ｒ（ＡＴＱ－Ａ）＝Ｒ（Ａ）＝ｔ，Ｘ^
解唯一．
３）普遍模型
当Ｒ（Ａ）＝ｕ≤ｔ，Ｒ（ＤＬ）＝ｑ≤ｎ时，普遍模型也

称广义高斯马尔柯夫模型，在最小二乘准则下平差
称为最小二乘平差的统一方法，由Ｒａｏ１９７２年提出．

误差方程仍形如式（３），Ｒａｏ给出的最小二乘准

８２
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则是

ＶＴ（Ｑ＋ＡＵＡＴ）－Ｖ＝ｍｉｎ． （１８）
式中 Ｕ为对称阵，且 Ｓ（Ｑ＋ＡＵＡＴ）Ｓ，当 Ｑ＞０，
Ｕ＝０，在式（１８）下参数估计式为

Ｘ^＝（ＡＴＱ－ＵＡ）
－ＡＴＱ－ＵＬ， （１９）

Ｑｕ＝Ｑ＋ＡＵＡ
Ｔ． （２０）

只有当 Ｑｕ为非奇异阵时，解Ｘ^才是唯一的，否则其
解不唯一，即在式（１８）下解误差方程（３）的最小二
乘解一般不唯一．于是就需要视平差实际问题要求
增加基准条件或对参数 Ｘ建立某种最小范数准则，
求参数的唯一解，可利用秩亏自由网平差的思想．
２．２　参数Ｘ为随机的平差模型

１）最小二乘滤波
高斯马尔柯夫模型的另一重要扩展是模型参

考参数Ｘ为随机参数，此时在随机模型中要增加参
数的先验统计性质，即Ｘ的期望和方差阵：

Ｅ（Ｘ）＝μＸ，Ｄ（Ｘ）＝σ
２
０ＱＸ＝σ

２
０Ｐ

－１
Ｘ ．

在函数模型中

Ｒ（Ａ）＝ｔ，Ｒ（ＤΔ）＝ｎ．
此时的误差方程为

Ｖ＝ＡＸ^－Ｌ，

ＶＸ＝Ｘ^－μＸ，

Ｐ＝
ＰΔ
　Ｐ( )

Ｘ

．

ＰΔ＝Ｑ
－１即为前述的观测权阵 Ｐ，为与此处 Ｐ的区

别，记为ＰΔ，增加了虚拟误差方程从而式中Ｘ^改变为
非随机参数，这样滤波问题就转化为一般经典平差

模型了，最小二乘准则为

（Ｖ　ＶＸ）Ｐ
Ｖ
Ｐ( )
Ｘ

＝最小．

即

ＶＴＰΔＶ＋Ｖ
Ｔ
ＸＰＸＶＸ＝ｍｉｎ． （２１）

可得参数Ｘ的唯一最优解．
２）最小二乘配置（拟合推估）
高斯马尔柯夫模型的扩充函数模型为

Ｌ＝ＢＸ２＋ＧＹ＋Δ，

Ｂ＝（Ａ　０），Ｘ２＝
Ｘ
Ｘ( )′． （２２）

式（２２）中：Ｘ为随机参数，称为信号；Ｘ′为非测量信

号． (Ｒ Ａ)
ｎｔ
＝ｔ，Ｙ为非随机参数， (Ｒ Ｇ)

ｎｕ
＝ｕ．扩充的

随机模型为

Ｅ（Δ）＝０，ＤΔ＝σ
２
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ＤＸＸ′为Ｘ与Ｘ′的协方差：
ＤＸ２Δ＝０． （２３）

此时

ＤＬ≠ＤΔ，ＤＬ＝ＢＤＸ２Ｂ
Ｔ＋ＤΔ，μ２＝

μＸ
μ[ ]
Ｘ′

．

平差时的误差方程

Ｖ＝ＢＸ^２＋ＧＹ^－Ｌ，

Ｖ２＝Ｘ^２－μ２，
权阵为

Ｐ＝
Ｄ－１Δ ０

０ Ｄ－１Ｘ[ ]
２

，

ＤＸ２＝
ＤＸ ＤＸＸ′
ＤＸ′Ｘ Ｄ[ ]

Ｘ′

．

其最小二乘准则为

ＶＴＤ－１ΔＶ＋ＶＴ２Ｄ
－１
Ｘ２Ｖ２＝ｍｉｎ． （２４）

可见配置模型包含了经典平差、滤波和推合模

型，也是一个综合模型．可按经典平差模型求参数 Ｘ
和Ｙ的最优解．

以上现代平差理论与方法可参读文献［３］．

３　针对模型误差的平差应用模型
Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｍｏｄｅｌｓｏｆａｄｊｕｓｔｍｅｎｔｉｎｔｈｅｌｉｇｈｔｏｆ
ｍｏｄｅｌｅｒｒｏｒ

３．１　模型误差
模型误差分为函数模型误差和随机模型２类，

建立函数模型，其元素是观测值、求待定参数依据的

基准数据、观测量与待定参数间函数关系的合理性

和正确性，模型的线性化过程等都可能产生与实际

不符，如果由此产生的误差属观测精度相应的偶然

误差参数量级，就认为建模正确，不存在模型误差．
否则就说存在函数模型误差，模型误差属于系统误

差和粗差性质．
观测量（参数）的先验方差经常是不能预先正确

知道，从而产生定权误差，这是随机模型误差，其量

级大于偶然误差．
模型误差的存在严重影响平差成果的精度，在

利用现代“３Ｓ”技术所获取的测量数据构造模型时，
模型误差几乎不可避免，研究模型误差理论及其平

差补偿方法，已成为当前测量数据处理中一个重点

研究方向．
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３．２　模型误差检测模型
上述产生模型误差的原因，其结果必然会影响

到参数估计的正确性，通过检验参数及参数间某种

关系的正确性，可对模型误差进行检测．为此，可建
立如下检测模型，以高斯马尔柯夫模型（１）、（２）
为例．

设误差方程为

Ｖ＝ＡＸ^－Ｌ． （２５）
检验的原假设建立如下条件方程：

ＨＸ^＝Ｗ， （２６）
式中

(Ｒ Ａ)
ｎｔ
＝ｔ， (Ｒ Ｈ)

ｃｔ
＝ｃ．

例如，网中有ｕ个点，左边参数 Ｘ＝（ｘ１，ｙ１，…，
ｘｕ，ｙｕ），为检验基准数据是否正确，设基准坐标已知
为 珋ｘ１，珋ｙ１和 珋ｘ２，珋ｙ２，则检验条件方程（２６）为

Ｘ^１＝珋ｘ１，Ｙ^１＝珋ｙ１，Ｘ^２＝珋ｘ２，Ｙ^２＝珋ｙ２．
由此构成的Ｈ阵和Ｗ阵为

Ｈ＝

１ ０ ０ ０ … ０ ０
０ １ ０ ０ … ０ ０
０ ０ １ ０ … ０ ０
０ ０ ０ １ …
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２

．

对式（２５）、式（２６）平差，就是带有条件的间接
平差，可得

ΩＨ＝Ω＋Ｒ． （２７）
式中：ΩＨ为平差的残差平方和，Ω为不顾及条件方
程（２６）的由（２５）单独平差的残差平方和，Ｒ为２者
之差，也是一个２次型函数，利用 Ｒ做统计量，通过
Ｆ检验法来判断原假设是否成立，这是最为常用的
检验模型，详细可参考文献［１，４］．
３．３　模型误差模型化的补偿模型

所谓模型误差模型化，就是在了解模型误差对

成果影响规律的基础上，将其量化改正函数模型或

随机模型，并对模型误差显著性及其影响大小做出

估计，所选模型称为误差模型化模型，平差方法常称

为附加系统参数平差和附加系统权平差．
１）附加系统参数平差
函数模型为

Ｖ＝ＡＸ^＋ＧＹ^－Ｌ． （２８）

Ｙ^为模型误差，ＧＹ^为对函数模型的线性影响项．
例如，Ｌ１和Ｌ３初判有粗差，则

Ｙ＝（ε１，ε３）
Ｔ．

此时，

Ｇ
ｎ２
＝
１ ０ ０ ０ … ０
０ ０ １ ０ …[ ]０

Ｔ

．

随机模型仍为（２）式，Ｐ＝Ｑ－１，将（２８）式改写成

Ｖ＝（Ａ　Ｇ）
Ｘ^

Ｙ( )^ －Ｌ．
按间接平差对Ｙ^作出估计，通过 Ｈ０∶Ｙ＝０，利用３．２
的检验模型，对其显著性作出检验．
２）附加系统权平差
函数模型仍为（１），误差方程为（３）．
设Ｌ存在偶然误差和系统误差，分别改为 Δ和

ε，则Ｌ的误差为
ｕ＝Δ＋ε．

通常系统误差ε亦具有随机性质，其精度也用方差
表示，则有

Ｄ（ｕ）＝Ｄ（Δ）＋Ｄ（ε）． （２９）
Ｄ（ε）为系统方差阵，Ｌ的权为

ＰＬ＝ε
２
０Ｄ

－１（ｕ）． （３０）
在ＶＴＰＬＶ＝ｍｉｎＦ下做经典平差就是这种平差

方法．
３．４　模型误差补偿的半参数模型

近十年来，数学中的半参数模型用来补偿平差

模型误差取得了成绩，已成为当前热衷研究的课题．
研究结果表明，特别在系统误差平滑方面成果显著，

但在其他消除系统误差源方面，此法的成果较少，值

得注意．
半参数模型为

Ｖ＝ＡＸ^＋Ｙ^－Ｌ，　Ｐ＝Ｑ－１． （３１）
Ｙ为模型误差（亦可写成 ＧＴε），因为 Ｘ为 ｔ×１向
量，Ｙ为ｎ×１向量，参数个数ｎ＋ｔ大于方程个数 ｎ，
为此该法给出补偿准则，其准则为

ＶＴＰＶ＋αＹ^ＴＲＹ^＝ｍｉｎ． （３２）
确定α和Ｒ是该法的难题，要结合实际问题确定．

针对模型误差视实际问题不同可灵活采用经典

和现代平差理论和方法，除上述方法外还有许多方

法，例如利用模型误差参数化及其先验信息用滤波

和配置方法来补偿．采用其参数的某种范数为最小
的秩亏自由网平差以及参数的选取、模型的比较来

寻找最优模型，从而也就消除和减弱模型误差，使达

０３
陶本藻．现代平差模型及其应用．

ＴＡＯＢｅｎｚａｏ．Ｍｏｄｅｒｎａｄｊｕｓｔｍｅｎｔｍｏｄｅｌａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ．



到正确的平差模型，保证了平差成果的质量．

４　结论
Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ

　　本文综述了现代平差理论和方法从消除和减弱
模型误差的角度，论述了现代平差的应用．在“３Ｓ”
及其集成的数据处理中如何灵活应用现代平差理论

和方法，如何构造合理的平差模型，是当前研究的前

沿课题，充分说明掌握和研究现代平差理论及其发

展的重要性．
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