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有扭仿射李代数赋值模的某些性质

高永存１

摘要

设ｇ为有限维复单李代数，^ｇ［σ］为
对应的有扭仿射李代数，Ｕ１，…，Ｕｒ为不
可约ｇ－模，ｚ１，…，ｚｒ为互不相同的非零
复数．利用生成函数的方法证明赋值模
Ｕ１（ｚ１）…Ｕｒ（ｚｒ）为 ｇ^［σ］－模范畴 Ｅ
中不可约模并证明其同构定理．
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０　引言
Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　　仿射李代数赋值模是一类重要的模．Ｃｈａｒｉ和 Ｐｒｅｓｓｌｅｙ分别在文
献［１］、［２］中证明无扭仿射李代数任何有限维不可约模必为赋值模．
文献［３］中对无扭仿射李代数引入了模范畴 Ｅ并用生成函数的方法
证明当Ｕｒ，…，Ｕｒ为不可约 ｇ－模，ｚ１，…，ｚｒ为互不相同的非零复数
时，无扭仿射李代数 ｇ^－赋值模Ｕ１（ｚ１）…Ｕｒ（ｚｒ）为模范畴Ｅ中不
可约模并证明其同构定理．本文将该结果推广到有扭仿射李代数的
情形．

１　概念与引理
Ｃｏｎｃｅｐｔｓａｎｄｌｅｍｍａｓ

　　设ｇ为复数域上一有限维单李代数，（·，·）为ｇ上一非退化不

变双线性型．设σ为ｇ的一阶为Ｎ的自同构，ε＝ｅｘｐ２πｉＮ．则
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　　设 ｇ^［σ］为对应的有扭仿射李代数，即：

ｇ^［σ］＝
Ｎ－１

ｉ＝０
ｇｉｔ

ｉ
ＮＣ［ｔ，ｔ－１］＋Ｃｋ．

[
则有

ａｔｍ＋
ｉ
Ｎ，ｂｔｎ＋

ｊ ]Ｎ ＝［ａ，ｂ］ｔｍ＋ｎ＋
ｉ＋ｊ
Ｎ ＋ ｍ＋ｉ( )Ｎ （ａ，ｂ）δｍ＋ｉＮ，－ｎ－ｊＮｋ，（１）

其中：ａ∈ｇｉ；ｂ∈ｇｊ；ｍ，ｎ∈Ｚ；ｋ为一非零中心元．
对ａ∈ｇｉ，定义生成函数
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线性扩张下ｇ中元有生成函数．利用生成函数，式（１）等价于
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对ａ∈ｇｉ，ｎ∈Ｚ，记 ａ（ｎ）为对应于元 ａｔ
ｎ＋ｉＮ在 ｇ^［σ］－模上的

作用．



　　有如下引理［４］：

　　引理１　设 Ａ１、Ａ２为具有单位元的结合代数，
Ｕ１、Ｕ２分别为不可约 Ａ１、Ａ２－模．若 ＥｎｄＡ１Ｕ１＝Ｃ或
Ａ１维数可数，则Ｕ１Ｕ２为不可约Ａ１Ａ２－模．

２　Ｕ１（ｚ１）…Ｕｒ（ｚｒ）的不可约性及同构
定理

ＩｒｒｅｄｕｃｉｂｉｌｉｔｙａｂｏｕｔＵ１（ｚ１）…Ｕｒ（ｚｒ）ａｎｄｔｈｅ

ｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍｔｈｅｏｒｅｍ

　　定义１　记 Ｅ为 ｇ^［σ］的满足下述条件的模 Ｗ
构成的范畴：对Ｗ，存在（与 Ｗ有关）的非零多项式
ｐ（ｘ）∈Ｃ［ｘ］，使得

ｐ（ｘ）ａ（ｘ）ｗ＝０，ａ∈ｇ，ｗ∈Ｗ．
命题１　对Ｅ中任何模，^ｇ［σ］的中心作用为零．
证明：设Ｗ为 Ｅ中 ｇ^［σ］－模．有非零多项式

ｐ（ｘ）使得ｐ（ｘ）ａ（ｘ）Ｗ＝０，ａ∈ｇ．
若ｐ（ｘ）为一常数，则对任何ａ∈ｇ，有ａ（ｘ）＝０．

所以ａ（ｎ）＝０，ａ∈ｇ，ｎ∈Ｚ．由式（１）有 ｋ在 Ｗ上的
作用为零．

设ｐ（ｘ）的次数大于０，则ｐ′（ｘ）≠０．取 ａ，ｂ∈ｇ０
使得（ａ，ｂ）＝１．由式（２）有
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因此ｋｐ（ｘ１）ｐ′（ｘ１）＝０，所以ｋ在Ｗ上的作用为０．

设Ｕ为一ｇ－模，ｚ为一非零复数．取定一ｚ
１
Ｎ，令

ｇ^［σ］在Ｕ上的作用如下：
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则Ｕ在上述作用下成为 ｇ^［σ］的水平为０的模，记做
Ｕ（ｚ）．若Ｕ为不可约 ｇ－模，显然有 Ｕ（ｚ）为不可约
ｇ^［σ］－模．进一步，设 Ｕ１，…，Ｕｒ为 ｇ－模，ｚ２，…，ｚｒ
为互不相同的复数，^ｇ［σ］－模的张量积ｒ

ｋ＝１Ｕｋ（ｚｋ）
称为赋值模．

下面证明赋值模ｒ
ｋ＝１Ｕｋ（ｚｋ）在范畴 Ｅ中．设 ａ

∈ｇｉ，ｕｋ∈Ｕｋ（ｚｋ）＝Ｕｋ，有
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因为（ｘ－ｚｋ）δ

ｚｋ( )ｘ ＝０，ｋ＝１，…，ｒ，有

（ｘ－ｚ１）…（ｘ－ｚｒ）ａ（ｘ）（ｕ１…ｕｒ）＝０．
因此有

命题２　设Ｕ１，…，Ｕｒ为不可约 ｇ－模，ｚ１，…，ｚｒ
为非零复数．则对赋值 ｇ^［σ］－模 Ｕ１（ｚ１）…
Ｕｒ（Ｚｒ）有

（ｘ－ｚ１）…（ｘ－ｚｒ）ａ（ｘ）＝０，ａ∈ｇ．
特别地，赋值 ｇ^［σ］－模Ｕ１（ｚ１）…Ｕｒ（ｚｒ）在

范畴Ｅ中．
命题３　设Ｕ１，…，Ｕｒ为不可约 ｇ－模，ｚ１，…，ｚｒ

为互不相同的非零复数，则 ｇ^［σ］－赋值模 Ｕ１（ｚ１）
…Ｕｒ（ｚｒ）为不可约模．

证明：因为泛包络代数 Ｕ（^ｇ［σ］）为可数维代
数，由引理１及数学归纳法 Ｕ１（ｚ１）…Ｕｒ（ｚｒ）为
不可约 ｇ^［σ］…ｇ^［σ］－模．

设π为对应的表示．对１≤ｊ≤ｒ，记 ψｊ为 ｇ^［σ］
到 ｇ^［σ］…ｇ^［σ］的第 ｊ个分量的嵌入映射，ψ＝
ψ１＋… ＋ψｒ．在 ｇ^［σ］［［ｘ，ｘ

－１］］对 ψ及 ψ１，…，ψｒ
上作自然线性扩张．

设１≤ｊ≤ｒ，令ｐｊ（ｘ）＝ｋ≠ｊ
（ｘ－ｚｋ）／（ｚｊ－ｚｋ），

则
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ｚｋ( )ｘ ＝δｊ，ｋδ
ｚｋ( )ｘ，ｋ＝１，…，ｒ．

由式（３）对Ｕ１（ｚ１）…Ｕｒ（ｚｒ）得
ｐｊ（ｘ）πψｋ（ａ（ｘ））＝δｊ，ｋπψｋ（ａ（ｘ）），

１≤ｊ，ｋ≤ｒ，ａ∈ｇ．
因此在Ｕ１（ｚ１）…Ｕｒ（ｚｒ）上，

ｐｊ（ｘ）πψ（ａ（ｘ））＝πψｊ（ａ（ｘ）），
１≤ｊ≤ｒ，ａ∈ｇ．

所以

πψｊ（^ｇ［σ］）πψ（^ｇ［σ］），ｊ＝１，…，ｒ．
由此得

πψ（^ｇ［σ］）＝πψ１（^ｇ［σ］）＋… ＋πψｒ（^ｇ［σ］）．
所以Ｕ１（ｚ１）…Ｕｒ（ｚｒ）为不可约 ｇ^［σ］－模．

命题４　设 Ｕ１，…，Ｕｒ，Ｖ１，…，Ｖｒ为非平凡不可
约ｇ－模，ｚ１，…，ｚｒ，ξ１，…，ξｓ为２组两两互不相同的
非零复数．则 ｇ^［σ］－模 Ｕ１（ｚ１）…Ｕｒ（ｚｒ）与
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Ｖ１（ξ１）…Ｖｓ（ξｓ）同构的充要条件为 ｒ＝ｓ且在最
多相差一个置换的意义下ｚｊ＝ξｊ，ＵｊＶｊ．

证明：充分性显然．下面证明必要性．设Ｕ为范畴
Ｅ中任一 ｇ^［σ］－模．则有唯一的次数最低的首项系数
为１的多项式ｐ（ｘ）使得ｐ（ｘ）ａ（ｘ）Ｕ＝０，ａ∈ｇ．显然Ｅ
中同构的 ｇ^［σ］－模有相同的次数最低的首项系数为１
的多项式．若Ｕ＝Ｕ１（ｚ１）…Ｕｒ（ｚｒ），下面证明

ｐ（ｘ）＝（ｘ－ｚ１）…（ｘ－ｚｒ）．
首先，由命题 １在 Ｕ１（ｚ１）…Ｕｒ（ｚｒ）上，有

ｐ（ｘ）ａ（ｘ）＝０，ａ∈ｇ．设ｑ（ｘ）为任一使得在Ｕ１（ｚ１）…
Ｕｒ（ｚｒ）上对任何 ａ∈ｇ满足 ｑ（ｘ）ａ（ｘ）＝０的多项
式．令
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（ｘ－ｚｋ）／ｚｊ－ｚｋ，ｊ＝１，…，ｒ．

对ａ∈ｇｉ，ｕｊ∈Ｕｊ，ｊ＝１，…，ｒ，有
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　　因为每一Ｕｊ为非平凡 ｇ－模，有 ｑ（ｚｊ）＝０，ｊ＝
１，…，ｒ．因此ｐ（ｘ）整除ｑ（ｘ）．所以ｐ（ｘ）为对应的次
数最低的首项系数为１的多项式．

设Ｕ１（ｚ１）…Ｕｒ（ｚｒ）与Ｖ１（ξ１）…Ｖｓ（ξｓ）同
构且Φ为同构映射．则２张量模具有相同的首项系
数为１的多项式．因此（ｘ－ｚ１）…（ｘ－ｚｒ）＝（ｘ－ξ１）
…（ｘ－ξｓ）．所以ｒ＝ｓ且在最多相差一置换的意义下
ｚｊ＝ξｊ，ｊ＝１，…，ｒ．设 ｚｊ＝ξｊ，ｊ＝１，…，ｒ．对１≤ｊ≤ｒ，ａ
∈ｇｉ，ｕｋ∈Ｕｋ，ｖｋ∈Ｖｋ，ｋ＝１，…，ｒ，则有
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其中：ａ∈ｇｉ；ｖ１∈Ｖ１，…，ｖｒ∈Ｖｒ；σｊ（ａ）（ｖ１…ｖｒ）
＝ｖ１…ａｖｊ…ｖｒ．由此得 Ｕｊ同构于 Ｖｊ，ｊ＝１，
…，ｒ．

３　结论
Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ

　　顶点算子代数理论及生成函数的广泛使用极大
地推动了李代数理论及相关学科的发展．仿射李代
数模范畴Ｅ及模范畴Ｃ的引入及利用生成函数方法
对其进行的深入讨论给出了一种将不同类型仿射李

代数模综合研究的可能性．本文将非扭仿射李代数
范畴Ｅ中赋值模的结论推广到有扭仿射李代数的情
形，其结论和方法对其他有关非扭仿射李代数的结

论向有扭仿射李代数延伸具有某种适用性．
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８１
高永存．有扭仿射李代数赋值模的某些性质．
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