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漫谈 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性的理论、方法和应用

廖晓昕１

摘要

根据个人学习研究稳定性的心得体

会，首先介绍了前苏联伟大的数学力学

家Ｌｙａｐｕｎｏｖ院士的博士论文《运动稳定
性的一般问题》在全世界产生的超过 １
个世纪的巨大影响．叙述了由该博士论
文首创的几个巨大成就何以能奠定１门
学科的基础，从而开创了１个新的重要
的研究方向，以及留给后人很多很多研

究的课题的理由．特别地，用事实和科学
断语回答了“Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性已领风骚
１００多年，余晖还几何”的问题．明确表
明１个观点：稳定性将是１个“永恒的主
题”，不老的科学，定将永恒地给人启迪，
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１ 华中科技大学 控制科学与工程系，武汉，
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０　引言
Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　　欣闻《南京信息工程大学学报》创刊，特致以读者的热烈祝贺．蒙
编辑部盛情，邀笔者写１篇关于Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性方面的综述文章，内
心顿感惶然．虽然，笔者学习、讲授、钻研这个理论数十年，但综述题
目太大，面太广，而Ｌｙａｐｕｎｏｖ博士论文《运动稳定性的一般问题》［１］发
表１００多年来，追随者何止万千？迄今为止，有关Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性的
专著、编著达上百部（仅中文著作就有２０多部），论文逾数万篇．在如
此浩如烟海的知识海洋中，笔者的知识只不过是渺渺沧海之一粟．加
之，退休后查阅文献更是困难重重，要求写１篇中肯的综述，这远非笔
者的能力所及．因此，本文仅呈现少数几篇其他学者关于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳
定性的综述文献［２１１］，这些文献从不同时期，不同侧面反映了很多有

关稳定性的动态进展信息，相信读者可以从这些文献中找到自己感

兴趣的材料．当然，也为不负盛意，笔者仍愿抛砖引玉，写一点个人学
习、讲授、钻研Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性的心得体会，与读者共勉．本文尽量少
涉及一些同行具体的工作，以免挂一漏万．至于个人的见解片面，体
会肤浅，也就不顾忌其孤陋寡闻而被贻笑大方了！但愿读者原谅且批

评指正．

１　Ｌｙａｐｕｎｏｖ博士论文的巨大影响
ＴｒｅｍｅｎｄｏｕｓｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆＬｙａｐｕｎｏｖｓｄｏｃｔｏｒａｌｔｈｅｓｉｓ

　　１８９２年，伟大的俄国数学力学专家亚历山大·米哈伊维奇·Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ院士（Ａ．Ｍ．Ляпунов），完成了他的天才博士论文《运动稳定性
的一般问题》［１］．前四五十年之内，它的影响范围还基本上局限于前
苏联的数学、力学界，甚至是曲高和寡而被束之高阁，仅仅流连辗转

在少数理论修养很高的数学力学专家手中，后来因得到自动控制界

的青睐，反响逐渐增大且越来越强烈．１９０７年论文被译成法文，而传
至美国，由Ｐｒｉｎｃｅｔｏｎ大学于１９４７年再译成英文．１９５４年，曾获美国哈
佛大学数学博士学位，后来回到中国科学院数学研究所工作的秦元

勋教授将Ｌｙａｐｕｎｏｖ博士论文编译成中文讲义，在数学研究所举办讲
习班，系统地讲解研讨这篇博士论文，Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论由此传入
中国，开始在中国开花结果．该讲义后以纪念Ｌｙａｐｕｎｏｖ诞生１００周年
的名义，于１９５８年由科学出版社（北京）出版［１２］．　　　　



　　１９５２年，前苏联著名的数学家马尔金（Малки）
的专著《运动稳定性》［１３］（有中译本）及１９５５年苏联
著名控制论专家列托夫（Летов）的专著《非线性调
节系统的稳定性》［１４］（有中译本）都在序言中提到

“现代自动调节理论，不论它以何种体系出现，总是

发轫于１个唯一牢固的基础———Ｌｙａｐｕｎｏｖ运动稳定
性学说”．这样，Ｌｙａｐｕｎｏｖ博士论文的影响力越来
越大．
１９５９年，当时美国数学界的领军人物———前微

分方程杂志（ＪＤｉｆｆＥｑｕｓ）主编 ＪＬａＳａｌｌｅ［１５］教授和另
１位著名教授ＳＬｅｆｓｓｃｈｔｚ［１６］组织了１个讨论班，系统
地学习研讨Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论．后来，ＪＬａＳａｌｌｅ发
现了Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数与 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ极限集之间的关系，
给出了Ｌｙａｐｕｎｏｖ理论一个新的统一的认识，推广了
Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接法．他认为研究１个动力系统的渐近
行为，当适当选定了 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数便能给出极限集
位置的信息，他特别利用极限集的不变性，以不变原

理为纲，用简洁的篇幅和高度概括的手段，完成了他

的著名专著《动力系统的稳定性》（有中译本）［１７］．
他在序言中写道：“在某种程度上说，Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接
法在西方被重新发现是２０世纪５０年代中期的事，
那时至少在非线性控制系统的设计中已广泛地承认

了它的重要性，我对 Ｌｙａｐｕｎｏｖ理论的理解和赏识始
于１９５９年……”．ＪＬａＳａｌｌｅ在２０世纪６０年代还说
过：“稳定性理论在吸引全世界数学家的注意，Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ直接法得到了工程师的广泛赞赏……稳定性
正迅速变成训练控制论方面的工程师的一个标准部

分．”由于他在美国学术界的地位及对 Ｌｙａｐｕｎｏｖ理
论的高度赞赏，Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性在美国开始广泛而
迅速地传播开来．
１９９２年，在美国佛罗里达州召开首届非线性世

界大会，与会代表有数千人，大会主席是印度籍美国

著名数学家ＶＬａｋｓｈｍｉｋａｎｔｈａｎ．他担任多家国际学术
刊物的主编，但他的主要成就仍然是在于稳定性方

面所做出的突出贡献．大会设有１个纪念 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
博士论文发表１００周年的分会场，分会有众多人参
加，会场上悬挂着 Ｌｙａｐｕｎｏｖ的巨幅肖像，还有很多
前苏联学者在前排就座．有 １个特邀的年迈的嘉
宾———１位莫斯科大学教授，大会破例允许他１个人
用俄文宣读稳定性方面的论文．虽然临时找的英语
翻译表述得不够流畅，但论文宣读结束时，与会者因

为对Ｌｙａｐｕｎｏｖ和他的几代学生们的成就的敬仰，依
然报以热烈的掌声，以示由衷感谢 Ｌｙａｐｕｎｏｖ对稳定

性理论的所做出杰出贡献．笔者有幸参加了这次会
议［１８］，目睹这感人的场面，尤其是第１次见到１个学
者的巨幅肖像被悬挂并为众人所由衷敬仰时，非常

惊奇！

１９９２年，英国的国际权威刊物控制论（ＩｎｔＪ
Ｃｏｎｔｒｏｌ）专辟１期全部发表纪念 Ｌｙａｐｕｎｏｖ博士论文
发表１００周年的论文，这些论文来自世界各地，本文
仅引用３篇［２４］，以兹佐证．

中国的《自动化学报》１９９３年发表了黄琳院士
的文章《Ｌｙａｐｕｎｏｖ的发展和历史性成就———纪念
Ｌｙａｐｕｎｏｖ的博士论文“运动稳定性的一般理论”发
表１００周年》［５］．

还有文献［８１１］都是闪耀着 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性
思想光辉的文章．

以上事实，以上文献，说明了 Ｌｙａｐｕｎｏｖ博士论
文所产生的巨大影响和不可磨灭的历史性贡献，它

是属于全人类共同拥有的知识和财富．

２　Ｌｙａｐｕｎｏｖ博士论文开创的研究方向
ＲｅｓｅａｒｃｈｄｉｒｅｃｔｉｏｎｉｎａｕｇｕｒａｔｅｄｂｙＬｙａｐｕｎｏｖｓｄｏｃ
ｔｏｒａｌｔｈｅｓｉｓ

　　Ｌｙａｐｕｎｏｖ的博士论文之所以有如此长久而深刻
的影响，有如此引人入胜的巨大魅力，简单通俗地

说：因为稳定性是研究１个静态或运动系统在各种
偶然或持续的干扰下能否保持预定的状态或理想的

运动规律和方式，不致于摇摆不定，动乱不宁的问

题［１９２１］．１个不稳定的系统，小则无法正常工作；大
则为人类带来灾难甚至毁灭性的恶果，例如社会动

荡、金融危机、电网崩溃、飞机失事等．因此，为确保
系统的稳定性，避免不稳定事件的发生，稳定性研究

当然成为非常重要的研究课题，成了关系到国计民

生的一门至关重要的现实学问［６１４，１７１９，２２］．
著名科学家拉普拉斯（Ｌａｐｌａｃｅ）、拉格朗日（Ｌａ

ｇｒａｎｇｅ）、马克思威尔（Ｍａｘｗｅｌｌ）、汤姆逊（Ｔｈｏｍｓｏｎ）、
德特（Ｔａｉｌ）、庞加莱（Ｐｏｎｉｃａｒｅ）等早就关注且在很多
场合下先后使用过稳定性概念，但却一直没有关于

稳定性的严格、精确的数学定义，而没有严格的数学

定义和科学概念，一般的理论框架是难以建立和巩

固的，必然是各人按各人的理解，难以达成共识，难

以进行深入系统的研究［１９，２１］．
Ｌｙａｐｕｎｏｖ在他的博士论文中首次给出运动稳定

性的严格的数学定义［１］，他根据分析数学中的极限

论和微分方程解对初值和参数的连续依赖思想，用

２
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极限论中的（εδ）语言分别给系统的平衡位置的稳
定性、吸引性、渐近稳定性和不稳定性等下了准确的

数学定义．这个定义为众人所接受和公认，沿用至
今．众所周知，极限是现代分析数学（数学分析、实变
函数、泛函分析、拓扑学、概率与统计等）的灵魂，如

果没有Ｃａｕｃｈｙ关于极限的严格的数学定义（即 εδ
语言），老是停留在“一尺之锤，日取其半，万世不

竭”这种理解上，这些数学分析的大厦是无法建立起

来的．如果没有 Ｌｙａｐｕｎｏｖ关于稳定性的科学定义，
稳定性要成为一门经久不衰的学科，也是不可能的．
因此，稳定性定义的首次给出，无异于奠下了稳定性

学科的第１块基石，应是 Ｌｙａｐｕｎｏｖ博士论文的第１
个巨大贡献．

Ｌｙａｐｕｎｏｖ不仅给出稳定性的科学定义，而且首
创性地给出了与之相匹配的研究稳定性的第１方法
（级数法）和第２方法（直接法），特别是第２方法，
不仅方法是独创的，而且最为适用，应用范围极广．
本文仅谈他的第２方法．

Ｌｙａｐｕｎｏｖ受能量函数的启发和庞加莱（Ｐｏｉｎｃａ
ｒｅ）的地形系思想的影响，但又不拘泥于能量函数，
而是把它抽象推广，引进更一般的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数．
依赖这个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数的梯度和微分方程右端所
定义的向量之间的内积的符号，来得到稳定与否的

判断的前所未有的方法．它最大的优越性就是不依
赖微分方程解的本身，逾越了求解微分方程这个极

难逾越的鸿沟．因为哪怕是１个最简单的微分方程，
都无法求出解的解析表达式．如果根据解的解析表
达式的形式来判定稳定与否，必然是相当狭窄的，适

用范围绝对不可能很广．下面通过 ｎ＝２来看 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ直接法的几何思想［１９］．

例如：考虑二维自治系统

ｄｘ
ｄｔ＝ｆ（ｘ，ｙ），

ｄｙ
ｄｔ＝ｇ（ｘ，ｙ）

{ ．
（１）

ｆ（０，０）＝ｇ（０，０）＝０．
要研究式（１）的平衡位置ｘ＝ｙ＝０的稳定性，欲

求出解ｘ（ｔ）＝ｘ（ｔ，ｔ０，ｘ０，ｙ０），ｙ（ｔ）＝ｙ（ｔ，ｔ０，ｘ０，ｙ０），
讨论它与平衡位置 ｘ＝ｙ＝０的渐近行为，绝大多数
情况下是不可能的．

假如人们能找到１个正定的、可微的且具有单
调性的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数 Ｖ（ｘ，ｙ），姑且把式（１）的解 ｘ
（ｔ），ｙ（ｔ）代入Ｖ（ｘ，ｙ），得到Ｖ（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ））．

由平衡位置（０，０）的渐近稳定、稳定、不稳定的

定义，形象直观地说是由解（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ））“走近”原
点（０，０），不远离原点（０，０），远离原点（０，０）来决定
的，而此信息等价于 Ｖ（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ））是 ｔ的“下降”、
“不增”、“上升”函数，而后者又等价于

ｄＶ（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ））
ｄｔ ＜０，

ｄＶ（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ））
ｄｔ ≤０，

ｄＶ（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ））
ｄｔ ＞０，

进而
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＜０，　当θ＞π２；

＝０，　当θ＝π２；

＞０，　当θ＜π２
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其中θ是Ｖ的梯度ｇｒａｄＶ＝ Ｖｘ
，
Ｖ
( )ｙ

Ｔ

与向量（ｆ，ｇ）

的夹角．图１即表示式（１）的平衡位置ｘ＝ｙ＝０渐近
稳定的几何意义．

图１　平衡位置ｘ＝ｙ＝０渐近稳定的几何意义
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｇｅｏｍｅｔｒｉｃｍｅａｎｉｎｇｏｆａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｓｔａｂｌｉｌｉｔｙ

ｆｏｒｔｈｅｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｐｏｓｉｔｉｏｎｘ＝ｙ＝０

最后的表达式（２）已不依赖于系统的解的解析
表达式了，仅依赖于Ｖ的梯度与向量（ｆ，ｇ）的夹角．

Ｌｙａｐｕｎｏｖ根据这些原始的几何思想，上升到用
分析语言，给出１条稳定性定理，１条渐近稳定性定
理，２条不稳定性定理，这几条定理被誉为稳定性的
基本定理，为稳定性理论奠定了牢固的基础．这是
Ｌｙａｐｕｎｏｖ博士论文的第２个巨大贡献．

第３大贡献就是Ｌｙａｐｕｎｏｖ还建立了１次近似理

３
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论，该理论为实际工作者提供了研究非线性系统稳

定的重要方法．
对于一般的非线性ｎ维系统

ｄｘ
ｄｔ＝ｆ（ｘ），ｆ（０）＝０，

ｘ∈Ｒｎ，ｆ（·）∈Ｃ［Ｒｎ，Ｒｎ］， （３）
构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数往往不易，如果将系统在原点线
性化，其线性系统为

ｄｘ
ｄｔ＝Ｊ ｘ＝０

ｘ＝ ｆｉ
ｘ( )
ｊ ｎ×ｎ ｘ＝０

ｘ∶ Ａｘ． （４）

Ｌｙａｐｕｎｏｖ１次近似理论的内容是：若系统（３）在
ｘ＝０的线性化系统（４）的系数矩阵Ａ的特征值具有
双曲结构，即Ｒｅλ（Ａ）≠０，则式（４）的平衡位置ｘ＝０
的稳定性，蕴涵着式（３）的平衡位置具有同样的稳定
性．而后者已化为了１个代数问题．

在此之前，尽管达朗倍尔（ＤＡｌａｍｂｅｒｔ）、拉格朗
日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）、马克思威尔（Ｍａｘｗｅｌｌ）、魏施涅格特斯
基（Вышнералский）、茹可夫斯基（Жуковсий）及斯
图多（Ｃｔｏｄｏｌａ）等都曾采用过１次近似方法研究稳定
性，但未从数学上严格证明其合理性．这个合理性的
证明也是由Ｌｙａｐｕｎｏｖ来完成和完善的［１，１９］．

当Ｒｅλ（Ａ）＝０，即临界情况，１次近似理论失
效．Ｌｙａｐｕｎｏｖ在他的博士论文［１］中，呕心沥血地以大

量篇幅解决了第１临界情况（即 Ａ除了有１个０特
征值，其它特征值均为负实部）与第２临界情况（即
Ａ有１对０实部特征值，余皆具有负实部）等极为复
杂的稳定性问题．有些学者认为 Ｌｙａｐｕｎｏｖ博士论文
中关于临界点稳定性问题的分析是最精彩、最艰难

的部分［１２］．大师那种使用高超的技巧，细致入微的
分析，从而彻底解决问题的独特方法，还有治学严谨

的风格留给后人许多启示．
由于Ｌｙａｐｕｎｏｖ不仅提出了稳定性的定义，而且

还提出了解决稳定性的独特的有效的方法，真所谓

既授人以“鱼”，又授人以“渔”，使这个理论和方法

不断的深化发展．
众所周知，Ｌａｎｇｒａｎｇｅ是１８世纪伟大的数学家、

物理学家，闻名早于Ｌｙａｐｕｎｏｖ，他在对天体力学的深
刻研究中提出过解的有界性、最终有界性的概念，但

没有提出解决这些问题的一般方法，基本上囿于力

学系统中的能量函数．
近几年，笔者等在研究混沌控制与混沌同步

时［２３２５］，发现解的最终有界性极为重要，但去查找这

方面的文献时，却寥寥无几，究其原因恐怕还是缺乏

一般性方法．最后，还是用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数法，得到了

关于几个实际系统最终有界的结果［２６２８］，特别是关

于Ｌｏｒｅｎｚ系统的全局指数吸引集的工作，不仅改进
和推广了俄罗斯院士 Ｌｅｎｏｖ的工作，而且还囊括了
迄今为止所有类似工作为特例，受国际学术期刊

《ＩｎｔＪＢｉｆａｒ＆Ｃｈａｓ》主编邀请，在该刊发表了１篇关
于具有光滑激励非线性函数的 Ｃｈｕａ氏电路的全局
指数吸引集的论文［２７］．

可见，Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数法的应用，远远不限于 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ稳定性［２９］，实际上在研究如 Ｌａｎｇｒａｎｇｅ稳定
性、实用稳定性、部分变元稳定性、持续摄动下的稳

定性、区间动力系统的 Ｒｏｂｕｓｔ稳定性以及集合稳定
性、周期解的存在等方面，也是最有效的工具．

３　Ｌｙａｐｕｎｏｖ方法的发展空间
ＴｈｅｄｅｖｅｌｏｐｉｎｇｓｐａｃｅｏｆＬｙａｐｕｎｏｖｍｅｔｈｏｄｓ

　　Ｌｙａｐｕｎｏｖ创立的稳定性理论，特别是第２方法，
即使在常微分方程领域内，也留给后人许多发展的

空间．
３．１　Ｌｙａｐｕｎｏｖ基本定理的推广

如何推广改进 Ｌｙａｐｕｎｏｖ基本定理是学者们首
先考虑的问题，其中最典型是 Ｌｙａｐｕｎｏｖ杰出的学生
切塔耶夫（Четаев）［３０］推广了 Ｌｙａｐｕｎｏｖ２个不稳定
性定理，减弱了条件．然后是前苏联的著名数学家巴
尔巴辛 （Ｂａｒａｂａｓｈｉｎ）［３１］和克拉索夫斯基 （Ｋｒａ
ｓｏｖｓｋｉｉ）［３２］推广和改进了 Ｌｙａｐｕｎｏｖ渐近稳定性定

理，将Ｖ函数沿解的导数ｄＶｄｔ负定，改为半负定，但不

恒取等号．数学家马尔金（Ｍａｌｉｋｉｎ）［１３］改进 Ｌｙａｐｕｎｏｖ

渐近稳定性，甚至允许
ｄＶ
ｄｔ变号．当然，最出色的还是

美国数学大师 ＬａＳａｌｌｅ根据 Ｌｙａｐｕｎｏｖ渐近稳定性和
白劳霍夫（Ｂｉｒｋｈｏｆｆ）极限集之间的关系，发现了不变
原理，进一步推广改进了 Ｌｙａｐｕｎｏｖ渐近稳定性
定理［１７］．

我国也有许多学者［３３４２］，有的甚至是名不见经

传的年轻学者，其中有些是笔者的学生［３４］，也从多

个侧面改进和推广了 Ｌｙａｐｕｎｏｖ基本定理．但这些改
进和推广的基本思想仍源于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接法，丝毫
不损Ｌｙａｐｕｎｏｖ原创思想的光辉．
３．２　Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性概念的推广

如何从概念上推广稳定性，也是学者们考虑的

重要课题．Ｌｙａｐｕｎｏｖ最早研究的稳定性是研究解
ｘ（ｔ，ｔ０，ｘ０）的渐近行为，是视 ｔ０，ｘ０为参数，一经选
定，就认为它是不变的，但严格地说来，当考虑 ｘ（ｔ，

４
廖晓昕．漫谈Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性的理论、方法和应用．

ＬＩＡＯＸｉａｏｘｉｎ．Ｔａｌｋｉｎｇｏｎｔｈｅｔｈｅｏｒｙ，ｍｅｔｈｏｄｓａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆＬｙａｐｕｎｏｖｓｔａｂｉｌｉｔｙ．



ｔ０，ｘ０）的渐近行为时，不能不考虑这种渐近行为关于
ｔ０，ｘ０是否一致的问题．如果考虑平衡位置 ｘ的稳
定、渐近稳定关于 ｘ０是一致的，就产生了等度稳定
的概念；如果这些平衡位置 ｘ的稳定、渐近稳定关
于ｔ０，ｘ０同时是一致的，就自然提出一致稳定、一致
渐近稳定的概念，同时还提出了比渐近稳定更强的

指数稳定的概念．如果允许初始扰动 ｘ０的范围不受
限制，就提出了所谓大范围（或全局）稳定的概念．
于是就这些新的概念，提出了新的类似于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
博士论文中的几个定理的新定理，这方面的工作，要

数前苏联的波茨西德斯基（Г．Д．Персидский）［４３］的
工作最为出色．
３．３　Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性定理的充要条件

当数学家证明了１个定理的条件是充分的，自
然要问，条件是否也是必要的？如果是，则这个条件

是完美无缺的．人们自然要问：Ｌｙａｐｕｎｏｖ基本定理是
否可逆？若可逆，则不仅说明 Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接法理论
上的至善至美，应用范围也十分广泛．沿着这个思
路，后来学者进行了艰苦的努力．除了 Ｌｙａｐｕｎｏｖ的
渐近稳定性定理不可逆，其他定理，包括推广的一致

稳定、一致渐近稳定、指数稳定、全局指数稳定及不

稳定定理等所有定理，都是可逆的［１９］．不过，这种可
逆性的证明，即 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数存在性的证明，是建
立在解存在性的基础上的，并不能轻易构造出它的

解析表达式来．而满足定理条件的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，
只要找到了１个（具体构造出来）就等于找到了无穷
多个．例如，若 Ｖ是满足某定理要求的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函
数，则ＣＶ（对于任意的 Ｃ＞０）也是满足该定理合适
的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数．任何函数 φ（Ｖ）（φ′＞０）也是，故
有无穷多个．如果写成定理形式，系统的平衡位置有
某种稳定性的充分必要条件是存在１个合适的Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ函数Ｖ，它的导数ｄＶｄｔ满足定理条件，值得注意

的是证充分性时所用的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数与证明必要
性时所找到的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数不一定也不必要是同１
个Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数［１９２０］．
３．４　构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数的基本方法

Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接法的核心技巧是构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
函数，虽然人们针对不同实际问题已经运用多种方

法（能量函数法、类比法、梯度法、变梯度法、微分矩

方法等）具体构造出满足需要的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，并
获得了广泛的承认，但构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数的方法仍
无一般规律可循，纯粹是研究工作者本人的经验和

技巧．这些方法都是试探性的，没有构造性的必然成

功程序可言．
这当然是一个遗憾，但也正因为如此原则性与

灵活性高度统一，反而留给了人们更加广阔的施展

才华的机会，鼓励那些“勤于思考，锲而不舍，锐利进

取，精益求精”的人去砂里淘金．例如，笔者通过漫长
岁月的苦苦思索，利用巧妙的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数法终于
得到Ｌｏｒｅｎｚ系统平衡位置 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性的充分
必要条件，而且应用到多个混沌系统的混沌控制，较

大地改进了近期的一些权威论文的结果．
所以有人说过：“谁能构造出 １个巧妙的 Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ函数，谁就能得出１批好结果，谁就能发表１
批好的文章”．这是１位权威学者的肺腑之言．

如何构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，文献［１９］有１个简略
的概述，介绍了３种试探凑合的原则性方法．
３．４．１　凑合Ｖ函数法

先试探构造出正定的函数 Ｖ（或变号 Ｖ），然后

沿系统之解对 Ｖ求导数ｄＶｄｔ，看条件能否保证
ｄＶ
ｄｔ负

定、半负定．如能，便可断定系统的平衡位置是渐近
稳定（不稳定）、稳定的，否则任何结论也不能得到，

只得再找其它的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数Ｖ．
目前，大部分Ｖ函数的构造，都是用这种试探凑

合法．
３．４．２　倒推Ｖ函数法

先设计
ｄＶ
ｄｔ负定（或半定），然后积分求出Ｖ，来看

Ｖ是否正定．若正定，便能断定系统平衡位置渐近稳
定（稳定）；否则，也只好重新再找其它合适的 Ｖ
函数．
３．４．３　微分矩方法

同时构造Ｖ和ｄＶｄｔ，看能否满足所需条件，即所谓

微分矩方法．这种方法实际问题中应用较少．
Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函Ｖ的构造方法也一样，但更复杂．

３．５　Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数Ｖ构造实例
这里，仅就３．４．１与３．４．２介绍的２种方法，针

对具体系统来谈谈构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数Ｖ的过程［４４］．
３．５．１　非线性系统

形如

ｄｘ
ｄｔ＝Ａｘ＋ｆ（ｘ）， （５）

ｆ（０）＝０，ｆ（ｘ）ｘ →０，当ｘ→０

的非线性系统，如果不知道Ａ是否稳定，可尝试构造

５
学报：自然科学版，２００９，１（１）：１１５
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Ｖ＝ｘＴＢｘ（Ｂ正定）
并沿式（１）计算
ｄＶ
ｄｔ＝

ｘＴＢｘ＋ｘＴＢｘ＝

ｘＴ（ＢＡ＋ＡＴＢ）ｘ＋ｘＴＢｆ（ｘ）＋ｆＴ（ｘ）Ｂｘ，（６）
若ＢＡ＋ＡＴＢ负定，立即可断言平系统（６）的平衡位
置ｘ＝０指数稳定［１９］，还可以根据 λｍａｘ（ＢＡ＋Ａ

ＴＢ）
来估计ｘ＝０的吸引域．这是根据３．４．１所述方法的
思想．

如果已知Ａ为Ｈｕｒｗｉｔｚ矩阵，只是希望知道非线
性系统在多大的区域内仍然指数稳定，则可以任意

给定负定矩阵－Ｃ，作 Ｖ＝ｘＴＢｘ，其中 Ｂ为线性矩阵
不等式ＢＡ＋ＡＴＢ＝－Ｃ的解．这是根据３．４．２所述
方法的思想．
３．５．２　分离变量的非线性系统

考虑

ｄｘｉ
ｄｔ＝∑

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｆｉｊ（ｘｊ）． （７）

许多自动控制系统、生物数学系统、神经网络系统、

基因调控网络系统、复杂网络系统等都可以通过适

当的变形化为这种系统．故它的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数的构
造具有普适性．
１）加权和１次型绝对值Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数［４５４６］

Ｖ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｉ ｘｉ ．

对ａｉｊ，ｆｉｊ加一定条件，使得

Ｄ＋Ｖ
（７）
＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｃｉｘｉｓｇｎｘｉ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｉ∑

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｆｉｊ（ｘｉ）ｓｇｎｘｉ＜０．

在原点的邻域内（在 Ｒｎ内）负定ｘ＝０渐近稳定
（全局渐近稳定）．
２）如果ｆｉｉ（ｘｉ）ｘｉ＞０．ｘｉ≠０，适当选取ｃｉ＞０，ｉ＝

１，２，…，ｎ，作形如

Ｖ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｉ∫

ｘｉ

０
ｆｉｉ（ｘｉ）ｄｘｉ

的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数（若∫
ｘｉ

０
ｆｉｉ（ｘｉ）ｄｘｉ＝＋∞，则 Ｖ还是

径向无界的），看是否保证所选的 ｃｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）

存在，使得
ｄＶ
ｄｔ（７）

负定，则式（７）的平衡位置 ｘ＝０局

部（全局）渐近稳定［４７］．
３．５．３　分离变量的时滞系统［６７，２０］

对如下分离变量的时滞系统

ｄｘｉ
ｄｔ＝∑

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｆｉｊ（ｘｊ（ｔ））＋∑

ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊｇｉｊ（ｘｊ（ｔ－τｉｊ（ｔ）））．（８）

其中ｆｉｊ（０）＝０，ｇｉｊ（０）＝０，且０＜１－τｉｊ（ｔ）≤ηｉｊ．
１）作加权和与积分项的Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函

Ｖ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｉ ｘｉ ＋∑

ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１

ｂｉｊ
ηｉｊ∫

ｔ

ｔ－τｉｊ（ｔ）
ｇｉｊ（ｘｉ（τ）） ｄτ，

找到使Ｄ＋Ｖ
（８）
负定的条件，便可断言式（８）的平衡

位置ｘ＝０全局渐近稳定．

２）若 ｆｉｉ（ｘｉ）ｘｉ＞０ [，∫
ｘｉ

０
ｆｉｉ（ｘｉ）ｄｘｉ＝＋ ]∞ ，作

Ｖ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｉ∫

ｘｉ

０
ｆｉ（ｘｉ）ｄｘｉ＋∑

ｎ

ｊ＝１

ｂｉｉ
ηｉｉ ∫

ｔ

ｔ－τｉｉ
ｇ２ｉｉ（ｘｉ（τ））ｄτ，

找到使
ｄＶ
ｄｔ（８）

负定的条件，便可断言式（８）的平衡位

置ｘ＝０局部（全局）渐近稳定．对于数字系数系统，
线性矩阵不等式往往可以帮助解决ｃｉ的存在与否的
问题．

掌握这些构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函
的基本技巧，就可以阅读当前的大量文献，及从事适

当的研究工作了．诚然，与各人所下功夫的深浅是有
关的．“功夫不负有心人”，“书道助勤”这些古训总
是有益的．

４　永恒的主题，不老的学科
Ａｎｅｔｅｒｎａｌｔｈｅｍｅａｎｄｉｍｍｏｒｔａｌｓｕｂｊｅｃｔ

　　也许有人（特别是想从事稳定性学习和研究的
年轻学子）会问：“Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性已领风骚１００多
年，余晖还几何？随着科学技术的日新月异，新型学

科如雨后春笋，这古老的学科会不会退出历史

舞台？”

笔者认为，它不仅不会退出历史舞台，还会大放

光芒．理由有以下几条：
１）Ｌｙａｐｕｎｏｖ在常微分方程中开创的稳定性的

直接法，在不同时期，不同地区，已经或正在或将来

会推广到差分方程、微分差分方程［４８４９］、泛函微分方

程［５０］、积分微分方程、偏微分方程、偏泛函微分方

程、随机微分方程、随机泛函方程［５１５２］、随机偏微分

方程［５３］、脉冲微分方程［５４５５］、偏差分方程［５６５７］．其
中，还有许多未开垦的处女地，还有许多工作可做．
凡是用这些方程中的任何１个描述的动力系统，要
研究它的动力学渐近行为（由现在、过去推知未来的

动态），第１个要研究的性能就是稳定性．虽然，把
Ｌｙａｐｕｎｏｖ在常微分方程中首创的直接法推广到非常
微分方程，需要克服许多实质性的困难，因为这些

６
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非常微分方程有其自身的特点（如随机微分方程

中的 Ｉｔ^ｏ微分、积分［５１５３］；又如偏微分方程中的平

均 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数等），但最基本的核心思想仍然是
常微分方程中的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接法．至今，这些系统
中的稳定性理论远没有常微分方程稳定性那样

完善［２０，５０，５８６０］．
２）那些根据 Ｌｙａｐｕｎｏｖ常微分方程中的稳定性

而拓广的如“有限时间的稳定性”、“实用稳定性”、

“Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ稳定性”、“部分变元的稳定性”、“集合稳
定性”、“双测度稳定性”等，有很多还远未完全拓广

到上述其它非常微分方程．显然，欲找到要研究的课
题，实在可以说俯拾即是，但也困难重重［１９］．
３）Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性本质上虽然属“应用数学”

范畴，但它已辐射渗透到许多学科．
如前所述，在Ｌｙａｐｕｎｏｖ博士论文发表前四五十

年内，主要是数学力学范围内．从２０世纪４０年代以
后，在非线性控制科学与工程方面得到支撑．实际问
题的需要对学科的发展的巨大推动力，远远胜过数

学家的召唤，是控制理论和自动化应用掀起了研究

稳定性的高潮［１６，６１９５］．
生物数学出现在２０世纪７０年代，由于它的非

线性本质，特别是高于３维的 ｎ维系统要研究的平
衡位置的稳定，生物体的共存性、持久性，使 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ直接法又成了研究生物数学最锐利的
武器［９６１０２］．
２０世纪８０年代以后，神经网络的产生，不仅刺

激了神经计算的产生［２４２６，１０３１２６］，也推动了 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
稳定性理论的发展，纵观神经网络方面的多种刊物，

关于神经网络研究的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性的文章不计
其数．我国也涌现了一大批神经网络 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定
性方面的专家学者．
２０世纪９０年代以后，混沌控制（混沌镇定）、混

沌同步应运而生，改变了人们长期以来，认为混沌由

于对初值的过度敏感，混沌是不可控，混沌不可能同

步的陈腐观念，尤其混沌同步在保密通信中的潜在

的应用价值，使混沌同步成为新的研究热点．
但混沌镇定、混沌同步，归根结底是在反馈控制

作用下的稳定性问题．混沌控制和混沌同步的研究
再次掀起了研究稳定性高潮［２８，１２７１３１］．

最近，１个新的基因调控网络的分支产生，从已
有的文献［１３２１３３］上看到，稳定性又在大显身手．

稳定性还可以和许多其它学科交叉，与许多分

支有缘．例如，早在１８６８年开始，人们就对流体及大

气运动的稳定性进行研究［１３４］，至今已取得许多丰硕

成果［１３５１３７］．
总之，无论是抽象的动力系统，还是实际的具体

系统，稳定性总有它的用场，无论现代科学技术如何

先进，稳定性思想总会伴随而行．例如，文献［１３８］高
度评价了现代控制在许多尖端领域的应用，其中，反

馈控制使之稳定的理论和方法起了核心作用．
所以，古老的稳定性理论，决不会退出历史舞

台，它必将与时俱进，永葆科学的青春，永放时代的

光芒．有志从事这方面研究的学者，可以毫不犹豫选
它做为研究方向，不必有被淘汰之虞．

５　给人以启迪、洞察力、智慧、思想
Ｇｉｖｉｎｇ ｐｅｏｐｌｅ ｅｎｌｉｇｈｔｅｎｍｅｎｔ，ｉｎｓｉｇｈｔ，ｗｉｓｄｏｍ，
ａｎｄｉｄｅａｓ

　　世界著名数学大师 Ｈｉｒｓｃｈ和 Ｓｍａｌｅ［１３９］在他们
的专著《常微分方程·动力系统·线性代数》（３者合
１）的序言中谈到：“有人说常微分方程这一学科是求
解技巧和提示的汇集，并说它所以重要，是因为它能

解决物理学、工程学等方面的问题．我们认为这一门
学科可以相当统一而连贯地进行阐述，常微分方程

对于其它学科领域的重要性，在于它能启发、统一并

推进这些学科领域．了解常微分方程与其它学科之
间是如何联系的，对于学生及数学工作者来说，是获

得洞察力和启示的一种主要源泉”．
如果将这段深刻而具有独特见解的话，应用到

常微分方程中的Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性，可以豪不夸张地
说，Ｌｙａｐｕｎｏｖ在常微分方程中首创的稳定性理论和
方法，不仅给人启迪，给人以洞察力，而且给人以智

慧，给人以思想，锻炼人分析问题、解决问题的能力．
稳定性也可谓惠及笔者一生．从１９７８年科学的

春天来了之后，由于工作的需要，也是因个人的兴

趣，基本上就在稳定性这个领域内耕耘播种，收获几

十年，完成了多项国际国内科研任务，乃至终身无恨

无悔．这里，笔者想结合自己的体会谈谈 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
稳定性从发现能力、思维方法、解决问题给予的启迪

和洞察力的几个实例．
例１　１９７８年，前苏联学者Ｋｈａｒｔｉｏｎｖ［１４０］证明了

１个区间多项式（无穷多个）
ｆｎ（ｚ）＝ｚ

ｎ＋ａ１ｚ
ｎ－１＋… ＋ａｎ－１ｚ＋ａｎ

（其中，ａｉ∈［ａｉ，珔ａｉ］，区间端点ａｉ，珔ａｉ已知）与由端点
系数组成的４个多项式的Ｈｕｒｗｉｔｚ的稳定性等价，被
人们誉为惊人的结果，立即在全球掀起区间动力系

７
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统Ｒｏｂｕｓｔ稳定性的高潮［１４１］．但后人不断用反例否
定了关于区间矩阵（Ｈｕｒｗｉｔｚ稳定性，Ｓｃｈｕｒ稳定性）
类似的猜想，区间多项式的 Ｓｃｈｕｒ稳定也无此漂亮
结果．

于是，１个尖锐的问题必然被提出：具有无穷多
个的动力系统（区间系统）能否与其中有限个的稳

定性等价？这正是Ｒｏｂｕｓｔ稳定性研究的核心价值所
在．

为了了解问题症结所在，笔者认真研读了文献

［１４２１４３］，方知他们是把区间分成若干小区间，然
后证明大区间的稳定性、可控性、可观性与每个小区

间同类性质等价．便立即发现２个问题：
１）小区间虽小，仍有无穷多个点．从实变函数

可知，大小区间的“势”相等，故仍未回答无限多个

与有限多个该性质等价的问题．
２）如何分解？没有明确定义．易举每个小区间

多项式稳定而大区间多项式不然的反例．
是Ｌｙａｐｕｎｏｖ１次近似理论和临界点的稳定性理

论以及泛函分析中的有限覆盖原理给了笔者启迪．
该理论的大意是将１个自治非线性系统在平衡

点处线性化．若线性化系统的系数矩阵的特征值具
有双曲结构（即不具０实部特征值），则线性系统的
稳定性完全决定了非线性系统的同样的稳定性；反

之，临界情况（有０实部特征值）则不然．用拓扑语言
说，具有双曲结构的系统是粗系统，它有一定的 Ｒｏ
ｂｕｓｔ度，只要非线性项的扰动在它的允许扰动范围
内，保持稳定性不变．

受这些思想的启迪，笔者等立即写了１篇注记
性的文章［１４４］，明确给出了完全分解（或概率分解）

的定义，同时利用矩阵的Ｈｕｒｗｉｔｚ稳定性、Ｓｃｈｕｒ稳定
性、可观性、可控性的粗性质和泛函分析中的有限覆

盖定理，肯定地回答了“１个闭区间矩阵（无穷多个
矩阵）的稳定性、可控性、可观性等价于该闭区间矩

阵中的有限个矩阵的相应性质”，并给出了如何寻找

这有限个矩阵的具体计算方法．文章被中国《自动化
学报》以极快速度用中英文同时发表．

可见，Ｌｙａｐｕｎｏｖ方法授人以“渔”的作用．当然，
其他基础知识也很重要．

例２　判定多项式．线性控制系统稳定的几何
方法（或称为频率方法）很受实际工作者欢迎，也有

明显的物理意义．但因为要做自变量取值为（－∞，
＋∞）或（０，＋∞）的频率特性曲线，实际上是困难
的，这又是１个无限与有限的矛盾．

众所周知，１个实系数多项式的根是共轭的（即
关于实轴对称）同时是有界的（界可以通过系数表

示）．传统的频率判据都没有很好地利用这些优美的
性质．

笔者等通过对前苏联学者米哈伊诺夫［１９］的几

何判据的讲授发现，他的取值区间仍然是（０，＋∞），
证明虽然复杂，但严谨，给人启发．于是，利用实系数
多项式的根的２个极好性质，创立了１个新的几何
方法［１４５１４６］．只要在１个有限的１／４的圆周上计算该
多项式的幅角的变化，就立即可断言该多项式根的

分布信息．方法初等，计算量小，论证严谨．首先化无

限区间（－∞，＋∞）为有限（０，ρ），０，π[ ]２ ．文章由
中科院院士钱伟长先生推荐在他任主编的《应用数

学和力学》上发表．之后，受到美国《数学评论》好
评．特别有趣的是美国《数学评论》编辑来特函要求
作者核实原创作者姓名，使之收藏在他们的原创作

者的档案内，以备查证．
后来，笔者的一位硕士研究生［９１９２］又利用这种

思想改进了 Ｐｏｐｏｖ频率判据中要验证某不等式在
（－∞，＋∞）成立为只须验证它在（０，ρ）成立，ρ为
具体常数．

例３　当Ｈｏｐｆｉｅｌｄ神经网络［１０３１０９］和细胞神经网

络刚问世时，人们对神经网络即将开辟神经计算的

新纪元，有着广泛的应用前景都深信无疑，但对他们

的稳定性，由于没有明确定义，各人按各人的理解，

难以达成共识，对他们所构造的计算能量函数，既不

明确他的物理意义和数学上如同 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数那
样有正定、负定的严格定义，又不知这种所谓的计算

能量函数是如何构造出来的．其实，这些神经网络创
始人的初衷，不是要研究已知平衡位置的稳定性，而

是重在如何能寻找到这些平衡位置．通过用电子电
路可以实现的微分方程的流来自动地求解非线性代

数或超越方程，这才是神经网络引人入胜之处．因
此，必须给出神经网络稳定性的严格数学定义，以及

严格的数学论证方法［２４２５，１０５１０７］．现在神经网络稳定
性方面的文献［１０３１０８，１１５１１９］，大部分都是 Ｌｙａｐｕｎｏｖ意
义下的稳定性，最初的神经网络的稳定性文献已经

不多了．可见，Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性仍然给人以洞察力，
仍然以扎实的理论基础而稳步前进．

最近几年，受到国际学术界一些朋友的邀请，使

笔者有机会接触神经网络的研究，感到 Ｌａｎｇｒａｎｇｅ意
义下的稳定性的重要意义几乎是神经网络的普适性

质，以及赖以进行神经计算的前提，也是产生混沌奇
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异吸引子的先决条件和计算 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数以及用
线性反馈来实现系统的镇定和跟踪的前提，但至今

没有查到有关Ｌａｎｇｒａｎｇｅ指数稳定性方面的文献．于
是仍然借助于构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数的经验和技巧，研
究了一般时滞神经网络下的稳定性［２８，１４７］，它们受到

国际同行朋友的关照和引用，且沿着笔者等的提法，

已有这方面的论文先后发表［１４８］．
例４　经典控制只研究定常线性系统的稳定

性，它可以化为特征值问题，在计算机高速发展的今

天，可以轻而易举地彻底解决．而现代的非线性控制
则不然，Ａｉｚｅｒｍａｎ猜想的被否定，说明类比于线性系
统的代数方法失效．因此，只有借助于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方
法．正是这种实际的需要把 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性从曲高
和寡的境地推向广阔应用前景的高潮，Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳
定性渗透到其它学科，也同时沟通了许多知识之间

的内在联系，如力学、自动控制、数学，特别是数学知

识之内在联系如复变函数、矩阵论、数学分析、正实

函数论等．
１９４４年，前苏联著名的控制论专家 Ｌｕｒｉｅ在离

心调速器工作原理基础上，从飞机自动驾驶仪中的

研制过程中，提出了如下不确定非线性微分方

程［７９８０，９５］族（无穷多个微分方程）

ｄｘ
ｄｔ＝Ａｘ＋ｂｆ（σ），

σ＝ｃＴ
{

ｘ
（９）

的平衡位置ｘ＝０的同时全局稳定性问题．其中，反
馈函数

ｆ（·）∈Ｆ∶ ｆ（·） ｆ（０）＝０，σｆ（σ）＞０，σ≠０，
ｆ（·）{ }

连续

是不确定的未知函数，仅已知它属于 Ｆ类函数．这
里，ｘ，ｂ，ｃ∈Ｒｎ，Ａ∈Ｒｎ×ｎ．

著名的 Ｌｕｒｉｅ问题［１６］为：问对于任意给定的

ｆ（·），式（９）的平衡位置 ｘ＝０全局稳定的充要条件
是什么？即无穷多个控制系统的平衡位置同时全局

稳定的（也称为绝对稳定的）充要条件是什么？

对此问题，前苏联学者 Ｌｕｒｉｅ［７９８０］、Ｍａｌｉｋｉｎ［１３］、
Ｌｅｔｏｖ［８１］等曾经得到了结论：若存在正定的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
函数

Ｖ＝ｘＴＰｘ＋β∫
σ

０
ｆ（σ）ｄσ，

使得
ｄＶ
ｄｔ＜０，则是ｘ＝０绝对稳定的的充分条件．该结

论是正确的，但对于如何验证
ｄＶ
ｄｔ＜０，他们曾想当然

地认为该条件等价于线性矩阵不等式

－Ｂ １
２（ｃ

ＴＡ＋２ｂＴＰ）

１
２（ｃ

ＴＡ＋２ｂＴＰ）Ｔ ｃＴ









ｂ
＜０

（－Ｂ＝ＡＰ＋ＡＴＰ，当Ａ稳定）关于Ｐ有正定解．通过
相当长的时间，美国、前苏联及我国的一些学者［８２８３］

发现此线性矩阵不等式永远无解，从而条件是空的．

究竟什么条件能保证
ｄＶ
ｄｔ＜０？人们一直在围绕

此问题研究．还是 Ｌｕｒｉｅ创立了 Ｓ方法，线性矩阵不
等式

－Ｂ １
２（ｃ

ＴＡ＋２ｂＴＰ＋τｃ）

１
２（ｃ

ＴＡ＋２ｂＴＰ＋τｃ）Ｔ ｃＴ









ｂ
＜０

（其中，τ＞０）才有解，它是ｄＶｄｔ＜０的充分条件而非必

要条件．我国学者［８２８３］得到了
ｄＶ
ｄｔ＜０的充要条件．

后来，罗马尼亚的 Ｐｏｐｏｖ用频率法也得到了充
分条件［９３９４］，它与Ｌｕｒｉｅ的Ｓ方法等价［８４］．

在学习前人一系列工作的基础上［７９８４，９３９４］，笔者

考虑如何能得到Ｌｕｒｉｅ问题的解答，即充要条件是什
么样的问题．

前人曾误视反馈变量 σ为独立于状态变量 σ
而犯错误，其实，反馈变量 σ是状态变量的线性组
合，不是独立的．可以通过满秩线性变换化反馈变
量 σ为新的状态变量而绕过其屡犯错误的暗礁．
而此满秩线性变换是构造性的，是系统本身所具

备的．
起初，笔者也曾想用 Ａ，ｃ，ｂ的有限形式来表示

系统（９）的绝对稳定性的充要条件，经分析发现此路
绝无可能走通，不得不放弃这种徒劳．已有的充分条
件都不是构造性的而是存在性结果，都不能用 Ａ，ｃ，
ｂ的有限形式表示．此问题提出已有近半个世纪，有
多少专家在研究，如能用Ａ，ｃ，ｂ的有限形式解答，早
就不会等到今天．由于 ｆ（·）不确定，实际上是无穷
多个微分方程的平衡位置同时全局渐近稳定，即使

ｆ（·）为一个线性不确定函数，都无法用 Ａ，ｃ，ｂ的有
线形式表现系统（９）的全局稳定性，何况 ｆ（·）为非
线性函数．数学中这类无限的东西，不能用有限的形
式表现的情况实在太多了．
１９７２年，美国著名数学家 Ｂｕｒｔｏｒ尖锐指出［６９］：

“到目前为止，Ｌｕｒｉｅ问题的主要进展还长期停留在

９
学报：自然科学版，２００９，１（１）：１１５

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ，２００９，１（１）：１１５



研究正定的２次型加积分的 Ｖ函数，使ｄＶｄｔ负定的充

要条件是什么，这种研究方法值得反思，因为它对于

解决Ｌｕｒｉｅ问题不是必要的，至今未能触及 Ｌｕｒｉｅ问
题本身”．这段话提醒研究此类问题的专家应另辟
蹊径．

其实前人也得到过一些绝对稳定的必要条

件［８４］，但为什么这些必要条件没有被很好地利用来

研究充要条件？为什么不在必要条件的基础上加条

件从而获得充要条件呢？

受Ｌｙａｐｕｎｏｖ１次近似理论的启迪，也受力学系
统中部分变元稳定性的影响，特别是受生活中灵敏

反馈控制的感召（如具有灵敏反馈的走钢丝的杂技

演员的表演，关键是反馈控制要非常敏捷，稍稍有

误，就不能稳定），笔者感到变成了新的１个状态变
量的反馈变量σ的稳定与否是问题的关键，于是，提
出了Ｌｕｒｉｅ控制系统绝对稳定的充要条件．由此充要
条件又派生出一些新的充分条件，特别提出了改进

的Ｓ方法，均包含了 Ｌｕｒｉｅ充分条件为特例．文章先
后在瑞典、法国的国际会议、世界大会上宣读后才珊

珊在国内权威刊物上发表［８６８７］．之后，受到美国《数
学评论》、前苏联《数学文摘》以及法国《数学摘要》

的好评，同时，荷兰著名国际出版社 Ｋｕｌｗｅｒ和中国
科学出版社联合邀请笔者写１本“ＡｂｓｏｌｕｔｅＳｔａｂｉｌｉｔｙ
ｏｆＮｏｎｌｉｎｅａｒＣｏｎｔｒｏｌＳｙｓｔｅｍ”的书，并于１９９３年出版
了该英文专著［９０］．在此基础上，笔者又得到时滞 Ｌｕ
ｒｉｅ系统、区间 Ｌｕｒｉｅ系统绝对稳定的充要条
件［１４９１５１］．２００８年，Ｓｐｒｉｎｇｅｒ再版这本书［６］，受到了国

际同行的广泛关注．
以上这些工作，都是源于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性思

想，当然也是对它的发展和推进．
笔者还有幸在培养博士、硕士研究生的教学生

涯中教学相长，且看到一些有才华的优秀学生，他

们的科研生涯，都是从稳定性起步的．后来，有的继
续深入稳定性的研究，做出了突出贡献，但多数已

转到其它分支，有的从事自动控制理论与工程的研

究，有的从事电信电子技术的教研，有的从事电力

系统的设计与开发，有的从事计算机软件的设计，

有的从事数学与医学的结合研究，有的从事经济

学［１５２］、管理学的教学与科研等，他们都成了该领

域的学术带头人．无论在美国、英国、加拿大或在国
内，他们又培养了很多优秀人才，为相关学科的发

展做出了贡献．
因为稳定性的研究入门并不难，不同水平的人，

都能找到难易不同的题目，做出不同层次的研究成

果，又有实际背景的支持，容易鼓舞信心，得到科研

能力的训练．所以，Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性研究队伍也越来
越壮大，国际一些权威刊物上也屡见中国学者，特别

是中青年学者发表的稳定性研究论文、专著［１５３１５７］，

Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论在我国得以延续和发展，实在
是可喜可贺！

６　结束语
Ｃｏｎｃｌｕｄｉｎｇｒｅｍａｒｋｓ

　　本文试图根据笔者的见闻和研究体会，揣摩
Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论的产生、完善过程中的原始思
想与方法；阐述 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论１００多年来经
久不衰，并给人以启迪、洞察力、智慧和思想的史实；

展示Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论应用于部分学科形成的
主要成果；展望Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论与应用进一步
推广、发展的广阔前景；说明无论是从事动力系统理

论研究的学者，还是从事具体应用设计与开发的实

际工作者都可以从 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论中获益的
缘由．但由于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论与应用发展至
今，专著、文献汗牛充栋，加上笔者退休后交流减少，

文献关注度不够，撰稿时间又甚为仓促，故，难免顾

及不周，请读者海涵．
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