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高阶非线性系统自适应模糊有限时间状态约束控制

摘要
针对一类具有状态约束的非严格反

馈高阶非线性系统，研究一种自适应模
糊有限时间跟踪控制问题．首先，利用模
糊逻辑系统逼近不确定性非线性函数，
在此基础上，采用障碍 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，解
决状态约束问题，通过障碍加幂积分方
法和反步递推技术，提出了一种有限时
间控制设计方法．在有限时间 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
稳定意义下，严格证明闭环系统半全局
实际有限时间稳定且系统的状态不超出
给定的约束边界，并实现了有限时间跟
踪控制目标．最后，仿真研究进一步验证
了所提出控制方法的有效性．
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０　 引言

　 　 在过去十几年中，学者们对高阶非线性系统控制问题的关注度

逐年提高，并取得了一些有价值的理论成果［１⁃４］ ．相对于文献［５⁃６］ 中

严格反馈非线性系统，高阶非线性系统在线性化过程中存在不可控

情况，同时虚拟和实际控制输入中存在指数幂次 ｐｉ，这增加了控制器

的设计难度，因此传统的反步递推方法不再适用．为了解决高阶非线

性系统的控制问题，Ｌｉｎ等 ［１］在反步递推方法的基础上首次提出了加

幂积分控制技术．随后，许多学者利用加幂积分方法对高阶非线性系

统进行了广泛研究．文献［２⁃３］针对单输入单输出高阶非线性系统，研
究了状态反馈和输出反馈控制设计问题，在 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定意义下，保
证了被控系统渐近稳定．

值得注意的是，渐近稳定不能给被控系统提供更高精度的控制

方案．在飞行器姿态、感应电机等实际控制中，一般希望控制系统能在

有限时间内满足期望的控制性能．此外，有限时间控制具有许多潜在

的好处，如较强的收敛速度和较强的鲁棒性等．因此，近几年有限时间

控制问题的研究取得了很大的进展．文献［７⁃８］通过加幂积分技术和

齐次占优技术，研究了高阶非线性系统的全局有限时间控制问题；文
献［９］针对一类具有参数不确定性的非线性系统在给定的瞬态指标

基础上，提出了一种自适应有限时间控制方法；文献［１０］基于扰动观

测器讨论了一类不确定非线性系统的终端滑模控制；文献［１１⁃１２］分
别针对严格反馈和非严格反馈非线性系统，基于自适应模糊和神经

网络控制方法，在有限时间 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定理论的框架下，保证了被控

系统实际有限时间稳定．虽然上述工作［７⁃１２］对非线性系统的有限时间

控制设计问题进行了相应的研究，但仍存在一些问题值得进一步

研究．
除了稳定性问题，当考虑到性能规格以及安全等因素，非线性系

统会受到状态或输出的约束，在系统运行期间，如果状态或输出违反

约束条件，可能会使系统性能下降或损坏．文献［１３］结合时变非对称

障碍 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，对一类具有全状态约束的严格反馈非线性系统，
提出了一种自适应跟踪控制方案；文献［１４］对一类非三角结构系统，
在考虑执行器故障和误差约束的条件下，提出了一种自适应模糊控

制方案．通过结合 ｔａｎ型障碍 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，文献［１５⁃１６］针对具有部

分状态约束和全状态约束的高阶非线性系统，分别构造了两种不同



　 　 　 　的控制器．但是上述工作［１３⁃１６］均未考虑有限时间控

制．在实际工程中，如机器人机械手、电机系统等，不
仅存在状态约束现象，而且需要考虑系统的收敛时

间问题．近些年来，许多学者致力于非线性系统的状

态约束和有限时间控制问题的研究，并取得了许多

具有标志性的成果［１７⁃２０］ ．文献［１７⁃１８］分别针对具有

死区非线性和切换行为的非线性系统，研究了有限

时间全状态约束控制设计问题；文献［２０］将文献

［１７⁃１８］所提出的控制设计算法应用到了实际直流

电机系统．在文献［１７⁃２０］所考虑的非线性系统中，
虚拟控制和实际控制的幂次均为 １．

受到以上研究成果的启发，本文针对一类非严

格反馈高阶非线性系统，提出一种自适应模糊有限

时间跟踪控制方法．结合反步递推法、加幂积分技术

和障碍 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，设计了一种自适应有限时间

控制器．所设计的控制器能够同时确保输出有限时

间内跟踪给定的参考信号，且闭环系统的状态不超

出给定的约束边界．与现有的文献相比，本文的贡献

概括为以下三方面：
１） 结合模糊逻辑系统辨识未知非线性函数，放

宽了文献［１⁃４，７⁃８］中系统非线性函数项需要已知

或满足类似于不等式 ｜ ｇｉ（ｘ） ｜≤ λ ｉ（ｘｉ）（ ｜ ｘ１ ｜
ｒｉ＋τ

ｒ１ ＋

｜ ｘ２ ｜
ｒｉ＋τ

ｒ２ ＋ … ＋｜ ｘｉ ｜
ｒｉ＋τ

ｒｉ ） 的线性增长条件，其中，
λ ｉ（ｘｉ） 是一个已知的光滑函数．在本文中，非线性函

数 ｇｉ（ｘ） 是完全未知的，不需要满足上述假设．
２） 相较于文献［１７⁃２０］系统幂次为 １ 的约束问

题，本文解决了控制输入幂次是正奇数比的非线性

系统的状态约束控制问题．
３） 本文所设计的有限时间控制器不仅可以保

证系统状态不超出给定约束边界，而且能确保闭环

系统的所有信号在有限时间内收敛到包含原点的一

个小邻域内．而文献［１５⁃１６］在系统满足状态约束条

件下，没有考虑闭环系统收敛时间．

１　 模型描述和预备知识

１ １　 模型描述

考虑如下一类非线性系统：
ｘ̇１ ＝ ｈ１（ｘ）ｘｐ１

２ ＋ ｇ１（ｘ），

ｘ̇２ ＝ ｈ２（ｘ）ｘｐ２
３ ＋ ｇ２（ｘ），

　 　 　 ︙
ｘ̇ｎ ＝ ｈｎ（ｘ）ｕｐｎ ＋ ｇｎ（ｘ），
ｙ ＝ ｘ１，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（１）

其中： ｘ ＝ ［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］ Τ∈Ｒｎ 是系统的状态向量；
ｕ∈Ｒ 和 ｙ ∈ Ｒ 分别是系统的控制输入和输出；
ｈｉ（ｘ） 和 ｇｉ（ｘ） 是光滑未知非线性函数；指数 ｐｉ（ ｉ ＝
１，２，…，ｎ） 是两个正奇数的比值．ｘ（０） ＝ ［０，…，０］ Τ

是系统的平衡点．对于任意给定的正常数 ｋｃｉ，系统所

有的状态收敛到给定的紧集内，即 Ωｘｉ
＝ ｛ｘｉ ∈ Ｒ

｜ ｘｉ ｜ ＜ ｋｃｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）｝ ．

假设 １［１５］ 　 存在常数 ｈｉ ＞ ０和ｈｉ ＞ ０，ｉ ＝ １，２，
…，ｎ，非线性函数 ｈｉ（ｘ） 满足如下不等式：

０ ＜ ｈｉ ≤ ｈｉ（ｘ） ≤ｈｉ ． （２）

１ ２　 预备知识

引理 １［６，１４］ 　 在紧集 Ω 上定义连续函数 ｈ（ｘ），
对于任意给定正常数 η ＞ ０，存在模糊逻辑系统

Θ∗Τφ（ｘ），满足：
ｓｕｐ
ｘ∈Ω

｜ ｈ（ｘ） － Θ∗Τφ（ｘ） ｜≤ η， （３）

其中， φ（ｘ） ＝ ［φ１（ｘ），…，φＮ（ｘ）］ Τ 是模糊基函数，
η 是最小模糊逼近误差，Θ∗ ＝ ［Θ∗１ ，…，Θ∗Ｎ ］ Τ 是真

值权重向量，且 Ｎ 是模糊规则数．
引理 ２［１７⁃１９］ 　 考虑如下非线性系统：
ｘ̇ ＝ ｇ（ｘ），ｇ（０） ＝ ０，ｘ∈ Ｒｎ （４）

存在连续可微正定函数 Ｖ（ｘ） 和常数 ｃ ＞ ０，ρ ＞ ０，
α ∈（０，１），满足 Ｖ̇（ｘ） ≤－ ｃＶα（ｘ） ＋ ρ，则系统（４）
是半全局实际有限时间稳定，即：对于所有 ｘ（ ｔ０） ＝
ｘ０，存在一个常数 ε ＞ ０和驻留时间 Ｔ（ε，ｘ０） ＜ ∞，
使得对于所有 ｔ≥ ｔ０ ＋ Ｔ 有‖ｘ‖ ＜ ε．

控制目标：对于系统（１），设计有限时间自适应

模糊控制器，使得：
１） 闭环系统的所有信号在有限时间内收敛到

包含原点的一个小邻域内；
２） 系统输出在有限时间内跟踪给定信号

ｙｒ（ ｜ ｙｒ ｜≤ｙ０，ｙ０ 是已知正常数）；
３）系统所有状态收敛到一个给定的约束边

界内．

２　 模糊有限时间控制器设计和稳定性分析

在本节中，基于自适应反步递推方法和加幂积

分技术，设计模糊自适应有限时间控制器，同时依据

引理 ２，结合所设计的控制器证明系统（１）是半全局

实际有限时间稳定的．

２ １　 模糊有限时间控制器设计

定义坐标转换：
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β １ ＝ ｘ１ － ｙｒ，

β ｉ ＝ ｘｒｉ
ｉ － （ｘ∗ｉ ） ｒｉ，ｉ ＝ ２，…，ｎ，{ （５）

其中， β ｉ 是虚拟误差，ｘ∗ｉ 是虚拟控制器，实际控制器

ｕ 将会在最后一步设计给出．定义 １ ＋ ｐｉ ／ ｒｉ ＋１ ＝ １ ／ ｒｉ ＋
τ，设计参数 ｒｉ，１ ＝ １，ｒｉ ＞ １ （ ｉ ＝ ２，…，ｎ），则 τ ∈
（０，１） ．

步骤 １．根据式（１） 和（５），β １ 的导数为

β̇１ ＝ ｈ１（ｘ）ｘｐ１
２ ＋ ｇ１（ｘ） － ｙ̇ｒ ． （６）

定义如下障碍 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

Ｖ１ ＝
１
２
ｌｏｇ

ｋ２ｂ１
ｋ２ｂ１ － β ２１

＋ １
２η １
θ２１， （７）

其中， η １ 是正设计参数，θ１ 是 θ∗１ ＝‖Θ∗１ ‖１＋τ 的估

计，θ１ ＝ θ∗１ － θ^１ 是参数估计误差．在紧集 Ωβ１
＝ ｛β １

｜ β １ ｜ ＜ ｋｂ１｝ 中，Ｖ１ 是连续的． 根据式（６） 和（７），
可得：

Ｖ̇１ ＝
β １ β̇１

ｋ２ｂ１ － β ２１
＋ １
η １
θ１θ
·
１ ＝

β１
ｋ２ｂ１ － β２１

（ｈ１（ｘ）ｘｐ１２ ＋ ｇ１（ｘ） － ｙ̇ｒ） ＋ １
η１
θ１ θ
·
１． （８）

因为 ｇ１（ｘ） 是未知光滑非线性函数，根据引理

１， 可 以 使 用 模 糊 逻 辑 系 统 ｇ＾ （ｚ１ ｜ Θ^１） ＝

Θ^Τ１φ（ｚ１）（ｚ１ ＝［ｘ，ｙｒ，ｙ̇ｒ］ Τ） 逼近未知函数 ｇ１（ｚ１） ＝
ｇ１（ｘ） － ｙ̇ｒ

ｋ２ｂ１ － β ２１
，并假设：

ｇ１ ＝ Θ∗Τ１ φ１（ｚ１） ＋ ε １（ｚ１）， （９）
其中， ｜ ε（ｚ１） ｜≤ ε∗１ ，且 ε∗１ 是正常数．将式（９）代入

式（８） 中，可得：

Ｖ̇１ ＝
β １

ｋ２ｂ１ － β ２１
ｈ１（ｘ）ｘｐ１

２ ＋ β １（Θ∗Τ１ φ１（ｚ１） ＋

　 　 ε １（ｚ１）） ＋ １
η １
θ１ θ
·
１ ． （１０）

根据 Ｙｏｕｎｇ不等式［１４］：

ａΤｂ≤ ｍμ

μ
‖ａ‖μ ＋ １

λｍλ‖ｂ‖λ， （１１）

其中， ａ，ｂ∈Ｒｎ，ｍ ＞ ０，μ ＞ １，λ ＞ １，并且（μ － １）（λ －
１） ＝ １．由式（１１），可得：

β １Θ∗Τ１ φ１（ｚ１） ＋ β １ε １（ｚ１） ≤
　 　 β １＋τ１ υ １＋τ１ ‖φ１‖１＋τθ∗１ ＋ υ －（１＋τ） ／ τ

１ ＋
　 　 β １＋τ１ σ １＋τ１ ＋ σ －（１＋τ） ／ τ

１ ε∗（１＋τ） ／ τ１ ， （１２）
其中， υ １ ＞ ０，σ １ ＞ ０是设计参数．将式（１２） 代入式

（１０），可得：

Ｖ̇１ ≤
β １

ｋ２ｂ１ － β ２１
ｈ１（ｘ）（ｘ∗２ ） ｐ１ ＋

　 　
β １

ｋ２ｂ１ － β ２１
［（β τ

１ υ １
＋τ
１ ‖φ１‖１＋τ θ^１ ＋

　 　 β τ
１ σ １

＋τ
１ ）（ｋ２ｃ１ － β ２１）］ －

　 　 １
η １
θ１（η １β １

＋τ
１ υ １＋τ１ ‖φ１‖１＋τ － θ^

·
１） ＋

　 　
β １

ｋ２ｂ１ － β ２１
ｈ１（ｘ）（ｘｐ１

２ － （ｘ∗２ ） ｐ１） ＋ ａ１， （１３）

其中 ａ１ ＝ υ －（１＋τ） ／ τ
１ ＋ σ －（１＋τ） ／ τ

１ ε∗（１＋τ） ／ τ１ ．

设计虚拟控制函数 ｘ∗２ 和参数 θ^１ 的自适应律为

ｘ∗２ ＝ － μ １β １ ／ ｒ２１ ， （１４）

θ^
·
１ ＝ η １υ １

＋τ
１ β １＋τ１ ‖φ１‖１＋τ － γ １ θ^１， （１５）

其中， μ １ ＝ ［（（ｎ ＋ υ １＋τ１ ‖φ１‖１＋τ θ^１ ＋ σ １＋τ１ ）（ｋ２ｂ１ －
β ２１）） ／ ｈ１］ １ ／ ｐ１，γ １ ＞ ０是设计参数．

根据式（１３），（１４） 和（１５），Ｖ̇１ 可改写为

Ｖ̇１ ≤－ ｎ
β １＋τ１

ｋ２ｂ１ － β ２１
＋

β １
ｋ２ｂ１ － β ２１

ｈ１（ｘ）（ｘｐ１
２ － （ｘ∗２ ） ｐ１） ＋

γ １
η １

θ^１θ１ ＋ ａ１ ． （１６）

式（１６）的第二项结合不等式 ｜ ａ ｜ ｍ ｜ ｂ ｜ ｎ ≤
ｍ

（ｍ ＋ ｎ）
γ ｜ ａ ｜ ｍ＋ｎ ＋ ｎ

（ｍ ＋ ｎ）
γ

－ｍ
ｎ ｜ ｂ ｜ ｍ＋ｎ（ｍ，ｎ 和 γ

是正常数） ［１７］，可得：
β １

ｋ２ｂ１ － β ２１
ｈ１（ｘ）（ｘｐ１

２ － （ｘ∗２ ） ｐ１） ＝

　 　 ｈ１（ｘ）
β １

ｋ２ｂ１ － β ２１
(（ｘｒ２

２ ）
ｐ１
ｒ２ － （（ｘ∗ｉ，２） ｒ２）

ｐ１
ｒ２ ) ≤

　 　
β １＋τ１

ｋ２ｂ１ － β ２１
＋ ｅ２β １

＋τ
２ ， （１７）

其中， ｅ２ ＞ ０是一个设计参数．
根据式（１７），式（１６） 可重写为

Ｖ̇１ ≤－ （ｎ － １）
β１＋τ１

ｋ２ｂ１ － β２１
＋ ｅ２β１

＋τ
２ ＋

γ１
η１

θ^１θ１ ＋ ａ１． （１８）

步骤 ｉ（２≤ ｉ≤ ｎ － １） ．在这一步中，引入障碍加

幂积分技术．定义如下标量函数

Ｋ ｉ ＝ ∫ｘｉ
ｘ∗ｉ

ζ ｉ（ｗ） ２
－１ ／ ｒｉ

ｋ２ｂｉ － ζ ２ｉ（ｗ）
ｄｗ， （１９）

其中， ζ ｉ（ｗ） ＝ ｗｒｉ － （ｘ∗ｉ ） ｒｉ ．
选取如下 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

Ｖｉ ＝ Ｖｉ －１ ＋ Ｋ ｉ ＋
１
２η ｉ

θ２ｉ ， （２０）

１８
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其中， θ^ｉ 是 θ∗ｉ ＝‖Θ∗ｉ ‖１＋τ 的估计，θｉ ＝ θ∗ｉ － θ^ｉ 是参

数估计误差．在紧集 Ωβ ｉ
＝ ｛β ｉ ｜ β ｉ ｜ ＜ ｋｂｉ｝ 中，Ｖｉ 是

关于时间 ｔ 的连续正定函数．式（１８） 对时间 ｔ 求导，
可得：

Ｖ̇ｉ ＝ Ｖ̇ｉ －１ ＋
∂Ｋ ｉ

∂ｘｉ
ｘ̇ｉ ＋

∂Ｋ ｉ

∂ｘｉ －１
ｘ̇ｉ －１ ＋

∂Ｋ ｉ

∂θ^ｉ －１

θ^
·

ｉ －１ ＋
１
η ｉ

θｉ
θ
·

ｉ ．

（２１）
根据式（１９），可得：

∂Ｋ ｉ

∂ｘｉ ｘ̇ｉ

＝
（ｘｒｉ

ｉ － （ｘ∗ｉ ） ｒｉ） ２－１ ／ ｒｉ

ｋ２ｂｉ － β ２ｉ
ｘ̇ｉ ＝

β ２－１ ／ ｒｉｉ

ｋ２ｂｉ － β ２ｉ
（ｈｉ（ｘ）ｘｐｉ

ｉ ＋１ ＋ ｇｉ（ｘ））， （２２）

∂Ｋ ｉ

∂ｘｉ －１ ｘ̇ｉ －１

＝ － １
ｒｉ

∂（ｘ∗ｉ ） ｒｉ

∂ｘｉ －１ ｘ̇ｉ －１

× ∫ｘｉ
ｘ∗ｉ

ζ ｉ（ｗ） １
－１ ／ ｒｉ，２

ｋ２ｂｉ － ζ ２ｉ（ｗ）
ｄｗ． （２３）

根据式（２３）和不等式 ｜ ａη － ｂη ｜≤ ２１－η ｜ ａ －
ｂ ｜ η ［１８］（ａ，ｂ∈ Ｒ 且 ０ ＜ η ＜ １），可得：
∂Ｋｉ

∂ｘｉ－１ｘ̇ｉ－１
＝ １

ｒｉ

∂（ｘ∗ｉ ）ｒｉ

∂ｘｉ－１ｘ̇ｉ－１
×｜ ｘｉ － ｘ∗ｉ ｜

（ｘｒｉｉ － （ｘ∗ｉ ）ｒｉ）１
－１／ ｒｉ

ｋ２ｂｉ － β２ｉ（ｗ）
≤

１
ｒｉ

｜ （ｘｒｉ，
ｉ ） １ ／ ｒｉ － （（ｘ∗ｉ ） ｒｉ） １ ／ ｒｉ ｜ ×

∂（ｘ∗ｉ ） ｒｉ

∂ｘｉ －１ ｘ̇ｉ －１

×

［（ｘｒｉｉ － （ｘ∗ｉ ）ｒｉ）１
－１／ ｒｉ］

［ｋ２ｂｉ － β２ｉ（ｗ）］
≤ ｂｉ

βｉ

ｋ２ｂｉ － β２ｉ（ｗ）
∂（ｘ∗ｉ ）ｒｉ

∂ｘｉ－１ｘ̇ｉ－１
，

（２４）
其中， ｂｉ ≥ （１ ／ ｒｉ） × ２１－１ ／ ｒｉ ．

同理可得：
∂Ｋｉ

∂θ^ｉ －１ θ^
·

ｉ －１

≤ ｂｉ
β ｉ

ｋ２ｂｉ － β２ｉ（ｗ）

∂（ｘ∗ｉ ） ｒｉ

∂θ^ｉ －１ θ^
·

ｉ －１

． （２５）

将式（２２）—（２５）代入式（２１），可得：

Ｖ̇ｉ ≤∑
ｉ －１

ｊ ＝ １
－ （ｎ － ｉ ＋ ２）

β １＋τｊ

ｋ２ｂｊ － β ２ｊ
＋

∑
ｉ －１

ｊ ＝ １

γ ｊ

η ｊ
θ^ ｊ
θ ｊ ＋ ａ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

β １＋τｉ

ｋ２ｂｉ － β ２ｉ
＋

ｅｉβ１
＋τ

ｉ ＋
β ２－１ ／ ｒｉｉ

ｋ２ｂｉ － β２ｉ
ｈｉ（ｘ）（ｘ∗ｉ ＋１） ｐｉ ＋

β ２－１ ／ ｒｉｉ

ｋ２ｂｉ － β２ｉ
ｇｉ（ｘ） ＋

∑
ｉ－１

ｊ ＝ １
ｂｉ

β ｉ

ｋ２ｂｉ － β２ｉ（ｗ）
(
∂（ｘ∗ｉ ）ｒｉ

∂ｘｊ
ｘ̇ｊ ＋

∂（ｘ∗ｉ ）ｒｉ

∂^θｊ θ^
·
ｊ

) ＋

β ２－１ ／ ｒｉｉ

ｋ２ｂｉ － β ２ｉ
ｈｉ（ｘ）（ｘｐｉ

ｉ ＋１ － （ｘ∗ｉ ＋１） ｐｉ） ＋ １
η ｉ

θｉ
θ
·

ｉ ． （２６）

令

ｇｉ ＝ ｅｉβ τ
ｉ ＋

β １－１ ／ ｒｉｉ

ｋ２ｂｉ － β ２ｉ
ｇｉ（ｘ） ＋∑

ｉ －１

ｊ ＝ １
ｂｉ

１
ｋ２ｂｉ － β ２ｉ（ｗ）

×

(
∂（ｘ∗ｉ ） ｒｉ

∂ｘ ｊ ｘ̇ ｊ

＋
∂（ｘ∗ｉ ） ｒｉ

∂θ^ ｊ θ^
·

ｊ

) ． （２７）

由于 ｇｉ（ｘ） 是未知光滑非线性函数，根据引理

１，利用模糊逻辑系统ｇ＾ ｉ（ｚｉ ｜ Θ^ｉ） ＝ Θ^Τｉ φ（ｚｉ），ｚｉ ＝ ［ｘ，

θ^ｉ］ Τ 逼近未知函数 ｇｉ（ｚｉ），并假设：
ｇｉ ＝ Θ∗Τｉ φｉ（ｚｉ） ＋ ε ｉ（ｚｉ）， （２８）

其中， ｜ ε（ｚｉ） ｜≤ ε∗ｉ ，且 ε∗ｉ 是正常数．将式（２８） 代

入式（２６） 中，可得：

Ｖ̇ｉ ≤∑
ｉ －１

ｊ ＝ １
－ （ｎ － ｉ ＋ １）

β １＋τｊ

ｋ２ｂｊ － β ２ｊ
＋

∑
ｉ －１

ｊ ＝ １

γ ｊ

η ｊ
θ^ ｊ
θ ｊ ＋ ａ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

β ２－１ ／ ｒｉｉ

ｋ２ｂｉ － β ２ｉ
ｈｉ（ｘ）（ｘ∗ｉ ＋１） ｐｉ ＋

β ｉ（Θ∗Τｉ φｉ（ｚｉ） ＋ ε ｉ（ｚｉ）） ＋

１
η ｉ

θｉ
θ
·

ｉ ＋
β ２－１ ／ ｒｉｉ

ｋ２ｂｉ － β ２ｉ
ｈｉ（ｘ）（ｘｐｉ

ｉ ＋１ － （ｘ∗ｉ ＋１） ｐｉ） ． （２９）

根据 Ｙｏｕｎｇ不等式，可得：
β ｉΘ∗Τｉ φｉ（ｚｉ） ＋ β ｉε ｉ（ ｚｉ） ≤
　 　 β １＋τｉ υ １＋τｉ ‖φｉ‖１＋τθ∗ｉ ＋ υ －（１＋τ） ／ τ

ｉ ＋
　 　 β １＋τｉ σ １＋τｉ ＋ σ －（１＋τ） ／ τ

ｉ ε∗（１＋τ） ／ τｉ ， （３０）
其中， υ ｉ ＞ ０，σ ｉ ＞ ０是设计参数．

将式（３０） 代入式（２９），可得：

Ｖ̇ｉ ≤∑
ｉ －１

ｊ ＝ １
－ （ｎ － ｉ ＋ １）

β １＋τｊ

ｋ２ｂｊ － β ２ｊ
＋

　 　 ∑
ｉ －１

ｊ ＝ １

γ ｊ

η ｊ
θ^ ｊ
θ ｊ ＋ ａ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

β ２－１ ／ ｒｉｉ

ｋ２ｂｉ － β ２ｉ
ｈｉ（ｘ）（ｘ∗ｉ ＋１） ｐｉ ＋

　 　
β ｉ

ｋ２ｂｉ － β ２ｉ
［（β τ

ｉ υ １
＋τ

ｉ ‖φｉ‖１＋τ θ^ｉ ＋

　 　 β τ
ｉ σ １

＋τ
ｉ ）（ｋ２ｂｉ － β ２ｉ ）］ －

　 　 １
η ｉ

θｉ（η ｉβ １
＋τ

ｉ υ １＋τｉ ‖φｉ‖１＋τ － θ^
·

ｉ） ＋

　 　
β ２－１ ／ ｒｉｉ

ｋ２ｂｉ － β ２ｉ
ｈｉ（ｘ）（ｘｐｉ

ｉ ＋１ － （ｘ∗ｉ ＋１） ｐｉ） ＋ ａｉ， （３１）

其中 ａｉ ＝ υ －（１＋τ） ／ τ
ｉ ＋ σ －（１＋τ） ／ τ

ｉ ε∗（１＋τ） ／ τｉ ．

设计虚拟控制函数 ｘ∗ｉ ＋１和参数 θ^ｉ 的自适应律为

ｘ∗ｉ ＋１ ＝ － μ ｉβ １ ／ ｒｉ＋１ｉ ， （３２）

θ^
·

ｉ ＝ η ｉυ １
＋τ

ｉ β １＋τｉ ‖φｉ‖１＋τ － γ ｉ θ^ｉ， （３３）

其中， μ ｉ ＝ ［（（（ｎ － ｉ ＋ １） ＋ υ １＋τｉ ‖φｉ‖１＋τ θ^ｉ ＋
σ １＋τｉ ）（ｋ２ｂｉ － β ２ｉ ）） ／ ｈｉ］ １ ／ ｐｉ，γ ｉ ＞ ０是设计参数．

２８
范彦丽，等．高阶非线性系统自适应模糊有限时间状态约束控制．
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根据式（３１），（３２） 和（３３），Ｖ̇ｉ 可改写为

Ｖ̇ｉ ≤－ （ｎ － ｉ ＋ １）∑
ｉ

ｊ ＝ １

β １＋τｊ

ｋ２ｂｊ － β ２ｊ
＋∑

ｉ

ｊ ＝ １

γ ｊ

η ｊ
θ^ ｊ
θ ｊ ＋ ａ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

β ２－１ ／ ｒｉｉ

ｋ２ｂｉ － β ２ｉ
ｈｉ（ｘ）（ｘｐｉ

ｉ ＋１ － （ｘ∗ｉ ＋１） ｐｉ） ． （３４）

步骤 ｎ．选取如下 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

Ｖｎ ＝ Ｖｎ－１ ＋ Ｋｎ ＋ １
２η ｎ

θ２ｎ， （３５）

其中， θ^ｎ 是 θ∗ｎ ＝‖Θ∗ｎ ‖１＋τ 的估计，θｎ ＝ θ∗ｎ － θ^ｎ 是

参数估计误差．Ｋｎ ＝ ∫ｘｎ
ｘ∗ｎ

ζ ｎ（ｗ） ２
－１ ／ ｒｎ

ｋ２ｂｎ － ζ ２ｎ（ｗ）
ｄｗ，并且 ζ ｎ（ｗ） ＝

ｗｒｎ － （ｘ∗ｎ ） ｒｎ ．在紧集 Ωβｎ
＝ ｛β ｎ ｜ β ｎ ｜ ＜ ｋｂｎ｝ 中，Ｖｎ

是正定且连续的．式（３５） 对时间 ｔ 求导，可得：

Ｖ̇ｎ ＝ Ｖ̇ｎ－１ ＋
∂ｋｎ

∂ｘｎ
ｘ̇ｎ ＋

∂ｋｎ

∂ｘｎ－１
ｘ̇ｎ－１ ＋

∂ｋｎ

∂θ^ｎ－１

θ^
·

ｎ－１ ＋
１
η ｎ

θｎ
θ
·

ｎ≤

∑
ｎ－１

ｊ ＝ １
－

β １＋τｊ

ｋ２ｂｊ － β ２ｊ
＋∑

ｎ－１

ｊ ＝ １

γ ｊ

η ｊ
θ^ ｊ
θ ｊ ＋ ａ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

β ２－１／ ｒｎｎ

ｋ２ｂｎ － β２ｎ
ｈｎ（ｘ）ｕｐｎ ＋

βｎ

ｋ２ｂｎ － β２ｎ
［（βτ

ｎ υ１
＋τ

ｎ ‖φｎ‖１
＋τ θ^ｎ ＋

β τ
ｎ σ １

＋τ
ｎ ）（ｋ２ｂｎ － β ２ｎ）］ －

１
η ｎ

θｎ（η ｎβ １
＋τ

ｎ υ １＋τｎ ‖φｎ‖１＋τ － θ^
·

ｎ） ＋ ａｎ ． （３６）

设计控制器 ｕ 和参数 θ^ｎ 的自适应律为

ｕ ＝ － μ ｎβ １ ／ ｒｎ＋１ｎ ， （３７）

θ^
·

ｎ ＝ η ｎυ １
＋τ

ｎ β １＋τｎ ‖φｎ‖１＋τ － γ ｎ θ^ｎ， （３８）

其中， μ ｎ ＝ ［（（１ ＋ υ １＋τｎ ‖φｎ‖１＋τ θ^ｎ ＋ σ １＋τｎ ）（ｋ２ｂｎ －

β ２ｎ）） ／ ｈｎ］ １ ／ ｐｎ，γ ｎ ＞ ０是设计参数．
根据式（３１），（３２） 和（３３），可得 Ｖｎ 的导数为

Ｖ̇ｎ ≤－∑
ｎ

ｊ ＝ １

β １＋τｊ

ｋ２ｂｊ － β ２ｊ
＋∑

ｎ

ｊ ＝ １

γ ｊ

η ｊ
θ^ ｊ
θ ｊ ＋ ａ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （３９）

根据 Ｙｏｕｎｇ不等式和 θ ｊ ＝ θ∗ｊ － θ^ ｊ，下列不等式

成立：
γ ｊ

η ｊ
θ^ ｊ
θ ｊ ≤－

γ ｊ

２η ｊ

θ２ｉ ＋
γ ｊ

２η ｊ
（θ∗ｊ ） ２ ． （４０）

由式（４０）， Ｖ̇ｎ 可改写为

Ｖ̇ｎ ≤－∑
ｎ

ｊ ＝ １

β １＋τｊ

ｋ２ｂｊ － β ２ｊ
＋

　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
( －

γ ｊ

２η ｊ

θ２ｊ ＋
γ ｊ

２η ｊ
（θ∗ｊ ） ２ ＋ ａ ｊ ) ． （４１）

２ ２　 稳定性分析

下面的定理给出了所设计的有限时间控制器所

具有的性质．
定理 １　 针对非线性系统（１），在假设 １ 的条件

下，控制器（３７），虚拟控制函数（１４）、（３２）和参数自

适应律（１５）、（３３）和（３８），能保证：
１）闭环系统的所有信号半全局实际有限时间稳

定，且输出信号 ｙ 在有限时间内跟踪给定信号 ｙｒ；
２） 系统状态 ｘｉ（ ｔ） 不超出给定的约束边界 ｋｃｉ ．
证明 　 选取如下 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

Ｖ ＝ １
２
ｌｏｇ

ｋ２ｂ１
ｋ２ｂ１ － β２１

＋∑
ｎ

ｉ ＝ ２
∫ｘｉ
ｘ∗ｉ

ζ ｉ（ｗ）２
－１／ ｒｉ

ｋ２ｂｉ － ζ２ｉ（ｗ）
ｄｗ ＋∑

ｎ

ｉ ＝ １

１
２η ｉ

θ２ｉ ．

（４２）
注意到，对于任意给定正常数 ｋｂ１，β １ 满足

｜ β １ ｜ ＜ ｋｂ１，以下不等式成立：

ｌｏｇ
ｋ２ｂ１

ｋ２ｂ１ － β ２１
＜

β ２１
ｋ２ｂ１ － β ２１

． （４３）

根据式（４２）和式（４３），可得：

Ｖ≤ １
２

β ２１
ｋ２ｂ１ － β ２１

＋∑
ｎ

ｉ ＝ ２
（ｘｉ － ｘ∗ｉ ）

［ｘｒｉ
ｉ － （ｘ∗ｉ ） ｒｉ］ ２－１ ／ ｒｉ

ｋ２ｂｉ － β ２ｉ
＋

∑
ｎ

ｉ ＝ １

１
２η ｉ

θ２ｉ ≤
１
２

β ２１
ｋ２ｂ１ － β ２１

＋∑
ｎ

ｉ ＝ ２
（（ｘｒｉ

ｉ ） １ ／ ｒｉ －

（（ｘ∗ｉ ） ｒｉ） １ ／ ｒｉ） × ［ｘｒｉ
ｉ － （ｘ∗ｉ ） ｒｉ］ ２－１ ／ ｒｉ ／ ［ｋ２ｂｉ － β ２ｉ ］ ＋

∑
ｎ

ｉ ＝ １

１
２η ｉ

θ２ｉ ≤ ２∑
ｎ

ｉ ＝ １

β ２ｉ
ｋ２ｂｉ － β ２ｉ

＋∑
ｎ

ｉ ＝ １

１
２η ｉ

θ２ｉ ． （４４）

对于 τ ∈ （０，１） 一定存在一个常数 ℓ ＝ （１ ＋
τ） ／ ２，使得 ℓ∈ （０，１） ．结合式（４４），进一步可得到：

Ｖℓ ≤ ２∑
ｎ

ｉ ＝ １

β ２ｉ
ｋ２ｂｉ － β ２ｉ

＋∑
ｎ

ｉ ＝ １

１
２η ｉ

θ２ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ℓ

≤

　 　 ２ℓ∑
ｎ

ｉ ＝ １

β ２ℓｉ
（ｋ２ｂｉ － β ２ｉ ） ℓ

＋∑
ｎ

ｉ ＝ １

１
２η ｉ

θ２ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ℓ

≤

　 　 ２∑
ｎ

ｉ ＝ １

β １＋τｉ

ｋ２ｂｉ － β ２ｉ
＋∑

ｎ

ｉ ＝ １

１
２η ｉ

θ２ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ℓ

． （４５）

根据式（４１）和（４５），可得：

Ｖ̇≤－ １ ／ ２Ｖℓ ＋ １
２∑

ｎ

ｉ ＝ １

１
２η ｉ

θ２ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ℓ

＋

　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
( －

γ ｊ

２η ｊ

θ２ｊ ＋
γ ｊ

２η ｊ
（θ∗ｊ ） ２ ＋ ａ ｊ ) ． （４６）

类似于式（４０），以下不等式成立：

１
２
１
２η ｉ

θ２ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ℓ

＝ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ℓ １
２η ｉ

θ２ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

ℓ

≤

３８
学报（自然科学版），２０２１，１３（１）：７９⁃８６

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０２１，１３（１）：７９⁃８６



　 　 １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ℓ １
２η ｉ

θ２ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｌ． （４７）

选择参数 γ ｉ 使 γ ｊ ／ ２η ｊ ＞
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ℓ

，则式（４６）可改

写为

Ｖ̇≤－ １
２
Ｖℓ ＋ π， （４８）

其中， π ＝∑
ｎ

ｉ ＝ １
(
γ ｊ

２η ｊ
（θ∗ｊ ） ２ ＋ ａｉ ) ＋ ｎｌ．

令到达时间为 Ｔ ＝ ２
（１ － ℓ）ξ

［Ｖ１－ℓ（β（０），θ（０）） －

（２π ／ （１ － ξ））
１－ℓ
ℓ ］，常数 ０ ＜ ξ ＜ １且初始值 β（０） ＝

［β ０（０），…，β ｎ（０）］ Ｔ，θ（０） ＝ ［θ１（０），…，θｎ（０）］ Τ ．因

此，对于∀ｔ≥ Ｔ，Ｖℓ（β，θ） ≤ ２π
（１ － ξ）

满足引理 ２，则

闭环系统是半全局实际有限时间稳定的．另外，对于

∀ｔ≥ Ｔ，以下不等式成立：

｜ ｙ － ｙｒ ｜≤ ｋｂ１ １ － ｅ －２
２π
（１－ξ）[ ]１ ／ ℓ ． （４９）

根据以上分析以及式（１５），（３３）和（３８），得到：
｜ θｉ ｜≤ ２（２πη ℓ

ｉ ／ （１ － ξ）） １ ／ ２ℓ ． （５０）

根据 θ^ｉ ＝ θ∗ｉ － θｉ，则 θ^ｉ 是有界的．
根据β１ ＝ ｘ１ － ｙｒ 和 ｜ ｙｒ ｜≤ ｙ０，得到 ｜ ｘ１ ｜≤｜ ｙｒ ｜ ＋

｜ β １ ｜ ＜ ｙ０ ＋ ｋｂ１ ．定义 ｋｂ１ ＝ ｋｃ１ － ｙ０，则有 ｜ ｘ１ ｜ ＜ ｋｃ１ ．
根据式（４８）可以得到Ｋ ｉ 是有界的，则 ｜ β ｉ ｜ ＜ ｋｂｉ（ ｉ ＝

２，…，ｎ） ．又因为 θ^ｉ 有界的，所以 ｘ∗ｉ 是有界的，则可

得到（ｘ∗ｉ ） ｒｉ 是有界的． 类似于 ｜ ｘ１ ｜ ＜ ｋｃ１，结合式

（５），可得到 ｘｉ 有界，即 ｜ ｘｉ ｜ ＜ ｋｃｉ ．因此，系统所有状

态 ｘ１，…，ｘｎ 都有界并且不超过给定的边界 ｋｃｉ ．
定理 １证明完毕．

３　 仿真实例

考虑如下非线性系统：
ｘ̇１ ＝ ｈ１（ｘ１，ｘ２）ｘｐ１

２ ＋ ｇ１（ｘ１，ｘ２），

ｘ̇２ ＝ ｈ２（ｘ１，ｘ２）ｕｐ２ ＋ ｇ２（ｘ１，ｘ２），
ｙ ＝ ｘ１，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（５１）

其中，非线性函数 ｈ１（ｘ） ＝ ３ ＋ ０ ５ｘ１ｘ２ｓｉｎ（ｘ１ｘ２），
ｈ２（ｘ） ＝ ８ ＋ ｘ１ｘ２ｃｏｓ（ｘ１ｘ２），ｇ１（ｘ） ＝ － ０ ２ｅ

－０ ５ｘ２１ｘ２２ 和

ｇ２（ｘ） ＝ ０ １ｘ２ｃｏｓ（１ ／ （１ ＋ ｘ２１）），ｘ ＝ ［ｘ１，ｘ２］ Τ，参考信

号为 ｙｒ ＝ ｓｉｎ（ ｔ） ．
选择隶属函数为

μＦ１ｉ（ｘｉ） ＝ ｅｘｐ［ － （ｘｉ － ２） ２ ／ ２］，
μＦ２ｉ（ｘｉ） ＝ ｅｘｐ［ － （ｘｉ － １） ２ ／ ２］，

μＦ３ｉ（ｘｉ） ＝ ｅｘｐ［ － （ｘｉ － ０） ２ ／ ２］，
μＦ４ｉ（ｘｉ） ＝ ｅｘｐ［ － （ｘｉ ＋ １） ２ ／ ２］，
μＦ５ｉ（ｘｉ） ＝ ｅｘｐ［ － （ｘｉ ＋ ２） ２ ／ ２］，ｉ ＝ １，２．
选择初始条件为：ｘ１（０） ＝ － ０ ２３，ｘ２（０） ＝ － ０ ２，

θ^１（０） ＝ ０ ５，θ^２（０） ＝ ０ ２．系统状态变量 ｘ１ 和 ｘ２ 约束

为 ｜ ｘ１ ｜ ＜ ｋｃ１ ＝ １ ３和 ｜ ｘ２ ｜ ＜ ｋｃ２ ＝ １．选择控制器 ｕ，

虚拟控制器 ｘ∗２ ，自适应律 θ^１ 和 θ^２ 中的设计参数为

η １ ＝ １ ２，η ２ ＝ １ ３，γ １ ＝ １ ３，γ ２ ＝ １ ５，σ １ ＝ １ ３，σ ２ ＝
１ ５，υ １ ＝ １，υ ２ ＝ １，ｋｂ１ ＝ １ １，ｋｂ２ ＝ ０ ８．

仿真结果如图 １—６所示．

图 １　 状态 ｘ１ 与跟踪信号 ｙｒ 的轨迹

Ｆｉｇ １　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｘ１ ａｎｄ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｓｉｇｎａｌ ｙｒ

图 ２　 状态 ｘ２ 的轨迹

Ｆｉｇ ２　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｘ２

根据仿真结果图 １—６可知，系统的状态没有超

出给定的约束边界，系统输出在有限时间内很好地

跟踪给定的参考信号，同时闭环系统的所有信号在

有限时间收敛到包含原点的一个小邻域内．

４　 结论

本文针对一类具有全状态约束的非严格反馈高

４８
范彦丽，等．高阶非线性系统自适应模糊有限时间状态约束控制．

ＦＡＮ Ｙａｎｌｉ，ｅｔ ａｌ．Ａｄａｐｔｉｖｅ ｆｕｚｚｙ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｓｔａｔｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ．



图 ３　 控制器 ｕ 的轨迹

Ｆｉｇ ３　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ ｕ

图 ４　 跟踪误差 β１ 和 β２ 的轨迹

Ｆｉｇ ４　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ β１ ａｎｄ β２

图 ５　 自适应参数 θ^１ 的轨迹

Ｆｉｇ ５　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ａｄａｐｔｉｖｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ θ^１

阶非线性系统，在自适应模糊理论框架下，研究了一

种有限时间自适应控制设计问题．首先，利用模糊逻

辑系统对未知非线性函数进行辨识；其次，采用加幂

积分技术，构造了一种新的障碍 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，结
合反步递推技术，解决了高阶非线性系统的有限时

间状态约束问题；最后，通过有限时间 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳

图 ６　 自适应参数 θ^２ 的轨迹

Ｆｉｇ ６　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ａｄａｐｔｉｖｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ θ^２

定性理论，严格证明了跟踪误差的有限时间收敛性

和闭环系统的半全局实际有限时间稳定性．
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