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高涛１ 　 何秀丽１

小波框架的彩色图像泊松去噪

摘要
噪声是影响图像质量的重要因素，

噪声的存在导致图像的某些特征细节不
能被辨识以及图像的信噪比下降，所以
图像去噪是图像处理中的一个重要问
题．本文提出了基于小波框架的彩色图
像的泊松去噪模型．在该模型中，赋权的
ｌ ２项作为保真项，包含小波框架的 ｌ １项
作为正则项．同时，又提出了解决该模型
的重新赋权的 ｓｐｌｉｔ Ｂｒｅｇｍａｎ 算法．最后，
利用仿真实验以及 ＰＳＮＲ（峰值信噪比）
指标对该模型的去噪效果进行评估，评
估结果表明该算法可行、有效．
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０　 引言

　 　 图像去噪是图像处理中的基本问题，其目标是从含噪的观测图
像中估计出理想图像．通常这是一个不适定的反问题，大量文献对该

问题进行了深入的研究，但主要针对的是高斯白噪声［１］ ．然而，如 ＣＣＤ
（电荷耦合元件）固态光电检测器阵列、天文成像、计算 Ｘ 射线成像

（ＣＲ）、荧光共焦显微成像等，获取的图像往往受到量子噪声的污染，
量子噪声一般为非高斯白噪声，而是服从于泊松分布的泊松噪

声 ｙ ～ Ｐ（ｙ）：

Ｐ（ｙ） ＝ ｅττｙ

ｙ！
，　 ｙ ＝ ０，１，２，…， （１）

其中，Ｐ（ｙ）为泊松噪声的概率密度函数．另外，式（１）还体现出泊松噪

声强度与方差是信号依赖的．统计上，亮度大的像素受到更多的干扰，
因此去除泊松噪声是一个困难的任务．迄今为止，有许多学者在灰色

图像的泊松去噪方面做出了大量工作［２］ ．但是，针对彩色图像（ＲＧＢ）
的泊松去噪研究至今很少．

小波分析作为近年来发展起来的一种新的信号分析方法，兼有

时域分析和频域分析的特点，在分析信号的去噪方面有其独特的优

点．小波变换以其特有的多分辨率性、去相关性和选基灵活性等特点，
使得它在图像去噪方面大有可为．图像信号与噪声信号经过小波变换

后，在不同的分辨率下呈现出不同规律．在不同的分辨率下，设定阈值

门限，调整小波系数，就可以达到小波去噪的目的．小波去噪的方法有

很多种，本文选用的是小波阈值去噪．特别的，本文选择小波紧框

架［３］，因为它的多分辨率特性和冗余有助于算法的实现和图像的稀
疏表示［４⁃５］ ．

本文基于 Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ 等［６］的研究工作，提出了一种基于小波紧框
架的彩色图像泊松去噪模型．该模型是由保真项和正则项构成的最小

凸问题．基于泊松噪声的概率密度函数特征，保真项为赋权的二范数

项，与此同时，本文在正则项中引入小波紧框架，从而更好地保持了

图像的棱角细节．紧接着，本文又提出了解决上述模型的重新赋权的

ｓｐｌｉｔ Ｂｒｅｇｍａｎ 算法．在本文最后，又给出了该算法的数值实验结果，结
果显示该算法具有一定的实用性和应用推广价值．

１　 背景知识

图像去噪需要较好地保持图像边界等细节信息．本文将含有噪声



　 　 　 　的彩色图像看作一个 Ｍ 维的向量 ｆ ∈ ＲＭ，具体表达

形式如下：
ｆ ＝ ｕ ＋ ε， （２）

其中， ｕ为干净彩色图像，ε是噪声干扰项．ｆ ＝ （ ｆ１，ｆ２，
ｆ３），ｕ ＝ （ｕ１，ｕ２，ｕ３） 分别代表了ＲＧＢ ３个通道．并且，
对于所加的白高斯噪声，方差为σ ２ 的独立正态分布．
采用经典的最大后验概率 Ｐ（ｕ ｆ） 估计，图像去噪

的变分模型通常是保真项和正则项之和的最小化：
ｍｉｎ

ｕ
Ｆ（ｕ） ＋ λＧ（ｕ），

其中，λ 是一个正数，用于平衡保真项 Ｆ（ｕ） 和正则

项 Ｇ（ｕ） ．保真项是关于噪声的特性，由似然函数得

到，数据的保真项可以保持修复后的图像 ｕ 与观察

的图像 ｆ足够接近，否则有用的信息可能在求解模型

时丢失．正则项 Ｇ（ｕ） 是基于 ｕ 的先验假设得出的，
而惩罚项ｌ １ 的标准解代表了小波变换的系数［７］ ．因
此，下面的变分模型主要研究高斯白噪声图像恢复：

ｍｉｎ
ｕ

１
２
‖ｕ － ｆ‖２

２ ＋ λ‖Ｗｕ‖１，

这里 ‖．‖１ 表示ｌ １范数，Ｗ 是一个小波变换［７］ ．
假定观察数据 ｆ ∈ ＲＭ 含有泊松噪声，即
ｆ ～ Ｐ（ｕ ＋ ｃ），

给定 ｕ，可以得到观测数据 ｆ 的概率：

Ｐ（ ｆ ｕ） ＝ ∏
Ｍ

ｉ ＝ １

（ｕ） ｆｉ
ｉ ｅ －ｕｉ

ｆｉ！
，

这里，ｕｉ 表示 ｕ 的第 ｉ 行元素．根据泊松噪声的性质，
可以得出 ｆ 的期望和方差：

Ｅ（ ｆ ｕ） ＝ ｖａｒ（ ｆ ｕ） ＝ ｕ．

２　 泊松去噪的加权最小二乘法

２ １　 小波框架

小波框架是一族冗余的具有多分辨率分析

（ＭＲＡ）的系统，它在图像处理等领域已经有很好的

应用．小波框架的构造可通过 ＵＥＰ（不等差错保护）
方法来生成［８］ ．

通过小波紧框架系统的滤波器，可以生成快速

紧框． 矩阵 Ｗ由 Ｊ ＋ １ 个子滤波器Ｗ０，Ｗ１，…，ＷＪ 构

成．其中，Ｗ０ 是低通滤波器，其余的均是高通滤波器．
相应地，由统一展成原则，ＷＴ 是快速紧框架重构算

子，且 ＷＴＷ ＝ Ｉ 对任何图像 ｕ 均有 ＷＴＷｕ ＝ ｕ．

２ ２　 模型和算法

根据式（２），可以得到泊松噪声的表达式如下：
ε ＝ ｆ － ｕ．
假设给定 ｕ，可以得出期望 Ｅ（ε ｕ） ＝ ０ 和方差

ｖａｒ（ε ｕ） ＝ ｕ．
接下来，用高斯噪声［９］ 近似估计泊松噪声 ε，即

ε 服从正态分布 Ｎ（０，ｕ）：
Ｐ（ε ｕ） ≇

ｅｘｐ － １
２
（ｆ － ｕ）Ｔ  －１（ｆ － ｕ）{ } ｂ２ － ４ａｃ， （３）

其中， 是协方差矩阵．由于每个像素上的噪声是

相互独立的，因此可以得到

 ＝ ｄｉａｇ（ｕ），
其中，ｄｉａｇ（ｕ） 是对角矩阵．运用极大似然估计，取式

（３） 的负对数，得到保真项为

－ ｌｏｇ Ｐ（ε ｕ） ∝－ １
２
（ ｆ － ｕ） Ｔ  －１（ ｆ － ｕ） ． （４）

设 Ｘ ∈ ＲＮ 的赋权ｌ ２ 范数为 ‖Ｘ‖２
Ｑ ＝ ＸＴＱＸ，Ｑ

是对称正定矩阵，那么式（４） 可被改写为

Ｆ（ｕ） ＝ ‖ｕ － ｆ‖２
 －１ ＝ ‖ｕ － ｆ‖２

ｄｉａｇ（ｕ） －１ ＝

　 　
ｕ － ｆ
ｕ

２

２

． （５）

通过假设 ｕ ＞ ０，所以 －１是正定的．式（５） 可以作

为偏差原理去选择正则化参数 λ．然而，由于保真项

中含有一个未知的权重 ｕ，所以该问题十分难解．因
此需要近似 ｕ［１０］ ．

最简单的做法是将观察到的数据 ｆ 来近似未知

的权重 ｕ，从而得到如下表达式：

ｍｉｎ
ｕ≥０

１
２

ｕ － ｆ
ｆ

２

２

．

但是，这种近似是粗糙的或者是不精确的．本文提出

一种重新赋权的 ｓｐｌｉｔ Ｂｒｅｇｍａｎ 算法可以更精确地求

解未知量 ｕ．
结合框架的稀疏化和非负性的约束，可以得到

彩色图像的泊松去噪模型：

ｍｉｎ
ｕ≥０

１
２

ｕ － ｆ
ｕ

２

２

＋ λ‖Ｗｕ‖１，

其中

ｕ － ｆ
ｕ － ｆ

２

２

∶ ＝

ｕ１

ｕ１

ｕ２

ｕ２

ｕ３

ｕ３

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

－
ｆ１
ｆ２
ｆ３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

２

２

．

这一方法可以直接应用到求解非线性最小二乘

法的稀疏正则化问题，为此平滑的正则化项ｌ １ 范数
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可以通过计算梯度获得．笔者感兴趣的是可以用加

权最小二乘结构的优势，并利用提出的高效稀疏正

规化方案，例如 ｓｐｌｉｔ Ｂｒｅｇｍａｎ 方法［１１］ 来实现．假设

有一个迭代算法可以求解上式，并且求得的结果是

序列 ｕｋ ．如果 ｕｋ 收敛到 ｕ∗，通过固定 ｕ∗ 可以解决下

列最小化问题：

ｍｉｎ
ｕ≥０

１
２

ｕ － ｆ

ｕ∗

２

２

＋ λ‖Ｗｕ‖１ ．

随着 ｋ的变大，ｕｋ 变得稳定，可以通过权重
１
ｕｋ

去近似

１
ｕ∗ ．因此，可以得到如下算法：

ｕｋ＋１ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
ｕ≥０

１
２

ｕ － ｆ
ｕｋ

２

２

＋ μ
２
‖Ｗｕ － ｄｋ ＋ ｂｋ‖２

２，

ｄｋ＋１ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
ｄ

λ‖ｄ‖１ ＋
μ
２
‖ｄ －Ｗｕｋ＋１ － ｂｋ‖２

２，

ｂｋ＋１ ＝ ｂｋ ＋ （Ｗｕｋ＋１ － ｄｋ＋１）．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（６）

为了接近先前的迭代而使结果稳定，可以在 ｕ
和 ｄ 的更新中增加一个邻近项．给定 γ １，γ ２，具体步

骤如下：

ｕｋ＋１ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
ｕ≥０

１
２

ｕ － ｆ
ｕｋ

２

２

＋ μ
２
‖Ｗｕ － ｄｋ ＋ ｂｋ‖２

２ ＋

　 　
γ１

２
‖ｕ － ｕｋ‖２

２，

ｄｋ＋１ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
ｄ

λ‖ｄ‖１ ＋
μ
２
‖Ｗｕｋ＋１ － ｄ ＋ ｂｋ‖２

２ ＋

　 　
γ２

２
‖ｄ － ｄｋ‖２

２，

ｂｋ＋１ ＝ ｂｋ ＋Ｗｕｋ＋１ － ｄｋ＋１，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（７）

当 γ １ ＝ γ ２ ＝ ０ 时，它就是之前的式（６） ．
算法 １ 更详细地描述了式（７）．另外，需特别注

意的是，第一步可通过梯度方法投影到非负象限解

决．在实践中，多几次迭代足以获得一个合理的结果．

３　 数值实验

下面，将泊松噪声模型数值试验结果与未加噪

声的原始图像进行比较从而证明算法的合理性．其
中在干净的图像中添加泊松噪声使用的是 Ｍａｔｌａｂ 中

的‘ｐｏｉｓｓｒｎｄ’命令．所有的实验选择分段线性 Ｂ 样条．
对应的滤波器离散形式［１２］如下：

ｈ０ ＝ １
４
， １
２
， １
４

é

ë
êê

ù

û
úú ，ｈ１ ＝ － １

４
， １
２
， － １

４
é

ë
êê

ù

û
úú ，

ｈ２ ＝ ２
４

，０， － ２
４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

给定一个 ｍ × ｎ 参考图像 ｕ，图像 ｕ 到 ｕ 的峰值

信噪比 ＰＳＮＲ（其量值为 ＲＰＳＮ） 被定义为

ＲＰＳＮ（ｕ，ｕ） ＝ １０ｌｏｇ１０

（ｕｍａｘ － ｕｍｉｎ） ２

ＥＭＳ
，

ＥＭＳ ＝
‖ｕ － ｕ‖２

２

ｍ·ｎ
，

其中，ｕｍａｘ 和 ｕｍｉｎ 分别是参考图像 ｕ 的最大值和最小

值，ｍ，ｎ 为 ２Ｄ 图像的大小，ＥＭＳ 为均方差．用图像去

噪结果ｕ和原始图像ｕ进行数值比较，得到的ＲＰＳＮ 为

图像去噪效果的数值表示．对于每点有 ＲＧＢ ３ 个值

的彩色图像来说，其峰值信噪比定义同上，只是均方

差是所有方差之和除以图像尺寸再除以 ３．
图 １ 是试验图像进行算法执行的结果，上层是

原始图像，中间是加泊松噪声后的图像，下层为算法

迭代 ２０ 次恢复的图像．图 ２ 是试验迭代次数与对应

的 ＰＳＮＲ 的值．
由图 １ 可以直观地看出，本文所做的 ３ 组数值

实验的去噪效果均非常好．彩色图像中的具体细节

得到了有效的保持．
由图 ２ 可以看出，算法的 ＰＳＮＲ 值均在迭代 １０

次左右达到最大，最大值均接近 ２７．由此可以看出，
算法不但去噪效果好，而且去噪效率极高，从而在具

体的生产实际中有着重要的推广价值．

算法 １　 泊松噪声去噪的重新赋权ｌ ２范数 ｓｐｌｉｔ Ｂｒｅｇｍａｎ 算法

初始化： ｕ０ ＝ ０，ｄ０ ＝ Ｗｆ，ｂ０ ＝ ０，ｋ ＝ １， ０是初始的协方差矩阵．
当 ‖ｕｋ－２ － ｕｋ－１‖２ ＞ δ 或 ｋ ＝ １ 运行，

ｕｋ＋１ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
ｕ≥０

１
２

‖ｕ － ｆ‖２
 －１

ｋ－１
＋ μ

２
‖Ｗｕ － ｄｋ－１ ＋ ｂｋ－１‖２

２ ＋
γ １

２
‖ｕ － ｕｋ－１‖２

２，

ｄｋ ＝ ｓｉｇｎ ( μ（Ｗｕｋ ＋ ｂｋ－１） ＋ γ ２ｄｋ－１

μ ＋ γ ２
) ·ｍａｘ μ（Ｗｕｋ－１ ＋ ｂｋ－１）( ＋ γ ２ｄｋ－１ － λ ／ （μ ＋ γ ２），０ ) ，

ｂｋ ＝ ｂｋ－１ ＋ Ｗｕｋ － ｄｋ，

∑ｋ
＝ ｄｉａｇ（ｕｋ），

ｋ ＝ ｋ ＋ １．
结束
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图 １　 试验图像进行算法执行的结果

Ｆｉｇ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｉｍａｇｅ（ｕｐ），Ｐｏｓｓｉｏｎ ｎｏｉｓｅ ｉｍａｇｅ（ｍｉｄｄｌｅ），ａｎｄ ｄｅｎｏｉｓｅｄ ｉｍａｇｅ（ｄｏｗｎ） ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

图 ２　 试验迭代次数与对应的 ＰＳＮＲ 的值

Ｆｉｇ ２　 ＰＳＮＲ ｖａｌｕｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ
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４　 结语

本文提出了一种基于小波紧框架的彩色图像泊

松去噪模型．该模型是由保真项和正则项构成的变

分问题．基于泊松噪声的概率密度函数特征，保真项

为赋权的二范数项，与此同时，本文在正则项中引入

小波紧框架，从而更好地保持了图像的棱角细节．紧
接着，本文又提出了解决上述模型的重新赋权的

ｓｐｌｉｔ Ｂｒｅｇｍａｎ 算法．最后，又给出了该算法的数值实

验结果，结果显示该算法具有一定的实用性和应用

推广价值．
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