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具有随机扰动和混合时滞的两层异质网络的同步研究

摘要
在现实生活中，很多复杂的系统不

是由单个网络来表示，而是由一组相互
依赖的网络系统来表示的．本文研究了
具有随机扰动和混合时滞的两层异质网
络的对应节点的同步控制问题．基于随
机微分时滞方程的 ＬａＳａｌｌｅ 不变原理和
Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理论，采用牵制控制方
法，对部分节点实施控制，给出了实现同
步的充分条件．为了降低反馈控制的增
益，结合自适应控制的方法，进一步弱化
了两层异质网络实现同步的条件．最后，
通过数值仿真，验证了理论结果的有
效性．
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０　 引言

　 　 随着计算机和互联网的飞速发展，人类的社会生活日渐网络化，
世界变得更加复杂，人与人、人与物、物与物的关系联系得更加紧密．
复杂的网络存在于现实世界中，如社会网络、信息网络、神经网络、生
物网络等［１⁃２］ ．

已有相关研究主要集中在不与其他网络交互的单个网络中的同

步．然而，许多实际的复杂动态网络包括多个连接层，例如：在灾难面

前，需要基础设施网络提供电力、水利交通的配合，食物的储备，医疗

的供给等，彼此相互作用并相互依赖［３］；交通依赖于航空、铁路和公

路交通网络；全球经济体系中的国家通过各种国际关系相互作用．显
然，在描述和处理这些问题时，利用多层网络模型比单层网络模型更

为合适．文献［４］基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理论，研究了具有加性时滞耦

合的多层网络的耦合非线性系统的全局同步问题；文献［５］推导了双

层星型网络超拉普拉斯矩阵的谱，并利用主稳定函数法研究了其稳

定性．这些文献表明，人们已经意识到大多数工程化和自然的系统不

是孤立存在的，而是与其他系统有着某种复杂连接的．
多层网络的研究已经取得了很多进展，但大多数研究都是关于

同质系统［６⁃７］，即所有节点都具有相同的动力学系统．然而在实际应用

中，节点具有不同的动力学可能更符合现实．近几年，异质网络的研究

发展迅速．文献［８］研究了网络化的异质谐波振荡器的拟同步问题；文
献［９］研究了具有采样数据和输入饱和约束的异质网络的拟同步问

题；文献［１０］研究了不同内耦合矩阵的异质线性网络的拟同步问题．
由于异质网络的复杂性，仅依赖于网络自身的耦合很难实现同

步，设计合适的控制协议使其同步非常必要．牵制控制作为一种有效

的控制机制，只需要控制网络的部分节点，在网络的协调控制中得到

了广泛的应用．文献［１１］回顾总结了具有一般通信拓扑结构的复杂网

络的全局牵制同步的一些最新进展；文献［１２］研究了具有混合时变

时滞和扰动的记忆反馈神经网络的牵制同步问题；文献［１３］针对一

类具有持续时变和状态相关扰动的复杂网络的鲁棒同步问题，提出

了一种自适应牵制控制和耦合调整方法．
在以前基于牵制控制同步的研究中，节点动力学一般都是假设

没有噪声干扰的，这通常不符合实际情况．在现实中，除了时滞之外，
还存在随机的不确定性，比如物理系统上的随机力和生物学中传染



　 　 　 　病的随机流行，随机扰动在自然界中是无处不在

的［１４⁃１５］ ．因此，考虑具有随机扰动的复杂动力学网络

更为实用．
本文基于随机微分时滞方程的 ＬａＳａｌｌｅ 不变原

理和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，综合考虑了两层网络的

异质性以及存在随机扰动这两个因素，推广了文献

［１６］的结果，得出对具有混合时滞和随机扰动的两

层异质网络采用牵制控制策略实现同步是有效的．
接着，结合自适应控制的方法，进一步弱化了两层异

质网络实现同步的条件．最后，通过数值仿真，验证

了理论结果的正确性．

１　 预备知识和模型描述

１ １　 符号说明

本文所用的一些符号介绍： Ｒｎ 表示 ｎ 维欧式空

间；Ｒｎ×ｍ 表示所有 ｎ × ｍ维的实矩阵的集合；Ｒ ＋ 表示

非负实数集合；上标“Ｔ” 表示矩阵的转置； · 是定

义为 ｘ ＝ ｘＴｘ 的 欧 式 范 数， 其 中 ｘ ∈ Ｒｎ；
ｄｉａｇ …{ } 表示对角矩阵；Ｐ ＞ ０表示矩阵 Ｐ是正定矩

阵；Ｉｎ ∈ Ｒｎ×ｎ 表示 ｎ × ｎ 的单位矩阵；λｍａｘ（Ａ） 和

λｍｉｎ（Ａ） 分别表示矩阵 Ａ的最大和最小特征值；对于

任意矩阵 Ｈ∈ＲＮ×Ｎ，Ｈｌ 是Ｈ删去前 ｌ行、前 ｌ列之后

的子矩阵（１ ≤ ｌ ≤ Ｎ）；矩阵 Ｌｓ 表示（Ｌ ＋ ＬＴ） ／ ２；
Ｃ（ － τ，０[ ] ，Ｒｎ） 表示从 － τ，０[ ] 到 Ｒｎ 的所有连续

映射所构成的空间；Ｃ１，２（Ｒ ＋ × Ｒｎ，Ｒ ＋ ） 表示所有定

义在Ｒ ＋ × Ｒｎ 上的非负函数 Ｖ（ ｔ，ｚ）的集族，其中 ｔ连
续可微，ｚ二阶连续可微；Ｃμ

Ｆ０（ － τ，０[ ] ，Ｒｎ）表示 Ｆ０⁃
可测的 Ｃ（ － τ，０[ ] ，Ｒｎ） － 值有界随机变量所构成

的空间； Ｆ ｔ{ } ｔ≥０ 表示流， 其中 ｔ 右连续； （Ω，Ｆ，
Ｆ ｔ{ } ｔ≥０） 表示具有流 Ｆ ｔ{ } ｔ≥０ 的全概率空间．

１ ２　 引理

考虑 ｎ 维随机微分时滞方程：
ｄｚ（ ｔ） ＝ ｈ（ ｔ，ｚ（ ｔ），ｚ（ ｔ － τ））ｄｔ ＋
　 　 ｗ（ ｔ，ｚ（ ｔ），ｚ（ ｔ － τ））ｄＢ， （１）

其中 ｔ≥ ０，初值 ξ ∈ Ｃμ
Ｆ０（ － τ，０[ ] ，Ｒｎ），可测函数

ｈ：Ｒ ＋ × Ｒｎ × Ｒｎ→Ｒｎ，ｗ：Ｒ ＋ × Ｒｎ × Ｒｎ→Ｒｎ×ｍ 满足局

部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件和线性增长条件［１７］ ．这可知（１） 对

于任意初值 ξ 在 ｔ≥－ τ 上有唯一解 ｚ（ ｔ，ξ） ．
在 Ｖ∈ Ｃ１，２（Ｒ ＋ × Ｒｎ，Ｒ ＋） 定义算符 Ｖ，具体公

式如下：
Ｖ ＝ Ｖｔ（ ｔ，ｘ） ＋ Ｖｘ（ ｔ，ｘ）ｈ（ ｔ，ｘ） ＋

　 　 １
２
ｔｒａｃｅ ＢＴ（ ｔ，ｘ）Ｖｘｘ（ ｔ，ｘ）Ｂ（ ｔ，ｘ）[ ] ， （２）

其中

Ｖｔ（ ｔ，ｘ） ＝ （ ∂Ｖ（ ｔ，ｘ）[ ] ／ ∂ｔ），
Ｖｘ（ ｔ，ｘ） ＝ （ ∂Ｖ（ ｔ，ｘ）[ ] ／ ∂ｘ１，…， ∂Ｖ（ ｔ，ｘ）[ ] ／ ∂ｘｎ），
Ｖｘｘ（ ｔ，ｘ） ＝ （ ∂２Ｖ（ ｔ，ｘ）[ ] ／ ∂ｘｉ∂ｘ ｊ[ ] ） ｎ×ｎ ．

引理 １［１７］ 　 假设 ｈ（ｘ，ｙ，ｔ）和ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）对于 ｘ，
ｙ局部有界，对于 ｔ一致有界．假设存在 Ｖ∈Ｃ１，２（Ｒ ＋ ×
Ｒｎ，Ｒ ＋），ｇ ∈ Ｌ１（Ｒ ＋，Ｒ ＋ ）， 以及 ω １，ω ２ ∈ Ｃ（Ｒｎ，
Ｒ ＋），有

Ｖ（ｘ，ｙ，ｔ） ≤ ｇ（ ｔ） － ω １（ｘ） ＋ ω ２（ｙ），
（ｘ，ｙ，ｔ） ∈ Ｒｎ × Ｒｎ × Ｒ ＋，
ω １（ｘ） ≥ ω ２（ｘ），ｘ∈ Ｒｎ，

并且

ｌｉｍ
ｘ →∞

ｉｎｆ
０≤ｔ ＜∞

Ｖ（ ｔ，ｘ） ＝ ∞ ．

那么 Ｋｅｒ（ω １ － ω ２） ≠ ⌀， 对于任意初值 ξ ∈
Ｃμ

Ｆ０（ － τ，０[ ] ，Ｒｎ），（１） 的解 ｚ（ ｔ，ξ），有如下性质：
ｌｉｍ
ｔ→∞
ｄｉｓｔ ｚ（ ｔ，ξ），Ｋｅｒ（ω １ － ω ２）{ } ＝ ０，ａ．ｓ．

进而，若Ｋｅｒ（ω １ － ω ２）＝ ０，则对于任意初值 ξ∈
Ｃμ

Ｆ０（ － τ，０[ ] ，Ｒｎ），有
ｌｉｍ
ｔ→∞

ｚ（ ｔ，ξ） ＝ ０，ａ．ｓ．

引理 ２［１８］ 　 令１≥ ２≥…≥ Ｎ，ι １ ≥ ι ２ ≥
…≥ ιＮ，并且 κ １ ≥ κ ２ ≥…≥ κＮ，分别是矩阵 Ａ，Ｂ
和 Ａ ＋ Ｂ 的特征值，其中 Ａ 和 Ｂ 是在 ＲＮ×Ｎ 上的对称

矩阵，则有

ｉ ＋ ιＮ ≤ κ ｉ ≤ ｉ ＋ ι １，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ．
引理 ３［１９］ 　 对于对角矩阵 Ｄ ＝ ｄｉａｇ { ｄ１，…，ｄｌ，

０，…，０}

Ｎ－ｌ

} ，其中 ｄｉ ＞ ０（ ｉ ＝ １，２，…，ｌ；１≤ ｌ≤Ｎ）和对

称矩阵 Ｈ∈ ＲＮ×Ｎ，令

Ｈ － Ｄ ＝
Ａ － Ｄ Ｂ
ＢＴ Ｈｌ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

其中 Ｈｌ 是 Ｈ 删去前 ｌ 行、前 ｌ 列之后的子矩阵，Ｄ ＝
ｄｉａｇ ｄ１，ｄ２，…，ｄｌ{ } ，矩阵 Ａ和 Ｂ维数恰当．如果 ｄｉ ＞
λｍａｘ（Ａ － ＢＨ －１

ｌ ＢＴ）（ ｉ ＝ １，２，…，ｌ），则 Ｈ － Ｄ ＜ ０等
于 Ｈｌ ＜ ０．

１ ３　 模型描述

考虑如下具有随机扰动的异质双层网络模型：
每层由 Ｎ 个具有耗散耦合和混合时滞的节点所构

成，并且这两层具有相同的拓扑结构．将上层记作驱

动层，下层记作响应层．因此驱动层的节点动力学模

型为：

ｄｘｉ（ ｔ） ＝ [Ｆｉ（ ｔ，ｘｉ（ ｔ），ｘｉ（ ｔ － σ ｉ（ ｔ））） ＋

５１４
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ｃ０∑
Ｎ

ｊ ＝ １
Ｌ（０）ｉｊ Γ０ｘ ｊ（ ｔ） ＋ ｃ１∑

Ｎ

ｊ ＝ １
Ｌ（１）ｉｊ Γ１ｘ ｊ（ ｔ － τ １（ ｔ）） ＋

ｃ２∑
Ｎ

ｊ ＝ １
Ｌ（２）ｉｊ Γ２∫ｔ

ｔ －τ２（ ｔ）
ｘ ｊ（ ｓ）ｄｓ ]ｄｔ ＋

ψ ｉ（ ｔ，ｘｉ（ ｔ），ｘｉ（ ｔ － τ ３（ ｔ）））ｄＢｉ（ ｔ） ． （３）
响应层的节点动力学模型为：

ｄ ｘｉ
 （ ｔ） ＝ [Ｆｉ（ ｔ，ｘｉ

 （ ｔ），ｘｉ
 （ ｔ － σ ｉ（ ｔ））） ＋

ｃ０∑
Ｎ

ｊ ＝ １
Ｌ（０）ｉｊ Γ０ ｘ ｊ

 （ ｔ） ＋ ｃ１∑
Ｎ

ｊ ＝ １
Ｌ（１）ｉｊ Γ１ ｘ ｊ

 （ ｔ － τ １（ ｔ）） ＋

ｃ２∑
Ｎ

ｊ ＝ １
Ｌ（２）ｉｊ Γ２∫ｔ

ｔ －τ２（ ｔ）
ｘ ｊ
 （ ｓ）ｄｓ ＋ ｕｉ（ ｔ） ]ｄｔ ＋

ψ ｉ（ ｔ，ｘｉ
 （ ｔ），ｘｉ

 （ ｔ － τ ３（ ｔ）））ｄＢｉ（ ｔ）， （４）
其中 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，函数 Ｆｉ（·）：Ｒ

＋ × Ｒｎ × Ｒｎ → Ｒｎ

表示第 ｉ 个节点的局部动力学，ｘｉ（ ｔ） ＝ （ｘｉ１，ｘｉ２，…，
ｘｉＮ） Ｔ ∈ ＲＮ 是第 ｉ 个节点在 ｔ 时刻的状态变量．σ ｉ（ ｔ）
是第 ｉ 个节点的非耦合时滞，τ １（ ｔ），τ ２（ ｔ） 分别是耦

合项的离散时滞和分布式时滞，Γ０，Γ１ 和 Γ２ ∈ Ｒｎ×ｎ

是内部耦合矩阵，并且设Γ０ ＝ΓＴ０ ＞ ０．正常数 ｃ０，ｃ１和
ｃ２ 是相对应的耦合强度．Ｌ（ｋ） ＝ （Ｌ（ｋ）ｉｊ ） Ｎ×Ｎ（ｋ ＝ ０，１，２）
是外部耦合矩阵，满足 Ｌ（ｋ）ｉｊ ≥ ０（ ｉ ≠ ｊ） 并且 Ｌ（ｋ）ｉｉ ＝

－ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １，ｊ≠ｉ
Ｌ（ｋ）ｉｊ ．Ｂ（ ｔ） ＝ （Ｂ１（ ｔ），Ｂ２（ ｔ），…，ＢＮ（ ｔ）） Ｔ 表示

定义在（Ω，Ｆ， Ｆ ｔ{ } ｔ≥０） 上的 Ｎ 维布朗运动，且满足

下列性质：Ｅ ｄＢ（ ｔ）{ } ＝ ０，Ｅ ｄＢ（ ｔ）[ ] ２{ } ＝ ｄｔ．ψ ｉ（·）
表示随机扰动，τ ３（ ｔ） 表示随机扰动项的时滞．其中

ｕｉ（ ｔ） ∈ＲＮ 表示第 ｉ个节点的外部控制输入，利用牵

制控制的方法：

ｕｉ（ ｔ） ＝ － ｄｉΓ０（ｘｉ
 （ ｔ） － ｘｉ（ ｔ））， （５）

当 ｉ ＝ １，２，…，ｌ时，ｄｉ ＞ ０，当 ｉ ＝ ｌ ＋ １，ｌ ＋ ２，…，Ｎ时，
ｄｉ ＝ ０．这表明只有前 ｌ 个节点被用来做牵制反馈器．

１ ４　 假设

假设 １ 　 非线性函数 Ｆｉ（ ｔ，ｘ，ｙ） 满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ
条件，即存在 α ｉ，β ｉ ≥ ０，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，有

Ｆｉ（ ｔ，ｘｉ
 （ ｔ），ｘｉ

 （ ｔ － σ ｉ（ ｔ））） －
　 　 Ｆｉ（ ｔ，ｘｉ（ ｔ），ｘｉ（ ｔ － σ ｉ（ ｔ））） ２ ≤

　 　 ２α ｉ ｘｉ
 （ ｔ） － ｘｉ（ ｔ） ２ ＋

　 　 ２β ｉ ｘｉ
 （ ｔ － σ ｉ（ ｔ）） － ｘｉ（ ｔ － σ ｉ（ ｔ）） ２ ．

假设 ２　 随机扰动 ψ ｉ（ ｔ，ｘ，ｙ） 满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条
件，即存在 ｓｉ，ｐｉ ≥ ０，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，有
ｔｒａｃｅ（（ψｉ（ｔ，ξ１，η１） － ψｉ（ｔ，ξ２，η２））Ｔ（ψｉ（ｔ，ξ１，η１） －

ψ ｉ（ ｔ，ξ ２，η２））） ≤ ｓｉ（ξ １ － ξ ２） Ｔ（ξ １ － ξ ２） ＋
ｐｉ（η１ － η２） Ｔ（η１ － η２） ．
假设 ３　 存在常数 ｑｉ，σ ｉ 以及 η ｋ，τ ｋ 使得

０ ≤ τ̇ｋ（ ｔ） ≤ η ｋ ＜ １且 ０ ≤ τ ｋ（ ｔ） ≤ τ ｋ，ｋ ＝ １，２，３，

０≤ σ̇ｉ（ ｔ） ≤ ｑｉ ＜ １且 ０≤σ ｉ（ ｔ） ≤σ ｉ，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ．

２　 主要结果

令误差函数 ｅｉ（ ｔ） ＝ ｘｉ
 （ ｔ） － ｘｉ（ ｔ） 可得误差系

统为：

ｄｅｉ（ ｔ） ＝ [Ｆｉ（ ｔ，ｘｉ
 （ ｔ），ｘｉ

 （ ｔ － σ ｉ（ ｔ））） －

　 　 Ｆｉ（ ｔ，ｘｉ（ ｔ），ｘｉ（ ｔ － σ ｉ（ ｔ））） ＋

　 　 ｃ０∑
Ｎ

ｊ ＝ １
Ｌ（０）ｉｊ Γ０ｅｊ（ｔ） ＋ ｃ１∑

Ｎ

ｊ ＝ １
Ｌ（１）ｉｊ Γ１ｅｊ（ｔ － τ１（ｔ）） ＋

　 　 ｃ２∑
Ｎ

ｊ ＝ １
Ｌ（２）ｉｊ Γ２∫ｔ

ｔ －τ２（ ｔ）
ｅ ｊ（ ｓ）ｄｓ － ｄｉΓ０ｅｉ（ ｔ） ]ｄｔ ＋

　 　 ϕｉ（ ｔ，ｅｉ（ ｔ），ｅｉ（ ｔ － τ ３（ ｔ）））ｄＢｉ（ ｔ）， （６）
其中

ϕｉ（ｔ，ｅｉ（ｔ），ｅｉ（ｔ － τ３（ｔ）））＝ ψｉ（ｔ，ｘｉ
 （ｔ），ｘｉ

 （ｔ － τ３（ｔ））） －
ψ ｉ（ ｔ，ｘｉ（ ｔ），ｘｉ（ ｔ － τ ３（ ｔ））） ．
定理 １　 基于假设 １、假设 ２和假设 ３，若是存在

正常数 ε １ 和 ε ２ 以及满足：
１）γ ＋ ｃ０λｍａｘ（（Ｌ（０）ｓ ） ｌ） ＜ ０，ｄｉ ＞ λｍａｘ（Ａ －

ＢＨ －１
ｌ ＢＴ）；
２）ρ ＞ ２ｒ３（１ － η ３），（Ｄ － Ｈ）  Γ０ ＞ Ｕ，

则响应层（４） 在牵制控制器（５） 的作用下全局渐近

同步于驱动层（３） ．
证明 　 响应层（４） 全局渐近同步于驱动层（３）

等价于误差系统（６） 是全局渐近稳定的，故只需要

证明（６） 全局渐近稳定即可．
构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

Ｖ（ ｔ，ｅ（ ｔ）） ＝ １
２∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ）ｅｉ（ ｔ） ＋

　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １

β ｉ

１ － ｑｉ
∫ｔ
ｔ －σ ｉ（ ｔ）

ｅＴｉ （θ）ｅｉ（θ）ｄθ ＋

　 　 ｒ１∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∫ｔ
ｔ －τ１（ ｔ）

ｅＴｉ （θ）ｅｉ（θ）ｄθ ＋

　 　 ｒ２∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∫ｔ
ｔ －τ２（ ｔ）
∫ｔ
θ
ｅＴｉ （ξ）ｅｉ（ξ）ｄξｄθ ＋

　 　 ｒ３∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∫ｔ
ｔ －τ３（ ｔ）

ｅＴｉ （θ）ｅｉ（θ）ｄθ，

其中

６１４
金欣，等．具有随机扰动和混合时滞的两层异质网络的同步研究．

ＪＩＮ Ｘｉｎ，ｅｔ ａｌ．Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｗｏ⁃ｌａｙｅｒ ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｍｉｘｅｄ ｄｅｌａｙｓ．



ｒ１ ＝
１

１ － η １
（
ｃ１
２

＋ ε １），ｒ２ ＝
τ ２
１ － η ２

（
ｃ２
２

＋ ε ２），ｒ３ ＞ ０．

Ｖ（ｔ，ｅ（ｔ））＝∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ｔ） [Ｆｉ（ｔ，ｘｉ

 （ｔ），ｘｉ
 （ｔ － σ ｉ（ｔ））） －

Ｆｉ（ ｔ，ｘｉ（ ｔ），ｘｉ（ ｔ － σ ｉ（ ｔ））） ＋ ｃ０∑
Ｎ

ｊ ＝ １
Ｌ（０）ｉｊ Γ０ｅ ｊ（ ｔ） ＋

ｃ１∑
Ｎ

ｊ ＝１
Ｌ（１）ｉｊ Γ１ｅｊ（ｔ －τ１（ｔ）） ＋ｃ２∑

Ｎ

ｊ ＝１
Ｌ（２）ｉｊ Γ２∫ｔ

ｔ－τ２（ｔ）
ｅｊ（ｓ）ｄｓ －

ｄｉΓ０ｅｉ（ ｔ） ] ＋∑
Ｎ

ｉ ＝ １

β ｉ

１ － ｑｉ
[ ｅＴｉ （ ｔ）ｅｉ（ ｔ） －

ｅＴｉ （ ｔ － σ ｉ（ ｔ））ｅｉ（ ｔ － σ ｉ（ ｔ）） × （１ － σ̇ｉ（ ｔ）） ] ＋

ｒ１∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ）ｅｉ（ ｔ） － ｒ１∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ － τ １（ ｔ））ｅｉ（ ｔ －

τ １（ ｔ））（１ － τ̇１（ ｔ）） ＋ ｒ２∑
Ｎ

ｉ ＝ １
[τ ２（ ｔ）ｅＴｉ （ ｔ）ｅｉ（ ｔ） －

（１ － τ̇２（ ｔ））∫ｔ
ｔ －τ２（ ｔ）

ｅＴｉ （ξ）ｅｉ（ξ）ｄξ ] ＋

ｒ３∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ）ｅｉ（ ｔ） － ｒ３∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ － τ ３（ ｔ））ｅｉ（ ｔ －

τ ３（ ｔ））（１ － τ̇３（ ｔ）） ＋ １
２∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｔｒａｃｅ（ϕｉ（ ｔ，ｅｉ（ ｔ），

ｅｉ（ ｔ － τ ３（ ｔ））） Ｔϕｉ（ ｔ，ｅｉ（ ｔ），ｅｉ（ ｔ － τ ３（ ｔ）））） ≤
１
２∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ）ｅｉ（ ｔ） ＋∑

Ｎ

ｉ ＝ １
α ｉｅＴｉ （ ｔ）ｅｉ（ ｔ） ＋

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
β ｉｅＴｉ （ ｔ － σ ｉ（ ｔ））ｅｉ（ ｔ － σ ｉ（ ｔ）） ＋

ｃ０∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ）Ｌ（０）ｉｊ Γ０ｅ ｊ（ ｔ） ＋

ｃ１∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ）Ｌ（１）ｉｊ Γ１ｅ ｊ（ ｔ － τ １（ ｔ）） ＋

ｃ２∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ）Ｌ（２）ｉｊ Γ２∫ｔ

ｔ －τ２（ ｔ）
ｅ ｊ（ ｓ）ｄｓ －

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｄｉｅＴｉ （ ｔ）Γ０ｅｉ（ ｔ） ＋∑

Ｎ

ｉ ＝ １

β ｉ

１ － ｑｉ
ｅＴｉ （ ｔ）ｅｉ（ ｔ） －

∑
Ｎ

ｉ ＝ １

β ｉ

１ － ｑｉ
ｅＴｉ （ ｔ － σ ｉ（ ｔ））ｅｉ（ ｔ － σ ｉ（ ｔ））（１ － ｑｉ） －

ｒ１（１ － η １）∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ － τ １（ ｔ））ｅｉ（ ｔ － τ １（ ｔ）） ＋

ｒ１∑
Ｎ

ｉ ＝１
ｅＴｉ（ｔ）ｅｉ（ｔ） － ｒ２（１ －η２）∑

Ｎ

ｉ ＝１
∫ｔ
ｔ－τ２（ｔ）

ｅＴｉ（ξ）ｅｉ（ξ）ｄξ＋

ｒ２τ ２∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ）ｅｉ（ ｔ） ＋ ｒ３∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ）ｅｉ（ ｔ） －

ｒ３（１ － η ３）∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ － τ ３（ ｔ））ｅｉ（ ｔ － τ ３（ ｔ）） ＋

１
２∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｓｉｅＴｉ （ ｔ）ｅｉ（ ｔ） ＋

１
２∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｐｉｅＴｉ （ ｔ － τ ３（ ｔ））ｅｉ（ ｔ － τ ３（ ｔ）） ≤

ｅＴ（ ｔ） [ (Θ ＋ ( １２ ＋ ｒ１ ＋ ｒ２τ ２ ＋ ｒ３ ) ＩＮ )  Ｉｎ ＋

（ｃ０Ｌ（０）ｓ － Ｄ）  Γ０ ] ｅ（ ｔ） ＋

ｅＴ（ ｔ） [
ｃ１
２
（Ｌ（１）（Ｌ（１）） Ｔ）  （Γ１ΓＴ１） ＋

ｃ２
２
（Ｌ（２）（Ｌ（２）） Ｔ）  （Γ２ΓＴ２） ] ｅ（ ｔ） ＋

ｃ１
２

－ ｒ１（１ － η １）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｅ

Ｔ（ ｔ － τ １（ ｔ））ｅ（ ｔ － τ １（ ｔ）） ＋

ｃ２
２

－
ｒ２（１ －η２）

τ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (∫ｔ

ｔ－τ２（ｔ）
ｅ（ｓ）ｄｓ )

Ｔ

(∫ｔ
ｔ－τ２（ｔ）

ｅ（ｓ）ｄｓ ) ＋

１
２
ρ － ｒ３（１ － η３）

é

ë
êê

ù

û
úú ｅ
Ｔ（ｔ － τ３（ｔ））ｅ（ｔ － τ３（ｔ）） ≤

ｅＴ（ ｔ） [ (Θ ＋ ( １２ ＋ ｒ１ ＋ ｒ２τ ２ ＋ ｒ３）ＩＮ )  Ｉｎ ＋

（ｃ０Ｌ（０）ｓ － Ｄ）  Γ０ ] ｅ（ ｔ） ＋

ｅＴ（ ｔ） [
ｃ１
２
（Ｌ（１）（Ｌ（１）） Ｔ）  （Γ１ΓＴ１） ＋

ｃ２
２
（Ｌ（２）（Ｌ（２）） Ｔ）  （Γ２ΓＴ２） ] ｅ（ ｔ） ＋

ｅＴ（ ｔ － τ ３（ ｔ）） [（（ １２ ρ － ｒ３（１ － η ３））ＩＮ） 

Ｉｎ ] ｅ（ｔ － τ３（ｔ）） ≤ ｅＴ（ｔ） （Ｈ － Ｄ） Γ０[ ] ｅ（ｔ） ＋

ｅＴ（ ｔ － τ ３（ ｔ））Ｕｅ（ ｔ － τ ３（ ｔ）） ≜
－ ω １（ｅ（ ｔ）） ＋ ω ２（ｅ（ ｔ － τ ３（ ｔ））），

其中

Θ ＝ ｄｉａｇ { [２α１（１ － ｑ１） ＋ ２β １ ＋ ｓ１（１ － ｑ１） ] ／ ２（１ －
ｑ１），…， [２αＮ（１ － ｑＮ） ＋ ２βＮ ＋ ｓＮ（１ －
ｑＮ） ／ ２（１ － ｑＮ） } ，

Ｄ ＝ ｄｉａｇ ｄ１，ｄ２，…，ｄｌ，０，０，…，０üþ ýï ï

Ｎ－ｌ

{ } ，

Ｕ ＝ １
２
ρ － ｒ３（１ － η ３）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＩＮ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉｎ，

ｅ（ ｔ） ＝ （ｅＴ１（ ｔ），ｅＴ２（ ｔ），…，ｅＴＮ（ ｔ）），ρ ＝ ｍａｘ
１≤ｉ≤Ｎ

ｐｉ{ } ，

Ｈ ＝
ｍａｘ
１≤ｉ≤Ｎ

α ｉ ＋
β ｉ

１ － ｑｉ
＋

ｓｉ
２ }{ ＋ １

２
＋ ｒ１ ＋ ｒ２τ２ ＋ ｒ３

λｍｉｎ（Γ０）
ＩＮ ＋

７１４
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ｃ１λｍａｘ（Γ１ΓＴ１）
２λｍｉｎ（Γ０）

× Ｌ（１）（Ｌ（１）） Ｔ ＋
ｃ２λｍａｘ（Γ２ΓＴ２）
２λｍｉｎ（Γ０）

×

Ｌ（２）（Ｌ（２）） Ｔ ＋ ｃ０Ｌ（０）ｓ ．
令

γ ＝
ｍａｘ
１≤ｉ≤Ｎ

α ｉ ＋
β ｉ

１ － ｑｉ

＋
ｓｉ
２ }{ ＋ １

２
＋ ｒ１ ＋ ｒ２τ ２ ＋ ｒ３

λｍｉｎ（Γ０）
＋

ｃ１λｍａｘ（Γ１ΓＴ１）
２λｍｉｎ（Γ０）

× λｍａｘ（（Ｌ（１）（Ｌ（１）） Ｔ） ｌ） ＋

ｃ２λｍａｘ（Γ２ΓＴ２）
２λｍｉｎ（Γ０）

× λｍａｘ（（Ｌ（２）（Ｌ（２）） Ｔ） ｌ） ．

由引理 ２可知 λｍａｘ（Ｈｌ） ≤ γ ＋ ｃ０λｍａｘ（（Ｌ（０）ｓ ） ｌ） ＜ ０，
即表示 Ｈｌ ＜ ０．又由引理 ３ 可知只要令正增益常数

ｄｉ ＞ λｍａｘ（Ａ － ＢＨ －１
ｌ ＢＴ）（ ｉ ＝ １，２，…，ｌ）则可得到Ｈ －

Ｄ ＜ ０，则 ω １（ｅ（ ｔ）） ＞ ０．由定理 １ 的条件 ２） 可知

ω２（ｅ（ｔ）） ＞ ０并且对于任意ｅ（ｔ）≠０，有ω１（ｅ（ｔ）） ＞
ω ２（ｅ（ ｔ）），又 ｌｉｍ

ｅ（ ｔ） →＋∞
ｉｎｆ
０≤ｔ≤∞

Ｖ ＝∞ ．故由引理１可知对

于任意初值 ξ ∈ Ｃμ
Ｆ０（ － τ，０[ ] ，Ｒｎ），有ｌｉｍ

ｔ→∞
ｅ（ ｔ；ξ） ＝

０．这表明误差系统（６） 对于任意初值是全局渐近稳

定的．证毕．
若引入自适应控制的方法，即控制器（５） 变为：

ｕｉ（ ｔ） ＝ － ｄｉ（ ｔ）Γ０（ｘｉ
 （ ｔ） － ｘｉ（ ｔ））， （７）

ｄ̇ｉ（ ｔ） ＝
Vｉ（ｘｉ
 （ ｔ） － ｘｉ（ ｔ）） ＴΓ０（ｘｉ

 （ ｔ） － ｘｉ（ ｔ）），
　 　 Vｉ ＞ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｌ，
０，ｉ ＝ ｌ ＋ １，ｌ ＋ ２，…，Ｎ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

则可得出以下推论．
推论１　 基于假设１、假设２、假设３，若是存在正

常数 ε １ 和 ε ２ 以及满足：
１）γ ＋ ｃ０λｍａｘ（（Ｌ（０）ｓ ） ｌ） ＜ ０；
２）ρ ＞ ２ｒ３（１ － η ３），（Ｄ∗ － Ｈ）  Γ０ ＞ Ｕ．

其中 Ｄ∗ ＝ ｄｉａｇ ｄ∗１ ，ｄ∗２ ，…，ｄ∗ｌ ，０，０，…，０üþ ýï ï

Ｎ－ｌ

{ } ，则响应

层（４） 在牵制控制器（７） 的作用下全局渐近同步于

驱动层（３） ．
构造如下 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

Ｖ（ ｔ，ｅ（ ｔ）） ＝ １
２∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ）ｅｉ（ ｔ） ＋

　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １

β ｉ

１ － ｑｉ
∫ｔ
ｔ －σ ｉ（ ｔ）

ｅＴｉ （θ）ｅｉ（θ）ｄθ ＋

　 　 ｒ１∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∫ｔ
ｔ －τ１（ ｔ）

ｅＴｉ （θ）ｅｉ（θ）ｄθ ＋

　 　 ｒ２∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∫ｔ
ｔ －τ２（ ｔ）
∫ｔ
θ
ｅＴｉ （ξ）ｅｉ（ξ）ｄξｄθ ＋

　 　 ｒ３∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∫ｔ
ｔ －τ３（ ｔ）

ｅＴｉ （θ）ｅｉ（θ）ｄθ ＋

　 　 １
２∑

ｌ

ｉ ＝ １

１
Vｉ
（ｄｉ（ ｔ） － ｄ∗ｉ ） ２ ．

参数 ｒ１，ｒ２，ｒ３ 与定理 １证明中的含义保持一致．
ｄ∗ｉ ＞ ０ （ ｉ ＝ １，２，…，ｌ）是有界并能被确定的常数，当
ｉ ＝ ｌ ＋ １，ｌ ＋ ２，…，Ｎ时，ｄ∗ｉ ＝ ０，此时 Vｉ是任意正实数．
余下的证明只需要把定理 １ 中的 Ｄ 换成 Ｄ∗ ＝
ｄｉａｇ ｄ∗１ ，ｄ∗２ ，…，ｄ∗ｌ ，０，０，…，０üþ ýï ï

Ｎ－ｌ

{ } ，并把 Ｄ 换成 Ｄ∗ ＝

ｄｉａｇ ｄ∗１ ，ｄ∗２ ，…，ｄ∗ｌ{ } ． 令 常 数 ｄ∗ｉ ＞ λｍａｘ（Ａ∗ －
Ｂ∗Ｈ －１

ｌ （Ｂ∗） Ｔ），则结果成立．

３　 数值仿真

根据本文的主要结果，只要满足定理 １ 的两个

条件，误差系统（６）利用牵制控制器就可实现同步．
本节给出一个例子仿真来证明理论结果的正确性．

例 １　 考虑一个每层具有 ５ 个节点的双层网络．
ｘｉ（ ｔ） ＝ （ｘｉ１（ ｔ），ｘｉ２（ ｔ）） Ｔ，ｉ ＝ １，…，５，表示第 ｉ个节点

的状态，第 ｉ 个节点在每层的非线性函数假设为

Ｆｉ（ ｔ，ｘｉ（ ｔ），ｘｉ（ ｔ － σ ｉ（ ｔ））） ＝ Ａｉｘｉ（ ｔ） ＋

　 　 ｆ（１）ｉ （ｘｉ（ ｔ）） ＋ ｆ（２）ｉ （ｘｉ（ ｔ － σ ｉ（ ｔ））），
其 中，ｆ（１）ｉ （ｘｉ（ ｔ）） ＝ （０ ２ ｓｉｎ（ ｉ） ｘｉ１，０ １ｘｉ２） Ｔ，
ｆ（２）ｉ （ｘｉ（ｔ － σ ｉ（ｔ）））＝ （ ｃｏｓ（ｉ） ｘｉ１（ｔ － σ ｉ（ｔ）），ｘｉ２（ｔ －

σ ｉ（ ｔ））） Ｔ，σ ｉ（ ｔ） ＝ ０ ２ｓｉｎ２（２ｔ － ｉ） ．矩阵 Ａｉ 和耦合矩

阵选取如下：

Ａｉ ＝
０ １ ｓｉｎ（ ｉ） ０

０ ０ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Γ０ ＝

８ ０
０ ８

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Γ１ ＝
０ ２ ０
０ １ ０ ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Γ２ ＝

０ ４ ０ １
０ ２ ０ ５

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｌ（０） ＝

－ １ ０ ０ １ ０
１ － ３ １ ０ １
１ ０ － １ ０ ０
０ １ ０ － １ ０
１ ０ ０ ０ － １

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

，

Ｌ（１） ＝

－ １ １ ０ ０ ０
０ － ２ ０ １ １
１ ０ － ２ ０ １
０ ０ １ － １ ０
１ ０ ０ ０ － １

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

，

８１４
金欣，等．具有随机扰动和混合时滞的两层异质网络的同步研究．

ＪＩＮ Ｘｉｎ，ｅｔ ａｌ．Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｗｏ⁃ｌａｙｅｒ ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｍｉｘｅｄ ｄｅｌａｙｓ．



Ｌ（２） ＝

－ ２ １ ０ ０ １
０ － １ ０ １ ０
１ ０ － ２ ０ １
０ ０ ０ － １ １
０ １ ０ ０ － １

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷



耦合强度 ｃ０ ＝ ３，ｃ１ ＝ １，ｃ２ ＝ ２；ϕｉ（ ｔ，ｅｉ（ ｔ），ｅｉ（ ｔ －
τ ３（ ｔ））） ＝ ｄｉａｇ { ｅｉ１（ ｔ） － ｅｉ１（ ｔ － τ ３（ ｔ）），ｅｉ２（ ｔ） －
ｅｉ２（ ｔ －τ ３（ ｔ）） } 满足局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件和线性增长

条 件；τ １（ ｔ） ＝ ０ １５（１ ＋ ｅ ｔ） ／ （２ ＋ ｅ ｔ），τ ２（ ｔ） ＝
０ ２５（１ ＋ｅｔ） ／ （２ ＋ ｅｔ），τ ３（ ｔ） ＝ ２（１ ＋ ｅｔ） ／ （２ ＋ ｅｔ）；
ε １ ＝ ０ ００１，ε ２ ＝ ０ ００２，ｒ３ ＝ １．

易见假设 ３满足ｍａｘ
１≤ｉ≤５

ｑｉ{ } ＝ ０ ２，τ ２ ＝ ０ ２５，η １ ＝

０ ０１８ ７５，η ２ ＝ ０ ０３１ ２５．现在确定 α ｉ 和 β ｉ 的值，根
据假设 １，有

图 １　 同步误差曲线

Ｆｉｇ １　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ

Ｆｉ（ ｔ，ｘｉ
 （ ｔ），ｘｉ

 （ ｔ － σ ｉ（ ｔ））） －
Ｆｉ（ ｔ，ｘｉ（ ｔ），ｘｉ（ ｔ － σ ｉ（ ｔ））） ２ ＝
（０ ３ ｓｉｎ（ｉ） ｅｉ１ ＋ ｃｏｓ（ｉ） ｅｉ１（ｔ － σ ｉ（ｔ）），０ ２ｅｉ２ ＋
ｅｉ２（ ｔ － σ ｉ（ ｔ））） × （０ ３ ｓｉｎ（ ｉ） ｅｉ１ ＋
ｃｏｓ（ｉ） ｅｉ１（ｔ － σ ｉ（ｔ）），０ ２ｅｉ２ ＋ ｅｉ２（ｔ － σ ｉ（ｔ）））Ｔ ＝
０ ０９ ｓｉｎ（ ｉ） ２ｅ２ｉ１ ＋ ０ ６ ｓｉｎ（ ｉ）ｃｏｓ（ ｉ） ｅｉ１ｅｉ１（ ｔ －
σ ｉ（ ｔ）） ＋ ｃｏｓ（ ｉ） ２ｅ２ｉ１（ ｔ － σ ｉ（ ｔ）） ＋ ０ ０４ｅ２ｉ２ ＋
０ ４ｅｉ２ｅｉ２（ ｔ － σ ｉ（ ｔ）） ＋ ｅ２ｉ２（ ｔ － σ ｉ（ ｔ）） ≤０ ０９ｅ２ｉ１ ＋
０ １５ｅ２ｉ１ ＋ ０ １５ｅ２ｉ１（ ｔ － σ ｉ（ ｔ）） ＋ ｅ２ｉ１（ ｔ － σ ｉ（ ｔ）） ＋
０ ０４ｅ２ｉ２ ＋ ０ ２ｅ２ｉ２ ＋ ０ ２ｅ２ｉ２（ ｔ － σ ｉ（ ｔ）） ＋
ｅ２ｉ２（ｔ － σｉ（ｔ）） ≤２αｉ ｅｉ ２ ＋ ２β ｉ ｅｉ（ｔ － σｉ（ｔ）） ２．

故可知ｍａｘ
１≤ｉ≤５

α ｉ{ } ＝ ０ １２，ｍａｘ
１≤ｉ≤５

β ｉ{ } ＝ ０ ６．又根据假设

２，有
ｔｒａｃｅ（ϕｉ（ｔ，ｅｉ（ｔ），ｅｉ（ｔ － τ３（ｔ）））Ｔϕｉ（ｔ，ｅｉ（ｔ），ｅｉ（ｔ － τ３（ｔ））））＝

ｅ２ｉ１ － ２ｅ２ｉ１ｅｉ１（ ｔ － τ ３（ ｔ）） ＋ ｅ２ｉ１（ ｔ － τ ３（ ｔ）） ＋
ｅ２ｉ２ － ２ｅｉ２ｅ２ｉ２（ ｔ － τ ３（ ｔ）） ＋ ｅ２ｉ２（ ｔ － τ ３（ ｔ）） ≤
ｅ２ｉ１ ＋ ｅ２ｉ１ ＋ ｅ２ｉ１（ ｔ － τ ３（ ｔ）） ＋ ｅ２ｉ１（ ｔ － τ ３（ ｔ）） ＋
ｅ２ｉ２ ＋ ｅ２ｉ２ ＋ ｅ２ｉ２（ ｔ － τ ３（ ｔ）） ＋ ｅ２ｉ２（ ｔ － τ ３（ ｔ）） ≤
ｓｉｅＴｉ ｅｉ ＋ ｐｉｅＴｉ （ ｔ － σ ｉ（ ｔ））ｅｉ（ ｔ － σ ｉ（ ｔ）），

易见ｍａｘ
１≤ｉ≤５

ｓｉ{ } ＝ ２，ｍａｘ
１≤ｉ≤５

ｐｉ{ } ＝ ２．

根据以上取值发现 ｌｍｉｎ ＝ １，至少有 １个节点需要

被牵 制 控 制 才 能 实 现 同 步． 通 过 计 算，γ ＋
ｃ０λｍａｘ（（Ｌ（０）ｓ ） ｌ）＝ － １ ０８４ ６ ＜ ０，λｍａｘ（Ａ － ＢＨ－１

ｌ ＢＴ） ＝
４ １４６ ７，如果令 ｄ１ ＝ ４ ３５，此时 ρ － ２ｒ３（１ － η ３） ＝
０ ５ ＞ ０，λｍｉｎ（（Ｄ － Ｈ） Γ０ － Ｕ） ＝ ０ ０３２ ８ ＞ ０．即
满足定理 １的所有条件．定理 １保证了响应层（４） 全

局渐近同步于驱动层（３） ．同步误差（６） 曲线如图 １
所示．

４　 结论

本文研究了具有混合时滞和随机扰动的两层异

质网络的同步问题，其中混合时滞包括离散时滞和

分布式时滞．基于随机微分时滞方程的 ＬａＳａｌｌｅ 不变

原理和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，给出了只需要控制部

分节点就可实现同步的判据．研究发现当 ｄｉ 满足一

定条件时，控制相对应的一个节点就可以实现同步．
最后通过数值仿真，验证了结果的正确性．
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