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二维切换系统 ＦＭ 状态空间模型的
耗散稳定性分析与镇定控制

摘要
针对二维切换系统的 Ｆｏｒｎａｓｉｎｉ⁃Ｍａｒ⁃

ｃｈｅｓｉｎｉ （ＦＭ） 状态空间模型，对系统耗
散稳定性以及耗散镇定控制器的设计问
题进行研究． 首先，根据系统模型的特
点，给出了二维系统（Ｔ，Ｓ，Ｒ） ⁃δ⁃耗散性
的定义，并提出二维切换系统渐近稳定
和满足（Ｔ，Ｓ，Ｒ） ⁃δ⁃耗散性的充分条件；
然后利用稳定性条件和投影引理，设计
了二维（Ｔ，Ｓ，Ｒ） ⁃δ⁃耗散状态反馈控制器．
最后，通过一个数值实例来验证所设计
控制器的有效性．
关键词

二维切换系统；ＦＭ 状态空间模型；
耗散稳定性；耗散控制

中图分类号 ＴＭ４６４
文献标志码 Ａ

收稿日期 ２０１７⁃１２⁃２０
资助项目 山东大学青年学者未来计划（２０１７
ＷＬＪＨ２７）
作者简介

李玲玲，女，硕士生，研究方向网络控制．
ｌｉｌｉｎｇｌｉｎｇ３９２８＠ １６３．ｃｏｍ

杨荣妮（通信作者），女，博士，副教授，硕
士生导师，研究方向为网络化控制及多维系
统．ｒｎｙａｎｇ＠ ｓｄｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

１ 山东大学 控制科学与工程学院，济南，
２５００６１

０　 引言

　 　 由于二维系统的理论重要性和实际应用性，近些年来二维系统

受到众多学者的研究和关注．在实际生活中，许多系统可以建模为二

维系统，如重复过程、气体吸收、线性图像处理［１⁃４］ 和迭代学习控

制［５⁃６］ ．然而这些应用系统容易受到突然变化的影响，如飞行控制系

统、电力电子和混沌发生器［７⁃８］，这种现象可以通过切换模型来描述，
假定系统通过切换信号在几个模型之间切换运行［９⁃１０］ ．切换系统是一

类重要的混杂系统，它包括有限个子系统并且通过切换信号在子系

统之间进行切换．近几年来二维切换系统也引起广泛关注，且得到一

些初步的结果．例如，二维切换系统的稳定性分析和镇定控制问

题［１１⁃１２］以及二维切换系统的异步控制问题［１３］ ．众所周知，二维系统的

模型包括 ＦＭ 模型［１４］、Ｒｏｅｓｓｅｒ 模型［１５］、Ａｔｔａｓｉ 模型［１６］ 和 Ｇｅｒｅｒａｌ 模

型［１７］ ．其中，Ｒｏｅｓｓｅｒ 模型、Ａｔｔａｓｉ 模型和 Ｇｅｒｅｒａｌ 模型可以看作是 ＦＭ
模型的特例，因此本文针对二维切换系统的 ＦＭ 状态空间模型展开

研究．
耗散性，意味着系统内部的能量不超过外部为系统所提供的能

量．耗散性理论最早由 Ｗｉｌｌｅｍ［１８］ 提出，Ｈｉｌｌ 等［１９］ 对其进行了推广．耗
散理论在控制领域至关重要，为控制系统的设计提供一个统一框架．
到目前为止，已经有许多和耗散性相关的结论，如 Ｌｉ 等［２０］ 考虑了离

散时间非线性切换系统的耗散性问题；Ｗａｎｇ 等［２１］ 研究了二维 ＦＭ 系

统的耗散稳定性分析和控制问题．
在本文中，二维切换系统的 ＦＭ 状态空间模型的耗散稳定性问题

以及耗散镇定控制器的设计问题得到解决．主要的研究思路为：首先

给出二维（Ｔ，Ｓ，Ｒ） ⁃δ⁃耗散性的定义，然后提出保证系统满足渐近稳

定性和二维（Ｔ，Ｓ，Ｒ） ⁃δ⁃耗散性的条件，接着进行耗散镇定控制器的

设计，最后通过一个数值算例来验证所设计控制器的有效性．

１　 问题描述

考虑以下二维切换系统 ＦＭ 状态空间模型：
ｘｉ＋１，ｊ ＋１ ＝ Ａ１（ｒｉ，ｊ ＋１）ｘｉ，ｊ ＋１ ＋ Ａ２（ｒｉ＋１，ｊ）ｘｉ＋１，ｊ ＋ Ｂ１（ｒｉ，ｊ ＋１）ｕｉ，ｊ ＋１ ＋ Ｂ２（ｒｉ＋１，ｊ）ｕｉ＋１，ｊ，
ｙｉ，ｊ ＝ Ｃ（ ｒｉ，ｊ）ｘｉ，ｊ ＋ Ｄ（ ｒｉ，ｊ）ｕｉ，ｊ， （１）



其中， ｘｉ，ｊ ∈Ｒｎｘ 表示状态向量，ｕｉ，ｊ ∈Ｒｎｕ 表示控制输

入信号，ｙｉ，ｊ ∈Ｒｎｙ 表示测量输出信号，ｒｉ，ｊ ∈Ｎ表示切

换信号，其中 Ｎ ＝ ｛１，２，…，Ｍ｝，Ｍ 表示子系统的个

数． 矩 阵 Ａ１（ ｒｉ，ｊ ＋１），Ａ２（ ｒｉ ＋１，ｊ），Ｂ１（ ｒｉ，ｊ ＋１），Ｂ２（ ｒｉ ＋１，ｊ），
Ｃ（ ｒｉ，ｊ），Ｄ（ ｒｉ，ｊ） 为已知的常系数矩阵．

根据一维系统（Ｔ，Ｓ，Ｒ） ⁃δ⁃耗散性的定义［２２⁃２３］，
下面给出系统（１）满足二维（Ｔ，Ｓ，Ｒ） ⁃δ⁃耗散性的

定义：
定义 １［２４］ 　 给定标量 δ ＞ ０，给定矩阵Ｔ，Ｓ和Ｒ，

其中 Ｔ ≤ ０，Ｒ 是实对称矩阵，且存在矩阵 Ｔ∗，使得

－ Ｔ ＝ＴＴ
∗Ｔ∗，如果不等式

∑
Ｔｉ

ｉ ＝ ０
∑
Ｔｊ

ｊ ＝ ０
ｙＴ
ｉ，ｊ Ｔｙｉ，ｊ ＋ ２∑

Ｔｉ

ｉ ＝ ０
∑
Ｔｊ

ｊ ＝ ０
ｙＴ
ｉ，ｊ Ｓｕｉ，ｊ ＋∑

Ｔｉ

ｉ ＝ ０
∑
Ｔｊ

ｊ ＝ ０
ｕＴ
ｉ，ｊ Ｒｕｉ，ｊ ≥

δ∑
Ｔｉ

ｉ ＝ ０
∑
Ｔｊ

ｊ ＝ ０
ｕＴ
ｉ，ｊ ｕｉ，ｊ （２）

在零边界条件下，对于任意的 Ｔｉ ≥ ０ 和 Ｔ ｊ ≥ ０ 均成

立，那么就称系统（１） 是严格二维（Ｔ，Ｓ，Ｒ） ⁃δ⁃ 耗

散的．
引理 １［１１］ 　 如果存在矩阵 Ｐ（ｐ） ＞ ０，Ｐ（ｑ） ＞ ０

和矩阵 Ｑ（ｐ） ＞ ０，∀ｐ，ｑ ∈ Ｎ，使得以下线性矩阵不

等式成立：
ＡＴ（ｐ）Ｐ（ｑ）Ａ（ｐ） － Ｐ（ｐ） ＜ ０， （３）

其中
Ａ（ｐ） ＝ Ａ１（ｐ），Ａ２（ｐ）[ ] ，
Ｐ（ｐ） ＝ ｄｉａｇ｛Ｐ（ｐ） － Ｑ（ｐ），Ｑ（ｐ）｝，

ｄｉａｇ｛…｝ 表示分块对角矩阵，那么系统（１） 是渐近

稳定的．
引理 ２［２５］ 　 给定矩阵 Ｘ，Ｚ，Π，如果存在一个矩

阵 Ｙ满足 ｓｙｍ（ＸＴＹＺ） ＋ Π ＜ ０当且仅当以下投影不

等式成立：
ЖＴ

ＸΠЖＸ ＜ ０，　 ЖＴ
ＺΠЖＺ ＜ ０， （４）

其中 ｓｙｍ｛Ａ｝ 表示 Ａ ＋ ＡＴ ．

２　 耗散稳定性分析

基于前面讨论的二维切换系统的模型以及耗散

性定义，本节主要对二维切换系统的耗散稳定性进

行分析，并给出保证二维系统（１）满足（Ｔ，Ｓ，Ｒ） ⁃δ⁃
耗散性及稳定性的条件．

定理 １　 给定标量 δ ＞ ０，给定矩阵 Ｔ，Ｓ 和 Ｒ，Ｒ
是实对称矩阵，其中 Ｔ≤０，且满足 － Ｔ ＝ ＴＴ

∗Ｔ∗，如果

存在正定矩阵 Ｐ（ｐ） ＞ ０，Ｐ（ｑ） ＞ ０ 和 Ｑ（ｐ） ＞ ０，
∀ｐ，ｑ ∈Ｎ 使得

Ψ ≜
Ψ１１ Ψ１２

∗ Ψ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＜ ０， （５）

其中

Ψ１１ ＝ ＡＴ（ｐ）Ｐ（ｑ）Ａ（ｐ） － Ｐ（ｐ） － ＣＴ（ｐ）ＴＣ（ｐ），
Ψ１２ ＝ ＡＴ（ｐ）Ｐ（ｑ）Ｂ（ｐ） － ＣＴ（ｐ）ＴＤ（ｐ） － ＣＴ（ｐ）Ｓ，
Ψ２２＝ ＢＴ（ｐ）Ｐ（ｑ）Ｂ（ｐ） － ＤＴ（ｐ）ＴＤ（ｐ） － ｓｙｍ｛ＤＴ（ｐ）Ｓ｝ －

Ｒ ＋ δＩ，
Ａ（ｐ） ＝ ［Ａ１（ｐ）， Ａ２（ｐ）］，　 Ｂ（ｐ） ＝ ［Ｂ１（ｐ）， Ｂ ２（ｐ）］，
Ｃ（ｐ） ＝ ｄｉａｇ｛Ｃ（ｐ），Ｃ（ｐ）｝，　 Ｄ（ｐ） ＝ ｄｉａｇ｛Ｄ（ｐ），Ｄ（ｐ）｝，
Ｐ（ｐ） ＝ ｄｉａｇ｛Ｐ（ｐ） － Ｑ（ｐ），Ｑ（ｐ）｝ ．
则称系统（１）是渐近稳定和严格二维（Ｔ，Ｓ，Ｒ） ⁃δ⁃耗
散的．

证明

首先，构造如下指标函数：
Ｊ ≜ ｘＴ

ｉ ＋１，ｊ ＋１Ｐ（ ｒｉ ＋１，ｊ ＋１）ｘｉ ＋１，ｊ ＋１ － ｘＴ
ｉ，ｊ ＋１［Ｐ（ ｒｉ，ｊ ＋１） －

Ｑ（ ｒｉ，ｊ ＋１）］ｘｉ，ｊ ＋１ － ｘＴ
ｉ ＋１，ｊＱ（ ｒｉ ＋１，ｊ）ｘｉ ＋１，ｊ －

［ｙＴ
ｉ，ｊ ＋１Ｔｙｉ，ｊ ＋１ ＋ ２ｙＴ

ｉ，ｊ ＋１Ｓｕｉ，ｊ ＋１ ＋ ｕＴ
ｉ，ｊ ＋１（Ｒ － δＩ）ｕｉ，ｊ ＋１ ＋

ｙＴ
ｉ ＋１，ｊＴｙｉ ＋１，ｊ ＋ ２ｙＴ

ｉ ＋１，ｊＳｕｉ ＋１，ｊ ＋ ｕＴ
ｉ ＋１，ｊ（Ｒ － δＩ）ｕｉ ＋１，ｊ］ ． （６）

根据式（１）和（６）可得：
Ｊ ＝ ξ ＴΨξ， （７）

其中有

ξ Ｔ ＝ ［ｘＴ
ｉ，ｊ，ｕＴ

ｉ，ｊ］，

ｘｉ，ｊ ＝
ｘｉ，ｊ ＋１

ｘｉ ＋１，ｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，　 ｕｉ，ｊ ＝

ｕｉ，ｊ ＋１

ｕｉ ＋１，ｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

线性矩阵不等式（５）说明 Ψ ＜ ０，则对于任意的

ξ ≠０均有 Ｊ ＜ ０．因此可以得到以下线性矩阵不等式

ｘＴ
ｉ ＋１，ｊ ＋１Ｐ（ ｒｉ ＋１，ｊ ＋１）ｘｉ ＋１，ｊ ＋１ ＜ ｘＴ

ｉ，ｊ ＋１［Ｐ（ ｒｉ，ｊ ＋１） －
Ｑ（ ｒｉ，ｊ ＋１）］ｘｉ，ｊ ＋１ ＋ ｘＴ

ｉ ＋１，ｊＱ（ ｒｉ ＋１，ｊ）ｘｉ ＋１，ｊ ＋
［ｙＴ

ｉ，ｊ ＋１Ｔｙｉ，ｊ ＋１ ＋ ２ｙＴ
ｉ，ｊ ＋１Ｓｕｉ，ｊ ＋１ ＋ ｕＴ

ｉ，ｊ ＋１（Ｒ － δＩ）ｕｉ，ｊ ＋１ ＋
ｙＴ
ｉ ＋１，ｊＴｙｉ ＋１，ｊ ＋ ２ｙＴ

ｉ ＋１，ｊＳｕｉ ＋１，ｊ ＋ ｕＴ
ｉ ＋１，ｊ（Ｒ － δＩ）ｕｉ ＋１，ｊ］ ． （８）

根据式（８）可得：
ｘＴ
ｉ ＋１，０Ｐ（ ｒｉ ＋１，０）ｘｉ ＋１，０ ＝ ｘＴ

ｉ ＋１，０Ｐ（ ｒｉ ＋１，０）ｘｉ ＋１，０，
ｘＴ
ｉ，１Ｐ（ｒｉ，１）ｘｉ，１ ＜ ｘＴ

ｉ－１，１［Ｐ（ｒｉ－１，１） － Ｑ（ｒｉ－１，１）］ｘｉ－１，１ ＋
ｘＴ
ｉ －１，１Ｑ（ ｒｉ －１，１）ｘｉ －１，１ ＋ ［ｙＴ

ｉ －１，１Ｔｙｉ －１，１ ＋ ２ｙＴ
ｉ －１，１Ｓｕｉ －１，１ ＋

ｕＴ
ｉ－１，１（Ｒ －δＩ）ｕｉ－１，１］ ＋ｙＴｉ，０Ｔｙｉ，０ ＋ ２ｙＴｉ，０Ｓｕｉ，０ ＋ｕＴ

ｉ，０（Ｒ －δＩ）ｕｉ，０］，
ｘＴ
ｉ －１，２Ｐ（ ｒｉ －１，２）ｘｉ －１，２ ＜ ｘＴ

ｉ －２，２［Ｐ（ ｒｉ －２，２） －
Ｑ（ ｒｉ －２，２）］ｘｉ －２，２ ＋ ｘＴ

ｉ －１，１Ｑ（ ｒｉ －１，１）ｘｉ －１，１ ＋
［ｙＴ

ｉ －２，２Ｔｙｉ －２，２ ＋ ２ｙＴ
ｉ －２，２Ｓｕｉ －２，２ ＋ ｕＴ

ｉ －２，２（Ｒ － δＩ）ｕｉ －２，２ ＋
ｙＴ
ｉ －１，１Ｔｙｉ －１，１ ＋ ２ｙＴ

ｉ －１，１Ｓｕｉ －１，１ ＋ ｕＴ
ｉ －１，１（Ｒ － δＩ）ｕｉ －１，１］，

︙
ｘＴ
１，ｉＰ（ ｒ１，ｉ）ｘ１，ｉ ＜ ｘＴ

０，ｉ［Ｐ（ ｒ０，ｉ） － Ｑ（ ｒ０，ｉ）］ｘ０，ｉ ＋
ｘＴ
１，ｉ －１Ｑ（ ｒ１，ｉ ＋１）ｘ１，ｉ －１ ＋ ［ｙＴ

０，ｉＴｙ０，ｉ ＋ ２ｙＴ
０，ｉＳｕ０，ｉ ＋

ｕＴ
０，ｉ（Ｒ － δＩ）ｕ０，ｉ ＋ ｙＴ

１，ｉ －１Ｔｙ１，ｉ －１ ＋
２ｙＴ

１，ｉ －１Ｓｕ１，ｉ －１ ＋ ｕＴ
１，ｉ －１（Ｒ － δＩ）ｕ１，ｉ －１］，

６８１
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ｘＴ
０，ｉ ＋１Ｐ（ ｒ０，ｉ ＋１）ｘ０，ｉ ＋１ ＝ ｘＴ

０，ｉ ＋１Ｐ（ ｒ０，ｉ ＋１）ｘ０，ｉ ＋１ ．
对以上线性矩阵不等式组求和得到：

∑
ｉ ＋１

ｊ ＝ ０
ｘＴ
ｉ ＋１－ｊ，ｊＰ（ ｒｉ ＋１－ｊ，ｊ）ｘｘ＋１－ｊ，ｊ ≤ ∑

ｉ

ｊ ＝ ０
ｘＴ
ｉ －ｊ，ｊＰ（ ｒｉ －ｊ，ｊ）ｘｉ －ｊ，ｊ ＋

２∑
ｉ

ｊ ＝ ０
［ｙＴ

ｉ－ｊ，ｊＴｙｉ－ｊ，ｊ ＋ ２ｙＴ
ｉ－ｊ，ｊＳｕｉ－ｊ，ｊ ＋ ｕＴ

ｉ－ｊ，ｊ（Ｒ － δＩ）ｕｉ－ｊ，ｊ］．

根据求和后的线性矩阵不等式可构造如下线性

矩阵不等式组：
ｘＴ
１，０Ｐ（ ｒ１，０）ｘ１，０ ＋ ｘＴ

０，１Ｐ（ ｒ０，１）ｘ０，１ ≤
ｘＴ
０，０Ｐ（ ｒ０，０）ｘ０，０ ＋ ２［ｙＴ

０，０Ｔｙ０，０ ＋ ２ｙＴ
０，０Ｓｕ０，０ ＋

ｕＴ
０，０（Ｒ － δＩ）ｕ０，０］，

ｘＴ
２，０Ｐ（ ｒ２，０）ｘ２，０ ＋ ｘＴ

１，１Ｐ（ ｒ１，１）ｘ１，１ ＋ ｘＴ
０，２Ｐ（ ｒ０，２）ｘ０，２ ≤

ｘＴ
１，０Ｐ（ ｒ１，０）ｘ１，０ － ｘＴ

０，１Ｐ（ ｒ０，１）ｘ０，１ ＋ ２［ｙＴ
１，０Ｔｙ１，０ ＋

２ｙＴ
１，０Ｓｕ１，０ ＋ ｕＴ

１，０（Ｒ － δＩ）ｕ１，０］ ＋ ２［ｙＴ
０，１Ｔｙ０，１ ＋

２ｙＴ
０，１Ｓｕ０，１ ＋ ｕＴ

０，１（Ｒ － δＩ）ｕ０，１］，
︙

∑
Γ＋１

ｊ ＝ ０
ｘＴ
Γ＋１－ｊ，ｊＰ（ ｒΓ＋１－ｊ，ｊ）ｘΓ＋１－ｊ，ｊ ≤

∑
Γ

ｊ ＝ ０
ｘＴ
Γ－ｊ，ｊＰ（ ｒΓ－ｊ，ｊ）ｘΓ－ｊ，ｊ ＋ ２ ∑

Γ

ｊ ＝ ０
ｙＴ
Γ－ｊ，ｊＴｙΓ－ｊ，ｊ ＋

２ｙＴ
Γ－ｊ，ｊＳｕΓ－ｊ，ｊ ＋ ｕＴ

Γ－ｊ，ｊ（Ｒ － δＩ）ｕΓ－ｊ，ｊ ．
接着，对不等式两边求和得：

∑
Γ

ｉ ＝ ０
∑

ｉ

ｊ ＝ ０
［ｙＴ

ｉ－ｊ，ｊＴｙｉ－ｊ，ｊ ＋ ２ｙＴ
ｉ－ｊ，ｊＳｕｉ－ｊ，ｊ ＋ ｕＴ

ｉ－ｊ，ｊ（Ｒ － δＩ）ｕｉ－ｊ，ｊ］≥

１
２ ∑

Γ＋１

ｊ ＝ ０
ｘＴ
Γ＋１－ｊ，ｊＰ（ ｒΓ＋１－ｊ，ｊ）ｘΓ＋１－ｊ，ｊ，

∑
Γ

ｉ ＝０
∑

ｉ

ｊ ＝０
［ｙＴｉ－ｊ，ｊＴｙｉ－ｊ，ｊ ＋ ２ｙＴｉ－ｊ，ｊＳｕｉ－ｊ，ｊ ＋ ｕＴ

ｉ－ｊ，ｊ（Ｒ － δＩ）ｕｉ－ｊ，ｊ］ ≥０ ．

（９）
对式（９）进行变形得：

∑
Γ

ｉ ＝ ０
∑

ｉ

ｊ ＝ ０
［ｙＴ

ｉ －ｊ，ｊＴｙｉ －ｊ，ｊ ＋ ２ｙＴ
ｉ －ｊ，ｊＳｕｉ －ｊ，ｊ ＋ ｕＴ

ｉ －ｊ，ｊＲｕｉ －ｊ，ｊ］ ≥

δ ∑
Γ

ｉ ＝ ０
∑

ｉ

ｊ ＝ ０
ｕＴ
ｉ －ｊ，ｊｕｉ －ｊ，ｊ ． （１０）

最后根据定义 １ 可以判断系统（１）是严格二维

（Ｔ，Ｓ，Ｒ） ⁃δ⁃耗散的．
下面，令系统（１）中的 ｕｉ，ｊ ＝ ０．根据定理 １，有
ＡＴ（ｐ）Ｐ（ｑ）Ａ（ｐ） － Ｐ（ｐ） － ＣＴ（ｐ）ＴＣ（ｐ） ＜ ０，
ＡＴ（ｐ）Ｐ（ｑ）Ａ（ｐ） － Ｐ（ｐ） ＜ ＣＴ（ｐ）ＴＣ（ｐ） ≤ ０．
通过引理 １ 可以判断系统（１） 是渐近稳定的．则

定理得证．
定理 ２　 给定标量 δ ＞ ０，给定矩阵 Ｔ，Ｓ 和 Ｒ，Ｒ

是实对称矩阵，其中 Ｔ≤０，且满足 － Ｔ ＝ ＴＴ
∗Ｔ∗，如果

存在正定矩阵 Ｐ（ｐ） ＞ ０，Ｐ（ｑ） ＞ ０和 Ｑ（ｐ） ＞ ０，ｐ，

ｑ ∈Ｎ 使得：
－ Ｐ（ｐ） － ＣＴ（ｐ）Ｓ ＡＴ（ｐ）Ｐ（ｑ） ＣＴ（ｐ）ＴＴ

∗

∗ Ｐ（ｐ） ＢＴ（ｐ）Ｐ（ｑ） ＤＴ（ｐ）ＴＴ
∗

∗ ∗ － Ｐ（ｑ） ０
∗ ∗ ∗ － Ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＜ ０，

（１１）
其中，

Ｐ（ｐ） ＝ － ｓｙｍ｛ＤＴ（ｐ）Ｓ｝ － Ｒ ＋ δＩ，
则系统（１） 是渐近稳定和严格二维（Ｔ，Ｓ，Ｒ） ⁃δ⁃ 耗

散的．
证明

线性矩阵不等式（５） 可以写成如下形式：
－ Ｐ（ｐ） － ＣＴ（ｐ）Ｓ

∗ － ｓｙｍ｛ＤＴ（ｐ）Ｓ｝ － Ｒ ＋ δＩ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

Ａ（ｐ） Ｂ（ｐ）
Ｔ∗

Ｃ（ｐ） ＴＤ（ｐ）∗

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

Ｔ
Ｐ（ｑ） ０
０ Ｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú·

Ａ（ｐ） Ｂ（ｐ）
Ｔ∗

Ｃ（ｐ） ＴＤ（ｐ）∗

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＜ ０． （１２）

对上式运用 Ｓｃｈｕｒ 定理可得：
－ Ｐ（ｐ） － ＣＴ（ｐ）Ｓ ＡＴ（ｐ） ＣＴ（ｐ）ＴＴ

∗

∗ Ｐ（ｐ） ＢＴ（ｐ） ＤＴ（ｐ）ＴＴ
∗

∗ ∗ － Ｐ －１（ｑ） ０
∗ ∗ ∗ － Ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＜ ０．

（１３）
式（１３）左乘对角阵 ｄｉａｇ｛ Ｉ，Ｉ，Ｐ（ｑ），Ｉ｝ Ｔ，右乘对

角阵 ｄｉａｇ｛ Ｉ，Ｉ，Ｐ（ｑ），Ｉ｝可以得到式（１１）．证毕．

３　 耗散状态反馈控制器的设计

本节基于二维切换系统耗散稳定性的分析结

果，为二维切换系统设计具有耗散性能的状态反馈

控制器．首先考虑如下二维切换 ＦＭ 系统：
ｘｉ ＋１，ｊ ＋１ ＝ Ａ１（ ｒｉ，ｊ ＋１）ｘｉ，ｊ ＋１ ＋ Ａ２（ ｒｉ ＋１，ｊ）ｘｉ ＋１，ｊ ＋

Ｂ１（ ｒｉ，ｊ ＋１）ｕｉ，ｊ ＋１ ＋ Ｂ２（ ｒｉ ＋１，ｊ）ｕｉ ＋１，ｊ ＋
Ｇ１（ ｒｉ，ｊ ＋１）ω ｉ，ｊ ＋１ ＋ Ｇ２（ ｒｉ ＋１，ｊ）ω ｉ ＋１，ｊ，

ｚｉ，ｊ ＝ Ｅ（ ｒｉ，ｊ）ｘｉ，ｊ ＋ Ｆ（ ｒｉ，ｊ）ｕｉ，ｊ ＋ Ｇ３（ ｒｉ，ｊ）ω ｉ，ｊ ． （１４）
其中， ｘｉ，ｊ ∈Ｒｎｘ 表示状态向量，ｕｉ，ｊ ∈Ｒｎｕ 表示控制输

入，ω ｉ，ｊ ∈ Ｒｎω 为外部扰动，ｚｉ，ｊ ∈ Ｒｎｚ 是控制输出，ｒｉ，ｊ
表示切换信号．矩阵 Ａ１（ ｒｉ，ｊ ＋１），Ａ２（ ｒｉ，ｊ ＋１），Ｂ１（ ｒｉ，ｊ ＋１），
Ｂ２（ ｒｉ，ｊ ＋１），Ｇ１（ ｒｉ，ｊ ＋１），Ｇ２（ ｒｉ，ｊ ＋１），Ｇ３（ ｒｉ，ｊ），Ｅ（ ｒｉ，ｊ），
Ｆ（ ｒｉ，ｊ） 为已知的常系数矩阵．设计状态反馈控制器

的形式为

ｕｉ，ｊ ＝ Ｋ（ ｒｉ，ｊ）ｘｉ，ｊ， （１５）
其中 Ｋ（ ｒｉ，ｊ） 表示控制器的增益．由（１４） 和（１５） 可得

７８１
学报（自然科学版），２０１８，１０（２）：１８５⁃１９１
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相应的闭环系统为

ｘｉ ＋１，ｊ ＋１ ＝ Ａ^（ ｒｉ，ｊ）ｘｉ，ｊ ＋ Ｂ^（ ｒｉ，ｊ）ωｉ，ｊ，
ｚｉ，ｊ ＝ ［Ｅ（ｒｉ，ｊ） ＋ Ｆ（ｒｉ，ｊ）Ｋ（ｒｉ，ｊ）］ｘｉ，ｊ ＋ Ｇ３（ｒｉ，ｊ）ω ｉ，ｊ， （１６）
其中的参数矩阵为

Ａ^（ｒｉ，ｊ） ＝ [Ａ１（ｒｉ，ｊ ＋１） ＋ Ｂ１（ｒｉ，ｊ ＋１）Ｋ（ｒｉ，ｊ ＋１），Ａ２（ｒｉ，ｊ ＋１） ＋
Ｂ２（ ｒｉ，ｊ ＋１）Ｋ（ ｒｉ，ｊ ＋１） ]，

Ｂ^（ ｒｉ，ｊ） ＝ Ｇ１（ ｒｉ，ｊ ＋１），Ｇ２（ ｒｉ，ｊ ＋１）[ ] ，　 ω ＝
ω ｉ，ｊ ＋１

ω ｉ ＋１，ｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

那么，相应的二维（Ｔ，Ｓ，Ｒ） ⁃δ⁃ 耗散性能可给定为

∑
Ｔｉ

ｉ ＝ ０
∑
Ｔｊ

ｊ ＝ ０
ｚＴｉ，ｊ Ｔｚｉ，ｊ ＋ ２∑

Ｔｉ

ｉ ＝ ０
∑
Ｔｊ

ｊ ＝ ０
ｚＴｉ，ｊ Ｓω ｉ，ｊ ＋∑

Ｔｉ

ｉ ＝ ０
∑
Ｔｊ

ｊ ＝ ０
ω Ｔ

ｉ，ｊ Ｒω ｉ，ｊ ≥

δ∑
Ｔｉ

ｉ ＝ ０
∑
Ｔｊ

ｊ ＝ ０
ω Ｔ

ｉ，ｊ ω ｉ，ｊ ． （１７）

然后根据定理 １ 得出如下引理：
引理 ３　 给定标量 δ ＞ ０，给定矩阵 Ｔ，Ｓ 和 Ｒ，Ｒ

是实对称矩阵，其中 Ｔ≤０，且满足 － Ｔ ＝ ＴＴ
∗Ｔ∗，如果

存在正定矩阵 Ｐ（ｐ） ＞ ０，Ｐ（ｑ） ＞ ０ 和 Ｑ（ｐ） ＞ ０，
∀ｐ，ｑ ∈ Ｎ 使得：

Ψ^ ≜
Ψ^１１ Ψ^１２

∗ Ψ^２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＜ ０， （１８）

其中

Ψ^１１ ＝ Ａ^Ｔ（ｐ）Ｐ（ｑ） Ａ^（ｐ） － Ｐ（ｐ） － Ｃ^Ｔ（ｐ）ＴＣ^（ｐ），

Ψ^１２ ＝ Ａ^Ｔ（ｐ）Ｐ（ｑ） Ｂ^（ｐ） － Ｃ^Ｔ（ｐ）ＴＤ^（ｐ） － Ｃ^Ｔ（ｐ）Ｓ，

Ψ^２２ ＝ Ｂ^Ｔ（ｐ）Ｐ（ｑ） Ｂ^（ｐ） － Ｄ^Ｔ（ｐ）ＴＤ^（ｐ） －

ｓｙｍ｛ Ｄ^Ｔ（ｐ）Ｓ｝ － Ｒ ＋ δＩ，
Ｃ^（ｐ） ＝ ｄｉａｇ｛Ｅ（ｐ） ＋ Ｆ（ｐ）Ｋ（ｐ），Ｅ（ｐ） ＋ Ｆ（ｐ）Ｋ（ｐ）｝，
Ｄ^（ｐ） ＝ ｄｉａｇ｛Ｇ３（ｐ），Ｇ３（ｐ）｝，
Ｐ（ｐ） ＝ ｄｉａｇ｛Ｐ（ｐ） － Ｑ（ｐ），Ｑ（ｐ）｝，
则称系统（１６） 是渐近稳定和严格二维（Ｔ，Ｓ，Ｒ） ⁃δ⁃
耗散的．

注 １　 由于 Ｐ（ ｒｉ，ｊ） 和 Ｑ（ ｒｉ，ｊ） 都是多维系统矩

阵，所以通常求解 Ｋ（ ｒｉ，ｊ） 的方法将不再有效．因此，
本文将集中于解决此问题并得出如下结论：

定理 ３　 给定标量 δ ＞ ０，给定矩阵 Ｔ，Ｓ 和 Ｒ，Ｒ
是实对称矩阵， 其中 Ｔ ≤ ０， 存在一般矩阵 Ｒ ＝
Ｉ ０ ０ ０
０ Ｉ ０ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，则下面两个条件等价：

１） 式（１８） 和 ЖＴ
Ｒ ΠЖＲ ＜ ０，成立，其中

Φ ＝

Ｐ（ｑ） ０ ０ ０
∗ Ｉ ０ ０

∗ ∗ － Ｐ（ｐ） － Ｃ^Ｔ（ｐ）Ｓ
∗ ∗ ∗ Ｐ（ｐ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＜ ０， （１９）

２）存在一个对角矩阵 Ｊｄ ＝ ｄｉａｇ｛Ｊ，Ｊ｝ 使得：

Ｐ^（ｑ） ０ ＪＡ^（ｐ） ＪＢ^（ｐ）

∗ Ｉ^ ＪＴ∗ Ｃ^（ｐ） ＪＴ∗Ｄ^（ｐ）

∗ ∗ － Ｐ（ｐ） － Ｃ^Ｔ（ｐ）Ｓ
∗ ∗ ∗ Ｐ（ｐ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

＜ ０， （２０）

其中，
Ｐ（ｐ） ＝ ｄｉａｇ｛Ｐ（ｐ） － Ｑ（ｐ），Ｑ（ｐ）｝，
Ｐ（ｐ） ＝ － ｓｙｍ｛ＤＴ（ｐ）Ｓ｝ － Ｒ ＋ δＩ，
Ｐ^（ｐ） ＝ － Ｊ － ＪＴ ＋ Ｐ（ｐ），　 Ｉ^ ＝ － Ｊ － ＪＴ ＋ Ｉ．
证明　 线性矩阵不等式（１８）可以转化为

Ａ^（ｐ） Ｂ^（ｐ）

Ｔ∗ Ｃ^（ｐ） Ｔ∗Ｄ^（ｐ）
Ｉ ０
０ Ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

Ｔ

Φ

Ａ^（ｐ） Ｂ^（ｐ）

Ｔ∗ Ｃ^（ｐ） Ｔ∗Ｄ^（ｐ）
Ｉ ０
０ Ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＜ ０．

（２１）
定义 Ｘ，Ｙ，Ｚ 分别为

Ｘ ＝ ＪＴ，　 Ｚ ＝ Ｉ，

Ｙ ＝

－ Ｉ ０ Ａ^（ｐ） Ｂ^（ｐ）

０ － Ｉ Ｔ∗ Ｃ^（ｐ） Ｔ∗Ｄ^（ｐ）
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

，

然后条件 １） 和 ２） 的等价关系可以根据投影引理得

到．为了得到状态反馈控制器的增益矩阵 Ｋ（ ｒｉ，ｊ），可
以将矩阵 Ｔ∗，Ｓ，Ｒ 分割为如下形式：

Ｔ∗ ＝ Ｔ１
∗ Ｔ２

∗[ ] ，　 Ｓ ＝
Ｓ１ Ｓ２

Ｓ３ Ｓ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

Ｒ ＝
Ｒ１ Ｒ２

Ｒ３ Ｒ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （２２）

基于定理 ３ 可得如下结论：
定理 ４　 给定标量 δ ＞ ０，给定矩阵 Ｔ，Ｓ 和 Ｒ，Ｒ

是实对称矩阵，其中 Ｔ≤０，且满足 － Ｔ ＝ ＴＴ
∗Ｔ∗ ．如果

存在矩阵 Ｊ，Ｙ（ｐ） 和正定矩阵 Ｐ（ｐ） ＞ ０，Ｐ（ｑ） ＞ ０
和 Ｑ（ｐ） ＞ ０，∀ｐ，ｑ ∈ Ｎ 使得：

Φ ＝ ［Φｉ，ｊ］ ６×６ ＜ ０， （２３）
其中
Φ１１ ＝ － Ｊ － ＪＴ ＋ Ｐ（ｑ），　 Φ１３ ＝ Ａ１（ｐ）ＪＴ ＋ Ｂ１（ｐ）Ｙ（ｐ），
Φ１４ ＝ Ａ２（ｐ）ＪＴ ＋ Ｂ２（ｐ）Ｙ（ｐ），　 Φ１５ ＝ Ｇ１（ｐ），
Φ１６ ＝ Ｇ２（ｐ），　 Φ２２ ＝ － Ｊ － ＪＴ ＋ Ｉ，
Φ２３ ＝ Ｔ１

∗［Ｅ（ｐ）ＪＴ ＋ Ｆ（ｐ）Ｙ（ｐ）］，
Φ２４ ＝ Ｔ２

∗［Ｅ（ｐ）ＪＴ ＋ Ｆ（ｐ）Ｙ（ｐ）］，　 Φ２５ ＝ Ｔ１
∗ Ｇ３（ｐ），

Φ２６ ＝ Ｔ２
∗ Ｇ３（ｐ），　 Φ３３ ＝ Ｑ（ｐ） － Ｐ（ｐ），

Φ３５ ＝ － ［Ｅ（ｐ）ＪＴ ＋ Ｆ（ｐ）Ｙ（ｐ）］ ＴＳ１，

８８１
李玲玲，等．二维切换系统 ＦＭ 状态空间模型的耗散稳定性分析与镇定控制．
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Φ３６ ＝ － ［Ｅ（ｐ）ＪＴ ＋ Ｆ（ｐ）Ｙ（ｐ）］ ＴＳ２，
Φ４４ ＝ － Ｑ（ｐ），　 Φ４５ ＝ － ［Ｅ（ｐ）ＪＴ ＋ Ｆ（ｐ）Ｙ（ｐ）］ ＴＳ３，
Φ４６ ＝ － ［Ｅ（ｐ）ＪＴ ＋ Ｆ（ｐ）Ｙ（ｐ）］ ＴＳ４，
Φ５５ ＝ － Ｒ１ ＋ δＩ － ｓｙｍ｛ＧＴ

３（ｐ）Ｓ１｝，
Φ５６ ＝ － Ｒ２ ＋ δＩ － ＧＴ

３（ｐ）Ｓ２ － ＳＴ
３ Ｇ３（ｐ），

Φ６６ ＝ － Ｒ３ ＋ δＩ － ｓｙｍ｛ＧＴ
３（ｐ）Ｓ４｝，

则称系统 （１６） 为渐近稳定和二维 （Ｔ，Ｓ，Ｒ） ⁃δ⁃ 耗

散的．
另外， 控 制 器 （１５） 的 增 益 矩 阵 被 给 定

为Ｋ（ｐ） ＝Ｙ（ｐ）ＪＴ ．
证明 　 定义

Ｐ（ｐ） ＝ ｄｉａｇ｛Ｐ（ｐ） － Ｑ（ｐ），Ｑ（ｐ）｝，　 Ｊｄ ＝ ｄｉａｇ｛Ｊ，Ｊ｝，
Ｙ（ｐ） ＝ ｄｉａｇ｛Ｙ（ｐ），Ｙ（ｐ）｝，　 Ｇ（ｐ）＝ ｄｉａｇ｛Ｇ１（ｐ），Ｇ２（ｐ）｝，
Ｇ３（ｐ）＝ ｄｉａｇ｛Ｇ３（ｐ），Ｇ３（ｐ）｝，　 Ｅ（ｐ）＝ ｄｉａｇ｛Ｅ（ｐ），Ｅ（ｐ）｝，
Ｆ（ｐ） ＝ｄｉａｇ｛Ｆ（ｐ），Ｆ（ｐ）｝，
则不等式（２３） 可以写为

Φ ＝ ［Φｉ，ｊ］ ４×４ ＜ ０， （２４）
其中
Φ１１ ＝ － Ｊ － ＪＴ ＋ Ｐ̇（ｑ），　 Φ１３ ＝Ａ（ｐ）ＪＴ ＋ Ｂ（ｐ）Ｙ（ｐ），
Φ１４ ＝ Ｇ（ｐ），　 Φ２２ ＝ － Ｊ － ＪＴ ＋ Ｉ，
Φ２３ ＝ Ｔ∗［Ｅ（ｐ）ＪＴ

ｄ ＋ Ｆ（ｐ）Ｙ（ｐ）］，

Φ２４ ＝ Ｔ∗
Ｇ３（ｐ），　 Φ３３ ＝ － Ｐ

·
（ｐ），

Φ３４ ＝ － ［Ｅ（ｐ）ＪＴ
ｄ ＋ Ｆ（ｐ）Ｙ（ｐ）］ ＴＳ，

Φ４４ ＝ － Ｒ ＋ δＩ － ｓｙｍ｛ＧＴ
３（ｐ）Ｓ１｝ ．

不等式（２０） 说明 Ｊ ＋ ＪＴ ＞ Ｐ（ｑ） ＞ ０，Ｊ 和 Ｊｄ 均

为非奇异矩阵．相反的，不等式（２４） 说明 Ｊ ＋ ＪＴ ＞
Ｐ（ｑ） ＞ ０，则可以确保 Ｊ 为非奇异的．定义 Ｊ ＝ Ｊ －１，

Ｋ（ｐ） ＝ Ｙ（ｐ）ＪＴ，Ｐ̇（ｑ） ＝ ＪＰ（ｑ）ＪＴ，Ｐ
·
（ｐ） ＝ Ｊｄ

Ｐ（ｐ）ＪＴ
ｄ，

不等式（２０） 可以通过不等式（２４） 分别左右乘对角阵

ｄｉａｇ｛Ｊ －１，Ｊ －１，Ｊ －１
ｄ ，Ｉ｝ 和对角阵ｄｉａｇ｛Ｊ －Ｔ，Ｊ －Ｔ，Ｊ －Ｔ

ｄ ，Ｉ｝ 得

到．证毕．

４　 实例仿真

本节将通过一个数值实例来验证设计控制器的

有效性．所选系统具有两个子系统并且具有如图 １
所示的切换信号．

实例 １　 考虑二维切换系统（１４）具有两个子系

统，且子系统的矩阵参数如下：
１）子系统 １

Ａ１（１） ＝
０ ０２ ０ ０５
０ ０３ － ０ ０２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，　 Ａ２（１） ＝

０ ０２ ０
０ ０１ ０ ０４

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

图 １　 切换信号

Ｆｉｇ １　 Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ ｓｉｇｎａｌ

Ｂ１（１） ＝
０ ０５
０ ０２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，　 Ｂ２（１） ＝

０ １
０ ０５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｇ１（１） ＝
０ ２
０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，　 Ｇ２（１） ＝

０ ０８
０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｇ３（１） ＝ ［０ ５］，　 Ｅ（１） ＝ ０ ０６ ０ ０２[ ] ，
Ｆ（１） ＝ ［ － ０ １］ ．

２） 子系统 ２

Ａ１（２）＝
０ ０３ ０
０ ０２５ － ０ ０６

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，　 Ａ２（２）＝

０ ０１５ ０
－ ０ ０５ ０ ０２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｂ１（２） ＝
０ ０３
０ ０２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，　 Ｂ２（２） ＝

０ ０６
０ ０４

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｇ１（２） ＝
０ ０５
－ ０ ０１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，　 Ｇ２（２） ＝

０ ０２
－ ０ ０６

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｇ３（２） ＝ ［０ ８］，　 Ｅ（２） ＝ － ０ ０８ ０ １[ ] ，
Ｆ（２） ＝ ［０ ５］ ．

二维（Ｔ，Ｓ，Ｒ） ⁃δ⁃ 耗散性能的参数 δ ＝ ０ ２，且参

数矩阵被给定为

Ｓ ＝
Ｓ１ Ｓ２

Ｓ３ Ｓ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

１ ０ １ ２
－ ２ ０ １ ５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｒ ＝
Ｒ１ Ｒ２

Ｒ３ Ｒ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

１ ０ ０ ８
０ ８ － １ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｔ∗ ＝ Ｔ１
∗ Ｔ２

∗[ ] ＝
１ ０ ０
０ １ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｔ ＝ － ＴＴ
∗ Ｔ∗ ＝

－ １ ０ ０
０ － １ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

根据不等式（２３） 得到控制器的增益矩阵 Ｋ（１）
和 Ｋ（２） 分别为

Ｋ（１） ＝ ０ ０５９ ５ ０ ０１９ ６[ ] ，
Ｋ（２） ＝ ０ １５９ ５ － ０ １９９ ４[ ] ．
为了验证所设计控制器的有效性，选择如图 １

所示的切换信号，其中“１”和“２”分别表示子系统 １

９８１
学报（自然科学版），２０１８，１０（２）：１８５⁃１９１

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０１８，１０（２）：１８５⁃１９１



和子系统 ２．图 ２ 和图 ３ 描述了相应闭环系统的状态

响应，并清楚地显示出通过耗散状态反馈控制器后

系统为稳定的．

图 ２　 闭环系统的状态响应 ｘ１（ ｉ，ｊ）

Ｆｉｇ ２　 Ｓｔａｔｅ ｘ１（ ｉ，ｊ） ｏｆ ｔｈｅ ｃｌｏｓｅｄ⁃ｌｏｏｐ ｓｙｓｔｅｍ

图 ３　 闭环系统的状态响应 ｘ２（ ｉ，ｊ）

Ｆｉｇ ３　 Ｓｔａｔｅ ｘ２（ ｉ，ｊ） ｏｆ ｔｈｅ ｃｌｏｓｅｄ⁃ｌｏｏｐ ｓｙｓｔｅｍ

５　 主要结论

本文主要研究了二维切换 ＦＭ 系统的耗散稳定

性以及耗散镇定控制器的设计问题，并给出了二维

切换系统渐近稳定和满足 （Ｔ，Ｓ，Ｒ） ⁃δ⁃耗散性的充

分条件．然后通过解决一系列线性矩阵不等式问题

来设计耗散镇定控制器．最后给出一个数值实例来

验证设计控制器的有效性．
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