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顶点 Ｐｋ 覆盖问题的研究综述

摘要
顶点覆盖问题是经典的 ＮＰ 完全问

题，在排序、计算机网络等现实生活中有
许多的应用．近几年来，许多研究者开始
探究 它 的 推 广 形 式———顶 点 Ｐｋ 覆 盖
（ＶＣＰ ｋ）问题，即寻找一个顶点子集，从
拓扑结构图中删除后使得剩下的顶点导
出的子图不包含 Ｐｋ 路，其中 Ｐｋ 是指包
含 ｋ 个顶点的路．本文简单介绍了 ＶＣＰ ｋ

问题的应用背景，归纳了它在近似算法、
精确算法、参数化算法 ３ 个方面的主要
研究进展，并分析了一些主要的方法和
技巧．在此基础上，对 ＶＣＰ ｋ 问题及其相
关问题的研究前景进行了展望．
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０　 引言

　 　 顶点覆盖问题是一个经典的 ＮＰ 完全问题，它与团问题、独立集

问题等可以互相转换，在排序、计算机网络等现实生活中有许多的应

用．近几年来，许多研究者开始探究它的推广形式———顶点 Ｐｋ 覆盖

（ＶＣＰ ｋ，ｋ≥３）问题．这个问题是顶点删除问题的一个特殊类型．顶点删

除问题就是寻找一个顶点子集，从拓扑图中删除这些顶点后，使得剩

下的顶点导出的子图满足一个给定的特征．例如顶点 Ｐｋ 覆盖问题，即
寻找一个顶点子集，从拓扑结构图中删除这个子集后使得拓扑图中

剩下的顶点导出的子图不包含 Ｐｋ 路，其中 Ｐｋ 是指包含 ｋ 个顶点

的路．
无线传感器网络是当前信息领域中研究的热点之一，可用于特

殊环境的信号采集、处理和发送．无线传感器网络是一种全新的信息

获取和处理技术，作为一种无处不在的感知技术，无线传感器网络广

泛应用于军事、环境、医疗、家庭和其他商用及工业领域．在空间探索

和反恐、救灾等特殊的领域，传感器技术和节点间的无线通信能力为

无线传感器网络赋予了广阔的应用前景．
在无线传感器网络越来越广泛的现实生活应用中，人们主要关

注的安全特性包括机密性、可靠性和数据的完整性等．由于传感器自

身的计算能力、电源储备和处理信息的能力都有限，而且，它们通常

部署在易受影响的区域，很容易被攻击者攻击或信息被窃取．传统的

安全协议不能直接应用到无线传感器网络中，因此，就安全研究领域

来说，如何设计无线传感器网络的安全协议成为一个很大的挑战．
许多学者在这方面进行了大量探究，例如，在传感器网络中，为

了确保数据的完整性或数据来源认证，文献［１］就设计了一个安全协

议．为了确保数据的完整性，推广的 Ｃａｎｖａｓ 协议［２］提出在传感器形成

的通信图中，对于每条长度为 ｋ－１ 的路径中至少要有一个顶点没有

被捕获．因此，在传感器网络的部署和初始化期间，应确保至少有一个

受保护的顶点存在于每个长度为 ｋ－１的路径中．又由于传感器之间需

要传递信息，以及对传感器加以保护是需要费用的，为此在现实应用

时还需要考虑传感器节点之间的连通性，以及合理设计安全协议尽

量减少费用．更多的实际应用可以参考文献［３］．
一般图上的权值最小 ＶＣＰ ｋ 问题和所含顶点数最少的 ＶＣＰ ｋ 问题

都是 ＮＰ 完全问题．本文重点介绍 ＶＣＰ ｋ 问题的研究成果包括：无向图、



　 　 　 　有向图和特殊图的 ＶＣＰ ｋ 问题和参数化 ＶＣＰ ｋ 问题

的相关算法，同时根据已有成果介绍一些可以值得

研究的方向．下面给出 ＶＣＰ ｋ 问题的一些相关定义．
图 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是一个含有 ｎ 个顶点的图，Ｖ 是 Ｇ

的顶点集，Ｅ 是边集．
定义 １（含顶点数最少的 ＶＣＰ ｋ，简记 ＭＶＣＰ ｋ） 　

给定一个含有 ｎ 个顶点的图 Ｇ，求一个含顶点数最

少的 ＶＣＰ ｋ ．
定义 ２（权值最小的 ＶＣＰ ｋ，简记 ＭＷＶＣＰ ｋ） 　 给

定一个顶点带权的图 Ｇ，求一个权值最小的 ＶＣＰ ｋ ．
一般图上的 ＭＶＣＰ ｋ 和 ＭＷＶＣＰ ｋ 问题的前期研

究主要集中在一些性质、近似算法和精确算法，其中

也包括顶点连通性，即使得求得的 ＶＣＰ ｋ 集导出的子

图是连通的．近几年，许多学者开始关注 ＶＣＰ ｋ 问题

的参数化，参数化 ＶＣＰ ｋ 问题的定义如下：
定义 ３（参数化不带权的 ＶＣＰ ｋ，简记 ＰＶＣＰ ｋ） 　

给定含有 ｎ 个顶点的图 Ｇ 和一个非负整数 ｋ，能否

在图中找到一个含顶点个数不超过 ｋ 的 ＶＣＰ ｋ ．
如果一个参数化 ＮＰ 难问题在时间 ｆ（ｋ）ｎＯ（１）内

可解，其中 ｆ（ｋ）是仅关于 ｋ 的一个函数，那么称此问

题是固定参数可解的（Ｆｉｘｅｄ⁃Ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｔｒａｃｔａｂｌｅ，简
记 ＦＰＴ） ［４］ ．

本文第 １节介绍无向图中 ＶＣＰ ｋ 问题的研究现

状；第 ２ 节主要描述无向图中 ＰＶＣＰ ｋ 问题的研究现

状；第 ３节给出一些特殊图中 ＶＣＰ ｋ 问题的研究现

状；第 ４节介绍有向图中 ＶＣＰ ｋ 问题的研究现状；最
后通过分析和总结，给出 ＶＣＰ ｋ 问题研究中可以考虑

的几个方面．

１　 无向图中的 ＶＣＰｋ 问题

本节主要介绍无向图中 ＶＣＰ ｋ 问题的研究现状，
主要包括近似算法、精确算法和 ＭＶＣＰ ｋ 的上下界．

１ １　 近似算法

由于 ＶＣＰ ｋ 问题是 ＮＰ 完全问题，除非 Ｐ ＝ ＮＰ，
否则 ＶＣＰ ｋ 问题不可能有多项式时间算法，因此前期

学者对最小 ＶＣＰ ｋ 问题的研究主要集中在多项式时

间可解的近似算法．近似算法主要是在最坏的情况

下找到问题的近似解与最优解的比值；即算法的近

似度．近似算法主要的衡量指标之一就是近似度．下
面主要分析 ＭＶＣＰ ｋ 和 ＭＷＶＣＰ ｋ 问题的近似算法．对
于 ＭＷＶＣＰ ｋ 问题，算法的近似度为近似解与最优解

的权值的比值，对于 ＭＶＣＰ ｋ 问题，近似度为近似解

与最优解所含顶点数目的比值．

文献［５］利用以某概率选择顶点的方法得到

ＭＶＣＰ ３问题的一个近似比期望为
２３
１１

的随机算法． Ｔｕ

等［６⁃７］利用原始对偶算法或分层技巧分别给出权值

最小的 ＶＣＰ ３问题的一个 ２ 因子近似解．文献［６］通
过在原图上添加悬挂边的方法，将权值最小的顶点

覆盖问题归约到权值最小的 ＶＣＰ ３问题，证明 ＶＣＰ ３
问题是 ＮＰ 难解的．

文献［８］首先利用逐步删除 Ｐｋ 的贪婪算法和添

加顶点的方法给出了最小的连通 ＶＣＰ ｋ 问题的一个

ｋ２ 近似解，进而结合平面的划分和转移策略给出这

个问题在单位圆盘图上的一个多项式时间近似格式

的算法．这个算法的整体设计思路如下：首先，定义

一个正方形区域使得这个区域包含图中的所有单位

圆盘，再将这个区域划分成一些小的正方形．对每一

个小正方形，定义它的中心区域和边界区域．其次，
对于单位圆盘图，采用一个常因子的近似算法求得

图的一个连通的 ＶＣＰ ｋ 集，使得这个近似解中每个顶

点的权值至多是 ｃ，这里 ｃ 是一个正的常数．然后，对
于每个正方形的中心区域，枚举所有的 ＶＣＰ ｋ 集，仅
仅考虑满足邻域条件的解，进而选择顶点权和最小

的一个解，将此解记作局部最优解．通过对边界区域

的选择，可以确保算法的输出结果是一个连通的

ＶＣＰ ｋ 集．最后将常因子近似解落在某个划分的边界

区域的顶点集合与局部最优解合并．一般地，将正方

形区域的左下角沿着 ４５°角移位，每次移动 ２个单

位就得到一个新的划分．其中采用转移策略是为了

选取一个划分使得常因子近似解落在这个划分的边

界区域的顶点集合的权和或顶点个数尽可能小，从
而使得输出结果与最优解的比更小．而划分策略或

分治法主要是将一个难以直接解决的大问题，分割

成一些规模较小的相同问题，各个击破，分而治之，
然后再利用这些子问题的解求出原问题的解．简言

之，缩小问题规模，使子问题易求解．在假设图的围

长至少是 ｋ 的条件下，Ｌｉ 等［９］利用深度优先搜索法

及逐步加点判断的方法提高了最小的连通 ＶＣＰ ｋ 问

题在一般图上的近似比，即给出一个 ｋ 近似解，其算

法时间复杂度为 Ｏ（ｎ２）．
文献［１０］提出最小连通有界 ＶＣＰ ｋ 的概念，并

在假设图的度有界的条件下，利用增长划分的方法

得到连通的 ＶＣＰ ｋ 问题在 ｇｒｏｗｔｈ⁃ｂｏｕｎｄｅｄ 图上的一

个多项式时间近似格式的算法，但是此时不需要利

用常因子近似解．文献［１０］的主要思想是将图划分

６５４
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成一些聚类，然后对每一个聚类求局部解，进而合并

这些解得到最后结果．
在假设图的最小度为 ２ 的情况下，Ｗａｎｇ 等［１１］

首先利用原始对偶算法和有关顶点加权的斯坦纳树

的一个近似算法得到权值最小的连通 ＶＣＰ ３问题的

一个常因子近似解；其次利用文献［１２］给出的最小

连通顶点覆盖问题在单位圆盘图上的多项式时间近

似格式算法的思想，结合一个类似 ｃ⁃局部问题［１３］的

概念（ｃ 是一个正的常数），再利用平面上的划分和

转移策略，给出权值最小的连通 ＶＣＰ ３问题在单位圆

盘图上的一个多项式时间近似格式的算法．
在现实世界中，为了观察某些复杂的环境，例如

高山上或水里［１４］，一些传感器就被放在不同的深

度，这就形成了三维空间的网络，它可以模拟的数学

模型是单位球图．根据平面上研究的一些结论和受

到的启发，Ｗａｎｇ 等［１５］提出一个弱 ｃ⁃局部问题的概

念（ｃ 是一个正的常数），并在顶点权值的光滑性条

件下，利用高维空间的划分和转移技巧，给出权和最

小的连通 ＶＣＰ ３问题在单位球图上的一个多项式时

间近似格式的算法．当球的半径不同时，上面的方法

将不起作用．然而文献［１６］在球的最大半径与最小

半径的比值有界的条件下，利用局部搜索的方法给

出最小的 ＶＣＰ ｋ 问题在球图上的一个多项式时间近

似格式的算法．
注意到在处理连通的 ＶＣＰ ｋ 问题时，主要包含常

因子的近似解、多项式时间近似格式的算法和特殊

拓扑结构图上的时间复杂度等 ３个方面．
对于求解常因子的近似解，一般地，先通过一些

算法或技巧找到一个不连通的近似解，再结合求解

斯坦纳树的算法或逐步添加顶点并判断的方法，进
而得到连通的常因子近似解．或者，先利用深度优先

搜索法或其他搜索法得到拓扑结构的支撑树，再对

树的每一分支判断是否需要继续添加顶点，从而得

到所求的结果．因此，以后在求解连通的常因子近似

解时就可以参考这 ２ 种方法．而设计多项式时间近

似格式的算法，主要采取划分策略和转移策略，以及

增长划分策略 ２ 种方式，当图中顶点的位置信息已

知时大部分采取划分和转移策略，这是处理这类问

题常用的技巧和方法．然而在更一般的图上，如
ｇｒｏｗｔｈ⁃ｂｏｕｎｄｅｄ图上，不需要利用常因子近似解，只
知道图的部分信息，此时多采取增长划分．不管是那

种划分策略，为了达到连通都需要使划分的小区域

有重叠的部分，算法最关键的地方就是处理重叠

部分．

１ ２　 精确算法

近似算法只能得到问题的近似解而无法得到精

确解，甚至许多问题很难求得近似解．于是许多学者

开展了对 ＶＣＰ ｋ 精确算法的研究．显然，通过枚举图

中 ｎ 个顶点的 ２ｎ 个子集就可以找到最小的 ＶＣＰ ｋ ．
对于 ＶＣＰ ３问题，文献［５］利用分支定界法逐步

减少图的顶点个数，从而求得 ＭＶＣＰ ３，其算法时间

复杂度为 Ｏ（１ ５１７ １ｎ），其中 ｎ 是图 Ｇ 的顶点个数．
Ｃｈａｎｇ等［１７］利用加权分治技术提出一个分支化简的

算法，算法提高了上面的时间复杂度，其复杂度为

Ｏ（１ ４６５ ８ｎ）．文献［１８］根据给出的一些有关分散集

和 ＶＣＰ ３结构特征，利用更多的化简规则和分支规

则，提出了时间复杂度为 Ｏ（１ ４６５ ６ｎ）的精确算法，
此时需要多项式空间；进一步利用动态规划技术改

进算法，其时间复杂度为 Ｏ（１ ３６５ ９ｎ），但是需要指

数空间．

１ ３　 ＭＶＣＰｋ 的上下界

在一般图上，Ｂｒｅｓａｒ 等［１９］通过将顶点覆盖问题

归约到 ＶＣＰ ｋ 问题，证明 ＶＣＰ ｋ（ ｋ≥２）问题是 ＮＰ 完

全的．令 ψｋ（Ｇ）表示图 Ｇ 的最小 ＶＣＰ ｋ 集的顶点数，

则对于任意图证明 ψ３（Ｇ） ≤
（２ｎ ＋ ｍ）
６

，其中 ｎ 是图

的顶点个数，ｍ 是图的边数；对于不含孤立点的图，

证明 ψｋ（Ｇ） ≤ ｎ － ｋ － １
ｋ ∑ｕ∈Ｖ

２
１ ＋ ｄ（ｕ）

，其中 ｄ（ｕ） 表

示顶点的度．更多有关 ψｋ（Ｇ） 的研究结果可以参考

文献［２０⁃２２］，其中文献［２２］ 除了给出 ψｋ（Ｇ） 的一

些上界，还说明了图的 ＶＣＰ ｋ 问题和 Ｐｋ 划分问题之

间的关系，并给出某些特殊图（不含禁忌子图） 上

ＶＣＰ ｋ 问题 ＮＰ 复杂性的充分条件． 文献［２３］ 给出

ψｋ（Ｇ） 的 一 个 下 界， 即 ψｋ（Ｇ） ≥
ｋｎ

ｋ ＋ ２
＋

ｍ
（ｋ ＋ １）（ｋ ＋ ２）

．

２　 无向图中的 ＰＶＣＰｋ 问题

在实际应用中，图的结构是比较复杂的且图的

顶点数 ｎ 往往比较大，ＶＣＰ ｋ 问题的所有精确算法都

无法应用于实际．但是在很多实际应用中，ＶＣＰ ｋ 的

大小 ｋ 比 ｎ 小很多，而且有些应用不一定要找最小

的 ＶＣＰ ｋ，而只要求小于某个值的 ＶＣＰ ｋ，于是许多研

究者考虑研究 ＶＣＰ ｋ 问题的参数化．下面开始介绍无
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向图参数化 ＶＣＰ ｋ 问题的研究现状．
文献［４］采用迭代压缩技术证明一般图上的

ＰＶＣＰ ３问题是固定参数可解的，即对于固定的参数

ｋ，这个问题可以在时间 Ｏ（２ｋｋ３ ３７６＋ｎ４ｍ）内得到它的

解，其中 ｎ 是图的顶点个数，ｍ 是图的边数，ＶＣＰ ３问
题解的顶点个数至多是 ｋ．文献［２４］利用化简规则和

分支搜索技术给出 ＰＶＣＰ ３问题的一个 ＦＰＴ 算法，其
时间复杂度为 Ｏ（１ ８１７ ２ｋｎＯ（１））．Ｃｈａｎｇ 等［２５］也利用

化简规则和分支搜索技术在多项式空间和指数空间

中分别说明 ＰＶＣＰ ３问题是固定参数可解的，算法所

执行完成的时间至多分别为 Ｏ∗ （ １ ７９６ ４ｋ ），Ｏ∗

（１ ７４８ ５ｋ），这里 Ｏ∗的含义为：对于 ２ 个函数 ｆ 和
ｇ，如果 ｆ（ｋ，ｎ）＝ Ｏ（ｇ（ｋ）·ｐｏｌｙ（ｎ）），那么 ｆ（ｋ，ｎ）＝
Ｏ∗（ｇ（ ｋ）），其中 ｐｏｌｙ（ｎ）是 ｎ 的多项式函数．对于

ＶＣＰ ４问题，Ｔｕ 等［２６］也利用迭代压缩技术证明一般

图上的 ＰＶＣＰ ４问题是固定参数可解的，时间复杂度

为 Ｏ（３ｋｎ４） ．
ＶＣＰ ｋ 问题核心化是参数化 ＶＣＰ ｋ 问题的重要研

究内容．如果在求解 ＶＣＰ ｋ 问题之前，利用核心化算

法对问题规模进行简化，将大大提高求解 ＰＶＣＰ ｋ 的

效率．对于 ＶＣＰ ３问题，文献［２７］得到一个大小为 １５ｋ
的核，文献［２８］利用 ２次简化规则提高这个核到６ｋ－
６，Ｂｒａｕｓｅ等［２９］利用皇冠分解给出一个计算核的多

项式时间的算法，通过算法得到图的 ２ 个不交的集

合 Ｔ１，Ｔ２，满足 ｜Ｔ２ ｜≤６·ψ３（Ｇ［Ｔ２］），其中 Ｔ２为图 Ｇ
的核，可以看出此处核的上界为 ６ｋ．最近，通过改进

化简规则，文献［３０］将该问题的核大小提高到 ５ｋ．

３　 特殊图中的 ＶＣＰｋ 问题

对于特殊图上的 ＶＣＰ ｋ 问题，许多学者也进行了

大量的研究．某些特殊的应用对应一些在具有特殊

性质的图上的 ＶＣＰ ｋ 问题，而特殊图上的 ＶＣＰ ｋ 问题

比一般图上的 ＶＣＰ ｋ 问题更容易，使得在特定条件下

解决 ＶＣＰ ｋ 问题显得更有意义．本节简要阐述各类特

殊图中 ＶＣＰ ｋ 问题的研究现状．
１） 三正则图上的 ＶＣＰ ｋ 问题

三正则图是指图中所有顶点的度均为 ３ 的图，
也称为立方图．在三正则图中，文献［３１］给出了一些

有关 ＶＣＰ ３问题的结论：首先，利用归约证明在围长

为 ３的三正则平面图中，最小 ＶＣＰ ３问题的判定问题

是 ＮＰ 完全的；其次，令 ψ３（Ｇ）表示图 Ｇ 的最小 ＶＣＰ ３

集的顶点数，得出
２ｎ
５
≤ψ３（Ｇ）≤

ｎ
２
；最后，利用逐步

删除顶点度为 ３的顶点的贪婪算法，给出最小 ＶＣＰ ３
问题的一个近似度为 １ ５７ 的近似算法．在三正则图

中，文献［３２］给出了一些有关 ＶＣＰ ４问题的结论：首
先，利用归约证明最小 ＶＣＰ ４问题的判定问题是 ＮＰ
完全的；其次，令 ψ４（Ｇ）表示图 Ｇ 的最小 ＶＣＰ ４集的

顶点数，得出
ｎ
４
≤ψ４（Ｇ）≤

ｎ
２
；最后，利用 Ｌｏｖａｓｚ 分

解，给出最小 ＶＣＰ ４问题的一个近似度为 ２ 的近似

算法．
２） 完全图、路、圈、树上的 ＶＣＰ ｋ 问题

文献［３３］从时间复杂度的角度考虑，在完全图、
路和圈上分别可以在 Ｏ（ｎ·ｋ）、Ｏ（ｎ·ｋ）和 Ｏ（ｎ·
ｋ２）时间内求出权值最小的 ＶＣＰ ｋ 问题的最优解，而
在树上的时间和空间复杂度均为 Ｏ（ｎ·ｋ） ．文献［９］
采取逐步判断树的分支是否含有 Ｐｋ 的方法，得到在

树上可以在 Ｏ（ｎ２）时间内求出最小连通的 ＶＣＰ ｋ 问

题的最优解．文献［３４］通过寻找最长路以及逐步加

点判断的方法可以在 Ｏ（ｎ）时间内找到权和最小的

连通 ＶＣＰ ｋ 问题的最优解；进一步得到在包含唯一圈

（圈的长度为 ｒ）的图上可以在 Ｏ（ｎｒ）时间内找到这

个问题的最优解．
３） 树宽有界的图的 ＶＣＰ ｋ 问题

在树宽有界的图中，文献［３５］设计了一个动态

规划算法可以求得 ＭＶＣＰ ３，其时间复杂度为 ４ｐ·
ｎＯ（１），其中树宽至多是 ｐ．文献［３６］不仅提高了求

ＭＶＣＰ ３问题的时间复杂度 ３ｐ·ｎＯ（１），而且针对连通

的 ＶＣＰ ３问题给出一个时间复杂度为 ４ｐ·ｎＯ（１）的随

机算法．

４　 有向图中的 ＶＣＰｋ 问题

众多研究者探究 ＶＣＰ ｋ 的相关问题主要集中在

无向的拓扑结构图上，对有向图的 ＶＣＰ ｋ 问题的研究

进展较为缓慢，主要是考虑方向后难度会更大．然
而，近年来，文献［３，３７］分别从现实的生活环境和需

求出发介绍了 ＶＣＰ ｋ 问题在有向图环境中的一些应

用实例（图 １）．例如：人们在远足旅行时会通过一些

网站查询一下路线图，网站会发送几条建议远足路

线，路线中的每个节点都标记的话会浪费很多带宽，
因此，可以考虑只发送几个关键的节点信息，删除重

叠的部分，使得路线图显得更清晰，便于出行者选择

合适的路线．如图 １，有 ２条出行路线红色 ｓ′→ｔ 和绿

色 ｓ→ｔ 可供选择，只需选用灰圆圈标记的节点即可

覆盖整个图（ｋ＝ ６时的情形）．在超大规模的图中，文

８５４
王利民，等．顶点 Ｐｋ 覆盖问题的研究综述．
ＷＡＮＧ Ｌｉｍｉｎ，ｅｔ ａｌ．Ａ ｓｕｒｖｅｙ ｏｎ ｖｅｒｔｅｘ ｃｏｖｅｒ Ｐｋ ｐｒｏｂｌｅｍ．



献［３，３７］均利用剪枝方法可以得到求极小的 ＶＣＰ ｋ

集的算法，并通过实验验证了其算法的有效性．

图 １　 简化的远足旅行路线

Ｆｉｇ １　 Ａ ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｈｉｋｉｎｇ ｍａｐ

５　 总结与展望

顶点覆盖问题是一类重要的 ＮＰ 完全问题，在
排序、计算机网络等现实生活中有许多的应用．近几

年来，人们开始关注它的推广形式———ＶＣＰ ｋ（ｋ≥３）
问题．本文着重阐述无向图中 ＶＣＰ ｋ 问题的研究现

状．从中可以看出，前期较多的研究关注点是 ＶＣＰ ｋ

问题的性质和近似算法，而随着参数计算理论的产

生，推动了 ＶＣＰ ｋ 问题的发展，使之成为目前阶段的

研究热点．
通过对 ＶＣＰ ｋ 问题研究现状的总结和分析，可以

使学者对 ＶＣＰ ｋ 问题有更全面的理解．当然对于

ＶＣＰ ｋ 问题，依然还有许多方面有待于我们进一步探

究，主要可以从以下几个角度进行研究．
１）ＶＣＰ ｋ 问题的算法研究

在一般图上对于权和最小的连通 ＶＣＰ ｋ 问题尚

未有常因子近似解，是否可以根据已有结果及问题

的自身特征寻求新颖的算法去求解，进而给出相应

问题的一个多项式时间近似格式算法呢？ 处理这个

问题的难点是如何使其连通．
对于权和最小的连通 ＶＣＰ ３问题，所求的近似解

是在最小度为 ２ 的情况下得到的，那么是否可以通

过寻求新算法将图的最小度降为 １？ 求解这个问题

的多项式时间近似格式的算法时，有假设条件 ｃ⁃局
部或弱 ｃ⁃局部以及顶点权值是光滑性的等，考虑到

现实环境，不太实用，能否采用其他的方法将 ｃ⁃局部

等条件去掉？
２）ＶＣＰ ｋ 问题的核心化

许多学者对无向图上 ＶＣＰ ｋ 问题的核心化研究

已取得了一些结果，通过一系列局部简化规则和对

图结构的分析，对核大小不断进行改进．希望能够通

过深入分析已有结论和 ＶＣＰ ｋ 问题的结构，构造出更

多的简化规则，从而提出更好的核心化算法．
３）ＶＣＰ ｋ 问题的变形

近年来，一部分研究者探究 ＶＣＰ ｋ 问题的一个变

体———ｋ 连通子图覆盖问题，即寻找一个顶点子集，
从图中删除后使得图中剩下的顶点导出的子图不包

含 ｋ 个顶点导出的连通子图．可以看出这个问题比

ＶＣＰ ｋ 问题更具有一般性．在这方面的主要结论有：
在假设图是连通的条件下，文献［９］利用深度优先搜

索法、生成树及逐步加点判断的方法给出顶点连通

的 ｋ 连通子图覆盖问题的一个 ｋ 近似算法．利用线性

规划舍入方法很容易得到权和最小的 ｋ 连通子图覆

盖问题的一个 ｋ 近似解．然而在假设图的围长至少

是 ｋ 的情况下，文献［３８］提高了这个问题的近似比，
首先利用图的拓扑结构，并结合顶点的度权函数给

出一个近似比，其次，利用类似分层的方法又得到一

个近似比，两者均为 ｋ－１．除了这 ２ 种情况有以上结

果外，顶点不连通、不加权和顶点连通以及加权等情

况尚未有人探讨，而且就现阶段的研究现状来看，对
于有关 ｋ 连通子图覆盖问题的多项式时间近似格式

算法还没有研究者去探索，这可能也是一个比较好

的研究方向．
４）ＶＣＰ ｋ 问题的随机算法

随机化是现代计算机科学最重要的方法之一，
近几十年来被广泛地应用于计算机科学的各个领

域．在这些应用的背后，是一些共通的随机化原理．我
们是否可以利用一些重要的随机算法的设计思想和

理论分析，借助一些概率论工具及其在算法分析中

的应用，从新的角度探索 ＶＣＰ ｋ 问题或 ｋ 连通子图覆

盖问题呢？
５） 特殊图上的 ＶＣＰ ｋ 问题

根据一些特定的应用，对于特殊图上 ＶＣＰ ｋ 问题

的研究也很有意义．本文列举了一些特殊图上的

ＶＣＰ ｋ 问题，可以对这些问题的算法做进一步的研

究，提出更有效的算法，或者对由实际应用而转化的

特殊 ＶＣＰ ｋ 问题进行研究．
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