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辅助模型辨识方法（６）：性能分析

摘要
辨识方法的性能分析是系统辨识领

域的重要而困难的研究课题．新的辨识
方法一诞生，就伴随着收敛性分析．辅助
模型辨识是辨识的一个分支，辅助模型
辨识方法已成为一大类辨识方法族，关
于其收敛性也提出了许多课题．本文研
究了输出误差系统辅助模型随机梯度算
法、辅助模型递推最小二乘算法、辅助模
型多新息随机梯度算法、变间隔辅助模
型随机梯度算法和变间隔辅助模型递推
最小二乘算法的一致收敛性，近似分析
了 Ｂｏｘ⁃Ｊｅｎｋｉｎｓ 系统辅助模型递推广义增
广最小二乘算法的性能．
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０　 引言

　 　 辨识方法性能分析是辨识领域最吸引人的永恒研究主题，是辨

识输入信号设计、新辨识方法提出、辨识方法性能分析三大基本问题

之一［１⁃７］ ．新颖的辨识方法都是蕴藏在科学云端的璀璨明珠．新辨识思

想、新辨识理论、新辨识原理、新辨识概念的诞生都是辨识史上的重

要里程碑，都预示着大量新颖辨识方法的涌现．２０ 世纪下半叶是一个

预示着系统辨识取得辉煌的时代，预示着控制科学和系统科学极大

发展的年代，也是控制科学、信息技术对人类生活方式产生极大变革

的时代．在 ２０ 世纪与 ２１ 世纪交接的年代，辅助模型辨识思想、多新息

辨识理论、递阶辨识原理、耦合辨识概念的出现都标志着一个个辨识

分支的诞生．在每一个辨识分支中都将产生各种各样的辨识方法，其
收敛性为辨识科学提供了色彩斑斓的研究空间．其中一些辨识方法的

收敛性，以及一些有待深入研究的科学问题和科学难题都是呈现在

读者面前的耀眼明珠，期盼着辨识科学家来采撷［３⁃５］ ．
系统辨识研究极其繁荣，处理不可测变量的辅助模型辨识方法、

提高辨识精度的多新息辨识方法、处理复杂结构和减小计算量的递

阶辨识方法、处理参数耦合问题的多变量耦合辨识方法、处理有色噪

声干扰的滤波辨识方法等都各自形成了一个辨识分支．它们在线性系

统、线性参数系统、双线性参数系统、双线性系统和非线性系统中的

应用，产生了形形色色的辨识方法，一些方法可参见综述论文《系统

辨识算法复杂性、收敛性、计算效率研究》 ［６］，《Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａ⁃
ｔｉｏｎ ｆｏｒ ｍｕｌｔｉｒａｔｅ ｓｙｓｔｅｍｓ》（双率采样数据系统的建模和辨识） ［７］，《时
变系统辨识方法及其收敛定理》 ［８］ ．

作为辨识的一个分支，辅助模型辨识形成了一大类辨识方法族，
对其的收敛性也产生了许多值得深入研究的课题．一些辅助模型辨识

方法收敛性研究的相关成果与研究课题如下：
１） 双率采样输出误差系统的辅助模型随机梯度辨识算法与辅助

模型递推最小二乘辨识算法的收敛性［９⁃１０］；
２） 输出误差（ｏｕｔｐｕｔ⁃ｅｒｒｏｒ）系统的辅助模型递阶最小二乘（辅助

模型两阶段递推最小二乘）辨识算法的收敛性［１１］；
３） 输出误差系统的辅助模型多新息随机梯度辨识算法和辅助模

型多新息最小二乘辨识算法的一致收敛性［１２⁃１３］；
４） 输出误差系统的辅助模型梯度迭代辨识算法和辅助模型最小



　 　 　 　二乘迭代辨识算法的收敛性分析［１４］；
５） 输出误差滑动平均（ＯＥＭＡ）系统的辅助模

型增广随机梯度算法和辅助模型递推增广最小二乘

算法的收敛性分析［１５⁃１６］；
６） 输出误差滑动平均系统的辅助模型增广梯

度迭代算法和辅助模型增广最小二乘迭代算法的收

敛性分析［１４，１７］；
７） 输出误差自回归（ＯＥＡＲ）系统的辅助模型广

义随机梯度辨识算法和辅助模型递推广义最小二乘

辨识算法及其收敛性；
８） 输出误差自回归系统的辅助模型广义梯度

迭代辨识算法和辅助模型广义最小二乘迭代辨识算

法及其收敛性；
９） 输出误差自回归系统的滤波辅助模型广义

随机梯度辨识算法和滤波辅助模型递推广义最小二

乘辨识算法的收敛性［１８］；
１０） Ｂｏｘ⁃Ｊｅｎｋｉｎｓ 系统的辅助模型广义增广随机

梯度算法和辅助模型递推广义增广最小二乘算法的

收敛性［１⁃２，１９］；
１１） Ｂｏｘ⁃Ｊｅｎｋｉｎｓ 系统的分解辅助模型广义增广

随机梯度算法和分解辅助模型递推广义增广最小二

乘算法的收敛性［３，１９］；
１２） Ｂｏｘ⁃Ｊｅｎｋｉｎｓ 系统的滤波辅助模型广义增广

随机梯度算法和滤波辅助模型递推广义增广最小二

乘算法的收敛性［３］；
１３） Ｂｏｘ⁃Ｊｅｎｋｉｎｓ 系统的辅助模型广义增广梯度

迭代算法和辅助模型广义增广最小二乘迭代算法的

收敛性［１，２０⁃２１］；
１４） Ｂｏｘ⁃Ｊｅｎｋｉｎｓ 系统的分解辅助模型广义增广

梯度迭代算法和分解辅助模型广义增广最小二乘迭

代算法及其收敛性；
１５） Ｂｏｘ⁃Ｊｅｎｋｉｎｓ 系统的滤波辅助模型广义增广

梯度迭代算法和滤波辅助模型广义增广最小二乘迭

代算法及其收敛性；
１６） Ｂｏｘ⁃Ｊｅｎｋｉｎｓ 系统的辅助模型多新息广义增

广随机梯度辨识算法与辅助模型多新息广义增广最

小二乘算法及其收敛性［２２］；
１７） 线性参数输出误差 ＡＲＭＡ 系统的辅助模型

多新息广义增广随机梯度算法和辅助模型多新息广

义增广最小二乘算法的收敛性［２３］；
１８） 输入非线性输出误差自回归（ＩＮ⁃ＯＥＡＲ）系

统的辅助模型多新息广义随机梯度算法和滤波辅助

模型多新息广义随机梯度算法的收敛性［２４⁃２５］；

１９） 输出非线性输出误差类系统的辅助模型随

机梯度辨识算法和辅助模型递推最小二乘辨识算法

及其收敛性；
２０） 类多变量输出误差类系统的辅助模型递阶

多新息随机梯度算法和辅助模型递阶多新息最小二

乘算法的收敛性；
２１） 反馈非线性输出误差系统的辅助模型随机

梯度辨识算法和辅助模型递推最小二乘辨识算法及

其收敛性［２６］；
２２） 反馈非线性输出误差系统的辅助模型梯度

迭代辨识算法和辅助模型最小二乘迭代辨识算法及

其收敛性［２７］；
２３） 损失数据输出误差系统的辅助模型随机梯

度辨识算法和辅助模型递推最小二乘辨识算法的收

敛性［２８⁃２９］；
２４） 稀少量测数据输出误差系统的变间隔辅助

模型多新息随机梯度辨识算法和变间隔辅助模型递

推最小二乘辨识算法的收敛性［２８］；
２５） 多变量输出误差系统的辅助模型随机梯度

辨识算法和辅助模型递推最小二乘辨识算法［３０⁃３２］；
２６） 多输入单输出输出误差系统的辅助模型随

机梯度辨识算法和辅助模型多新息最小二乘辨识算

法及其收敛性［３３］；
２７） 周期非均匀采样数据系统的辅助模型随机

梯度类算法、辅助模型多新息随机梯度类辨识方法、
辅助模型递推最小二乘辨识算法的收敛性［３４⁃３５］；

２８） 基于滤波和（或）基于分解的多元输出误差

类系统和多元自回归输出误差系统的辅助模型随机

梯度类辨识算法和辅助模型递推最小二乘类多新息

辨识方法及其收敛性．
《系统辨识———辨识方法性能分析》研究了一些

基本辨识方法的一致收敛性、有界收敛性等［２］，《系
统辨识———多新息辨识理论与方法》第 ６ 章研究了

线性回归系统的随机梯度算法、多新息随机梯度算

法、遗忘因子多新息随机梯度算法、多新息增广随机

梯度算法、变间隔辅助模型多新息随机梯度算法、多
新息最小二乘算法的收敛性［３］ ．本文研究输出误差

系统的几个辅助模型随机梯度算法和辅助模型递推

最小二乘算法的一致收敛性，以及 Ｂｏｘ⁃Ｊｅｎｋｉｎｓ 系统

的辅助模型递推广义增广最小二乘算法的收敛性．
限于篇幅，一些定理省略了冗长证明公式，定理的详

细证明参见给出的参考文献和即将出版的《系统辨

识———辅助模型辨识思想与方法》第 ６ 章［４］ ．

２８４
丁锋．辅助模型辨识方法（６）：性能分析．
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１　 辅助模型随机梯度辨识方法

《系统辨识———辨识方法性能分析》 ［２］ 和《Ｉｎｔｅｒ⁃
ｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ》２０１３ 年第 ２
期上论文《Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｍｏｄｅｌ⁃
ｂａｓｅｄ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｆｏｒ ｓｔａｔｅ⁃ｓｐａｃｅ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｏｎｅ⁃ｓｔｅｐ ｓｔａｔｅ ｄｅｌａｙ》（一步

状态迟延状态空间系统对应输入输出表达的辅助模

型随机梯度辨识方法性能分析） ［３６］用随机过程理论

近似研究了辅助模型随机梯度辨识方法的收敛性，
它用鞅收敛定理详细推导了输出误差系统的辅助模

型随机梯度辨识方法的收敛定理，主要内容可参考

笔者等发表在国际期刊《 ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ａｕｔｏ⁃
ｍａｔｉｃ Ｃｏｎｔｒｏｌ》２００５ 年第 ９ 期上的论文《Ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｅｓ⁃
ｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｄｕａｌ⁃ｒａｔｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ａｎ ｏｕｔ⁃
ｐｕｔ ｅｒｒｏｒ ｍｅｔｈｏｄ》（双率采样输出误差系统的辅助模

型随机梯度参数估计及其损失输出估计的收敛

性） ［１０］ 和 《自动化学报》 ２０１０ 年第 ７ 期上的论文

《Ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ
ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｂｌｅ ｏｕｔｐｕｔ ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍｓ》 （多变量输出误差

系统的辅助模型随机梯度算法及其收敛性） ［３２］，以
及文献［４］．

１ １　 辅助模型随机梯度算法

考虑输出误差模型（Ｏｕｔｐｕｔ Ｅｒｒｏｒ ｍｏｄｅｌ，ＯＥ 模

型）描述的随机系统（参见图 １）：

ｙ（ ｔ）＝ Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）

ｕ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ）， （１）

其中｛ｕ（ ｔ）｝和｛ ｙ（ ｔ）｝分别是系统的输入和输出序

列，｛ｖ（ ｔ）｝是零均值、方差为 σ２ 的随机白噪声序列，

Ｇ（ ｚ） ∶ ＝
Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）

为系统的传递函数，Ａ（ ｚ）和 Ｂ（ ｚ）是单

位后移算子 ｚ－１的多项式：
Ａ（ ｚ） ∶ ＝ １＋ａ１ｚ

－１＋ａ２ｚ
－２＋…＋ａｎａｚ

－ｎａ，
Ｂ（ ｚ） ∶ ＝ ｂ１ｚ

－１＋ｂ２ｚ
－２＋…＋ｂｎｂｚ

－ｎｂ ．
设阶次 ｎａ 和 ｎｂ 已知，记 ｎ ∶ ＝ ｎａ＋ｎｂ，且 ｔ≤０ 时，

ｙ（ ｔ）＝ ０，ｕ（ ｔ） ＝ ０，ｖ（ ｔ） ＝ ０．｛ｕ（ ｔ），ｙ（ ｔ）｝是测量数

据，ｖ（ ｔ）是不可测噪声．
定义中间变量（真实输出，即无噪输出）：

ｘ（ ｔ） ∶ ＝
Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）

ｕ（ ｔ）∈Ｒ． （２）

定义参数向量 θ 和信息向量 φ（ ｔ）如下：
θ ∶ ＝ ［ａ１，ａ２，…，ａｎａ，ｂ１，ｂ２，…，ｂｎｂ］

Ｔ∈Ｒｎ，
φ（ ｔ） ∶ ＝［－ｘ（ ｔ－１），－ｘ（ ｔ－２），…，－ｘ（ ｔ－ｎａ），

图 １　 输出误差（ＯＥ）系统

Ｆｉｇ １　 Ｔｈｅ ｏｕｔｐｕｔ ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍ

　 　 ｕ（ ｔ－１），ｕ（ ｔ－２），…，ｕ（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ∈Ｒｎ ．
由式（２）和式（１），有

ｘ（ ｔ）＝ ［１－Ａ（ ｚ）］ｘ（ ｔ）＋Ｂ（ ｚ）ｕ（ ｔ）＝ φＴ（ ｔ）θ， （３）
ｙ（ ｔ）＝ ｘ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ）＝ φＴ（ ｔ）θ＋ｖ（ ｔ）， （４）

此即输出误差系统的辨识模型．
设 θ^（ ｔ）是参数向量 θ 在时刻 ｔ 的估计，用辅助

模型的输出 ｘａ（ ｔ－ｉ）构造未知信息向量 φ（ ｔ）的估计：

φ^（ ｔ） ∶ ＝［－ｘａ（ ｔ－１），－ｘａ（ ｔ－２），…，－ｘａ（ ｔ－ｎａ），
　 　 ｕ（ ｔ－１），ｕ（ ｔ－２），…，ｕ（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ∈Ｒｎ，

参照式（３），用 φ^（ ｔ）和 θ^（ ｔ）构造辅助模型

ｘａ（ ｔ）＝ φ^Ｔ（ ｔ） θ^（ ｔ） ．

借助于上述辅助模型，在辨识算法中用 φ^（ ｔ）代替未

知 φ（ ｔ），我们能够获得辨识参数向量 θ 的辅助模型

随机梯度算法（Ａｕｘｉｌｉａｒｙ Ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｇｒａ⁃
ｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＡＭ⁃ＳＧ 算法）：

θ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔ－１）＋φ^（ ｔ）
ｒ（ ｔ）

ｅ（ ｔ），　 θ^（０）＝ １ｎ ／ ｐ０， （５）

ｅ（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ（ ｔ） θ^（ ｔ－１）， （６）
ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖φ^（ ｔ）‖２，　 ｒ（０）＝ １， （７）
ｘａ（ ｔ）＝ φ^Ｔ（ ｔ） θ^（ ｔ），　 ｘａ（－ｉ）＝ １ ／ ｐ０，
　 　 ｉ＝ ０，１，…，ｎａ， （８）

φ^（ ｔ）＝ ［－ｘａ（ ｔ－１），…，－ｘａ（ ｔ－ｎａ），ｕ（ ｔ－１），
　 　 …，ｕ（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ ． （９）
鞅收敛定理和鞅超收敛定理是研究时不变随机

系统、时变随机系统辨识算法和自适应控制算法收

敛性的有效工具．

１ ２　 ＡＭ⁃ＳＧ 辨识算法的收敛性

在《系统辨识———辨识方法性能分析》 ［２］ 的 ４ ６
节中，笔者在一个依赖于估计的信息向量 φ^（ ｔ）的强

持续激励条件（ＳＰＥ 条件）下，近似研究了ＡＭ⁃ＳＧ 算

法的收敛性．因为 ＳＰＥ 条件是否成立，依赖于算法计

算出的参数估计，条件中的信息向量 φ^（ ｔ）是用参数

估计计算构成的，因此无法肯定这个 ＳＰＥ 条件成立．
出于这一原因，这里运用鞅收敛定理证明 ＡＭ⁃ＳＧ 算

法的一致收敛性，收敛条件依赖于系统的真实信息

向量，这个结果具有普遍性，是 ＡＭ⁃ＳＧ 算法收敛性

３８４
学报：自然科学版，２０１６，８（６）：４８１⁃４９８

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ，２０１６，８（６）：４８１⁃４９８



的一个严格证明．这里的证明主要参考文献［４，１０，
３２］ ．

设 λｍａｘ ［ Ｘ］ 为对称矩阵 Ｘ 的最大特征值；
λｍｉｎ［Ｘ］为对称矩阵 Ｘ 的最小特征值；‖Ｘ‖为矩阵

Ｘ 的范数，如定义为‖Ｘ‖２ ∶ ＝ ｔｒ ［ＸＸＴ ］ ． ｆ （ ｔ） ＝

ｏ（ｇ（ ｔ））表示 ｇ（ ｔ）＞０，ｌｉｍ
ｔ→∞

ｆ（ ｔ）
ｇ（ ｔ）

＝ ０；ｆ（ ｔ）＝ Ｏ（ｇ（ ｔ））表

示 ｇ（ ｔ） ≥０，存在常数 δ１ ＞ ０ 和 ｔ１ 满足 ｜ ｆ （ ｔ） ｜ ≤
δ１ｇ（ ｔ），ｔ≥ｔ１ ．

假设｛ｖ（ ｔ），Ｆｔ｝是定义在概率空间｛Ω，Ｆ，Ｐ｝上
的鞅差序列，其中｛Ｆｔ｝是由直到时刻 ｔ 的观测数据

生成的 σ 代数序列．噪声序列｛ｖ（ ｔ）｝满足假设：
（Ａ１）　 Ｅ［ｖ（ ｔ） ｜Ｆｔ－１］ ＝ ０，ａ．ｓ．，
（Ａ２）　 Ｅ［ｖ２（ ｔ） ｜Ｆｔ－１］ ＝σ２ｒ（ ｔ－１），ａ．ｓ．，
　 　 σ２＜∞ ，　 ＜１．

这里并没有假设干扰噪声｛ｖ（ ｔ）｝方差有界和高阶矩

存在．
引理 １　 对于 ＡＭ⁃ＳＧ 算法（５）—（９），下列不等

式成立：

∑
ｔ

ｊ ＝ １

‖φ^（ ｊ）‖２

ｒ（ ｊ）
≤ ｌｎ ｒ（ ｔ），ａ．ｓ．．

定理 １［４，１０］ 　 对于输出误差系统（１）对应的辨

识模型（４）和 ＡＭ⁃ＳＧ 辨识算法（５）—（９），定义数据

乘积矩矩阵：

（Ａ３）　 Ｒ（ ｔ） ∶ ＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
φ^（ ｊ）φ^Ｔ（ ｊ） ∈ Ｒｎ×ｎ，

假设条件（Ａ１）和（Ａ２）成立，Ａ（ ｚ）是严格正实的，
ｒ（ ｔ） ∶ ＝ ｔｒ［Ｒ（ ｔ）］→∞，那么 ＡＭ⁃ＳＧ 算法给出的参数

估计误差向量 θ^（ ｔ）－θ 满足：

‖θ^（ ｔ）－θ‖２ ＝ ｏ ｒ（ ｔ）
λｍｉｎ［Ｒ（ ｔ）］

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ａ．ｓ．．

定理 ２［４，１０］ 　 对于输出误差系统（１）对应的辨

识模型（４）和 ＡＭ⁃ＳＧ 辨识算法（５）—（９），定理 １ 的

条件成立，定义数据乘积矩矩阵：

（Ａ４）　 Ｒ０（ ｔ） ∶ ＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
φ（ ｊ）φＴ（ ｊ） ∈ Ｒｎ×ｎ，

令 ｒ０（ ｔ） ∶ ＝ ｔｒ［Ｒ０（ ｔ）］，则有

‖θ（ ｔ）‖２ ＝ ｏ
ｒ０（ ｔ）

λｍｉｎ［Ｒ０（ ｔ）］
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

又假设 ｒ０（ ｔ）＝ Ｏ（λｍｉｎ［Ｒ０（ ｔ）］），即

（Ａ５）　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

ｒ０（ ｔ）
λｍｉｎ［Ｒ０（ ｔ）］

＜∞ ，

那么参数估计 θ^（ ｔ）一致收敛于真参数向量 θ，即

θ^（ ｔ）→θ，ａ．ｓ．．
注 １　 对于定理 ２，假设对于大 ｔ，存在正数 α 和

β 使得下列弱持续激励条件成立：

（ＷＰＥ）　 αＩｎ ≤ １
ｔ ∑

ｔ

ｊ ＝ １
φ（ ｊ）φＴ（ ｊ） ≤ βＩｎ，ａ．ｓ．，

我们有 αｔＩｎ≤Ｒ０（ ｔ）≤βｔＩｎ，αｎｔ≤ｒ０（ ｔ）≤βｎｔ，αｔ≤λｍｉｎ

［Ｒ（ ｔ）］≤βｔ，因此

‖θ（ｔ）‖２ ＝ｏ
ｒ０（ｔ）

λｍｉｎ［Ｒ０（ｔ）］
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ｏ βｎｔ

αｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ｏ（１）→０，ａ．ｓ．，

即参数估计误差‖θ（ ｔ）‖２ 收敛于零．
注 ２　 在 ＡＭ⁃ＳＧ 辨识算法（５）—（９）中引入收

敛指数（ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｉｎｄｅｘ） ε，便得到修正辅助模型

随机梯度算法（Ｍｏｄｉｆｉｅｄ ＡＭ⁃ＳＧ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，Ｍ⁃ＡＭ⁃ＳＧ
算法）：

θ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔ－１）＋φ^（ ｔ）
ｒε（ ｔ）

［ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ（ ｔ） θ^（ ｔ－１）］，

１
２
＜ε≤１，　 θ^（０）＝ １ｎ ／ ｐ０， （１０）

ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖φ^（ ｔ）‖２，　 ｒ（０）＝ １， （１１）
ｘａ（ ｔ）＝ φ^Ｔ（ ｔ） θ^（ ｔ），　 ｘａ（－ｉ）＝ １ ／ ｐ０，

ｉ＝ ０，１，…，ｎａ， （１２）
φ^（ ｔ）＝ ［－ｘａ（ ｔ－１），…，－ｘａ（ ｔ－ｎａ），ｕ（ ｔ－１），

…，ｕ（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ ． （１３）
读者可以研究修正辅助模型随机梯度算法的收

敛性．
注 ３　 在 ＡＭ⁃ＳＧ 辨识算法（５）—（９）中引入遗

忘因子（Ｆｏｒｇｅｔｔｉｎｇ Ｆａｃｔｏｒ，ＦＦ）λ，便得到遗忘因子辅

助模型随机梯度算法（Ｆｏｒｇｅｔｔｉｎｇ Ｆａｃｔｏｒ ＡＭ⁃ＳＧ ａｌｇｏ⁃
ｒｉｔｈｍ，ＦＦ⁃ＡＭ⁃ＳＧ 算法）或称为辅助模型遗忘因子随

机梯度算法（Ａｕｘｉｌｉａｒｙ Ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ Ｆｏｒｇｅｔｔｉｎｇ Ｆａｃｔｏｒ
Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＡＭ⁃ＦＦＳＧ 算法）：

θ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔ－１）＋φ^（ ｔ）
ｒ（ ｔ）

［ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ（ ｔ） θ^（ ｔ－１）］，

θ^（０）＝ １ｎ ／ ｐ０， （１４）
ｒ（ｔ）＝ λｒ（ｔ－１）＋‖φ^（ｔ）‖２，　 ０≤λ≤１，　 ｒ（０）＝ １， （１５）
ｘａ（ ｔ）＝ φ^Ｔ（ ｔ） θ^（ ｔ），　 ｘａ（－ｉ）＝ １ ／ ｐ０，

ｉ＝ ０，１，…，ｎａ， （１６）
φ^（ ｔ）＝ ［－ｘａ（ ｔ－１），…，－ｘａ（ ｔ－ｎａ），ｕ（ ｔ－１），

…，ｕ（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ ． （１７）
遗忘因子辅助模型随机梯度算法的参数估计误差有

界收敛性是辨识领域的研究难题．

２　 辅助模型递推最小二乘辨识方法

《系统辨识———辨识方法性能分析》 ［２］ 和《Ｉｎｔｅｒ⁃

４８４
丁锋．辅助模型辨识方法（６）：性能分析．

ＤＩＮＧ Ｆｅｎｇ．Ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ．Ｐａｒｔ Ｆ：Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ Ａｎａｌｙｓｉｓ．



ｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ》 ２０１２ 年第

１５ 期上的论文《Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｕｘｉｌｉａｒｙ
ｍｏｄｅｌ⁃ｂａｓｅｄ ｌｅａｓｔ⁃ｓｑｕａｒｅｓ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ
ｏｎｅ⁃ｓｔｅｐ ｓｔａｔｅ⁃ｄｅｌａｙ ｓｙｓｔｅｍｓ》 （一步状态迟延系统的

输入输出表达的辅助模型递推最小二乘辨识算法的

性能分析） ［３７］用随机过程理论近似分析了输出误差

系统的辅助模型递推最小二乘算法的收敛性，这里

用鞅收敛定理详细推导辅助模型递推最小二乘算法

的收敛定理，主要内容参考笔者等发表在国际期刊

《Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ》 ２００４ 年第 １０ 期上的论文 《 Ｃｏｍｂｉｎｅｄ
ｐａｒａｍｅｔｅｒ ａｎｄ ｏｕｔｐｕｔ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｄｕａｌ⁃ｒａｔｅ ｓｙｓｔｅｍｓ ｕ⁃
ｓｉｎｇ ａｎ ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｍｏｄｅｌ》 （使用辅助模型的双率系统

联合参数与输出估计） ［９］，以及文献［４］ ．

２ １　 辅助模型递推最小二乘算法

考虑输出误差模型（１）描述的随机系统

ｙ（ ｔ）＝ Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）

ｕ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ）， （１８）

其中各变量的定义同上．设阶次 ｎａ 和 ｎｂ 已知，记
ｎ ∶ ＝ｎａ＋ｎｂ，且 ｔ≤０ 时，ｙ（ ｔ）＝ ０，ｕ（ ｔ）＝ ０，ｖ（ ｔ）＝ ０．

定义中间变量

ｘ（ ｔ） ∶ ＝
Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）

ｕ（ ｔ） ． （１９）

定义参数向量 θ 和信息向量 φ（ ｔ）如下：
θ ∶ ＝ ［ａ１，ａ２，…，ａｎａ，ｂ１，ｂ２，…，ｂｎｂ］

Ｔ∈Ｒｎ，
φ（ ｔ） ∶ ＝［－ｘ（ ｔ－１），－ｘ（ ｔ－２），…，－ｘ（ ｔ－ｎａ），
　 　 ｕ（ ｔ－１），ｕ（ ｔ－２），…，ｕ（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ∈Ｒｎ ．

式（１９）和（１８）可以写为

ｘ（ｔ）＝ ［１－Ａ（ｚ）］ｘ（ｔ）＋Ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＝ φＴ（ｔ）θ， （２０）
ｙ（ ｔ）＝ ｘ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ）＝ φＴ（ ｔ）θ＋ｖ（ ｔ） ． （２１）
为了处理辨识模型（２１）中信息向量 φ（ ｔ）涉及

的未知项 ｘ（ ｔ－ｉ），使用辅助模型辨识思想，参照 ＡＭ⁃
ＳＧ 辨识算法（５）—（９）构造辅助模型，在辨识算法

中未知信息向量 φ（ ｔ）用其估计 φ^（ ｔ）代替，能够获得

辨识参数向量 θ 的辅助模型递推最小二乘算法

（Ａｕｘｉｌｉａｒｙ Ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ Ｌｅａｓｔ Ｓｑｕａｒｅｓ ａｌｇｏ⁃
ｒｉｔｈｍ，ＡＭ⁃ＲＬＳ 算法）：
θ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔ－１）＋Ｐ（ ｔ）φ^（ ｔ）［ｙ（ ｔ）－φＴ（ ｔ） θ^（ ｔ－１）］，

θ^（０）＝ １ｎ ／ ｐ０， （２２）

Ｐ－１（ ｔ）＝ Ｐ－１（ ｔ－１）＋φ^（ ｔ）φ^Ｔ（ ｔ），　 Ｐ（０）＝ ｐ０Ｉｎ， （２３）

ｘａ（ ｔ）＝ φ^Ｔ（ ｔ） θ^（ ｔ），　 ｘａ（－ｉ）＝ １ ／ ｐ０，
ｉ＝ ０，１，…，ｎａ， （２４）

φ^（ ｔ）＝ ［－ｘａ（ ｔ－１），…，－ｘａ（ ｔ－ｎａ），ｕ（ ｔ－１），
…，ｕ（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ ． （２５）

定义增益向量 Ｌ（ ｔ） ∶ ＝ Ｐ（ ｔ） φ^（ ｔ）∈Ｒｎ ．应用矩阵求

逆引理

（Ａ＋ＢＣ） －１ ＝Ａ－１－Ａ－１Ｂ（Ｉ＋ＣＡ－１Ｂ） －１ＣＡ－１

于式（２３），ＡＭ⁃ＲＬＳ 算法可等价表示为

θ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔ－１）＋Ｌ（ ｔ）［ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ（ ｔ） θ^（ ｔ－１）］，
θ^（０）＝ １ｎ ／ ｐ０， （２６）

Ｌ（ ｔ）＝ Ｐ（ ｔ－１）φ^（ ｔ）［１＋φ^Ｔ（ ｔ）Ｐ（ ｔ－１）φ^（ ｔ）］ －１， （２７）
Ｐ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ－１）－Ｌ（ｔ）φ^Ｔ（ｔ）Ｐ（ｔ－１），　 Ｐ（０）＝ ｐ０Ｉｎ， （２８）

ｘａ（ ｔ）＝ φ^Ｔ（ ｔ） θ^（ ｔ），　 ｘａ（－ｉ）＝ １ ／ ｐ０，
ｉ＝ ０，１，…，ｎａ， （２９）

φ^（ ｔ）＝ ［－ｘａ（ ｔ－１），…，－ｘａ（ ｔ－ｎａ），ｕ（ ｔ－１），
…，ｕ（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ ． （３０）

算法的初始值选择为 θ^（０） ＝ １ｎ ／ ｐ０，Ｐ（０） ＝ Ｉｎ ／ ｐ０，
ｘａ（ ｉ）＝ １ ／ ｐ０，ｉ≤０，ｐ０ 是一个大正数，如 ｐ０ ＝ １０６ ．

２ ２　 ＡＭ⁃ＲＬＳ 辨识算法的收敛性

定义

Ｐ －１
０ （ ｔ） ∶ ＝ ∑

ｔ

ｊ ＝ １
φ（ ｊ）φＴ（ ｊ） ＋ １

ｐ０
Ｉｎ，

ｒ０（ ｔ） ∶ ＝ ｔｒ［Ｐ －１
０ （ ｔ）］，　 ｒ（ ｔ） ∶ ＝ ｔｒ［Ｐ －１（ ｔ）］ ．

容易得到：
｜Ｐ－１（ ｔ） ｜≤ｒｎ（ ｔ），　 ｒ（ ｔ）≤ｎλｍａｘ［Ｐ

－１（ ｔ）］，
ｌｎ ｜Ｐ－１（ ｔ） ｜ ＝Ｏ（ｌｎ ｒ（ ｔ）） ．
假设｛ｖ（ ｔ），Ｆｔ｝是定义在概率空间｛Ω，Ｆ，Ｐ｝上

的鞅差序列，其中｛Ｆｔ｝是由直到时刻 ｔ 的观测数据

生成的 σ 代数序列．噪声序列｛ｖ（ ｔ）｝满足假设：
（Ｂ１）　 Ｅ［ｖ（ ｔ） ｜Ｆｔ－１］ ＝ ０，ａ．ｓ．，
（Ｂ２）　 Ｅ［ｖ２（ ｔ） ｜Ｆｔ－１］ ＝σ２

ｖ（ ｔ）≤σ２
ｖ ＜∞ ，ａ．ｓ．，

（Ｂ２′）　 Ｅ［ｖ２（ ｔ） ｜Ｆｔ－１］≤δεｒε（ ｔ），ａ．ｓ．，
　 　 ０≤δε＜∞ ，０≤ε＜１．

（Ｂ２）说明干扰噪声｛ ｖ（ ｔ）｝的方差有界，（Ｂ２′）说明

干扰噪声｛ ｖ（ ｔ）｝的方差可以是无界的，并没有假设

噪声平稳和高阶矩存在．
引理 ２　 对于 ＡＭ⁃ＲＬＳ 辨识算法（２２）—（２５），

下列不等式成立：

１） ∑
ｔ

ｊ ＝ １
φ^Ｔ（ｊ）Ｐ（ｊ）φ^（ｊ） ≤ ｌｎ ｜ Ｐ－１（ｔ） ｜ ＋ ｎｌｎ ｐ０，ａ．ｓ．；

２） ∑
∞

ｔ ＝ １

φ^Ｔ（ｔ）Ｐ（ｔ）φ^（ｔ）
｛ｌｎ ｜ Ｐ－１（ｔ） ｜ ｝ｃ ＜ ∞，ａ．ｓ．，ｃ ＞ １．

３）∑
∞

ｔ ＝ １

φ^Ｔ（ｔ）Ｐ（ｔ）φ^（ｔ）
ｌｎ ｜ Ｐ－１（ｔ） ｜ ｛ｌｎ ｌｎ ｜ Ｐ－１（ｔ） ｜ ｝ｃ ＜ ∞，ａ．ｓ．，ｃ ＞ １．

定义参数估计误差向量 θ（ ｔ）和非负定函数 Ｔ（ ｔ）
如下：

５８４
学报：自然科学版，２０１６，８（６）：４８１⁃４９８

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ，２０１６，８（６）：４８１⁃４９８



θ（ ｔ） ∶ ＝ θ^（ ｔ）－θ，
Ｔ（ ｔ） ∶ ＝θＴ（ ｔ）Ｐ－１（ ｔ）θ（ ｔ） ．
引理 ３　 对于辨识模型（２１）和 ＡＭ⁃ＲＬＳ 辨识算

法（２２）—（２５），假设（Ｂ１）和（Ｂ２）成立，

（Ｂ３）　 Ｈ（ ｚ） ∶ ＝
１

Ａ（ ｚ）
－ １
２
是严格正实的（ｓｔｒｉｃｔｌｙ

ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｒｅａｌ），
那么下列不等式成立：

Ｅ［Ｔ（ ｔ）＋Ｓ（ ｔ） ｜Ｆｔ－１］≤Ｔ（ ｔ－１）＋Ｓ（ ｔ－１）＋

　 　 ２φ^Ｔ（ ｔ）Ｐ（ ｔ）φ^（ ｔ）σ２
ｖ，ａ．ｓ．，

式中

Ｓ（ ｔ） ∶ ＝ ２∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｕ（ ｊ）ｙ（ ｊ） ≥ ０， （３１）

ｕ（ ｔ） ∶ ＝ －φ^Ｔ（ ｔ）θ（ ｔ）， （３２）

ｙ（ｔ） ∶ ＝
１
２
φ^Ｔ（ｔ）θ（ｔ）＋［ｙ（ｔ）－ｘａ（ｔ）－ｖ（ｔ）］ ． （３３）

定理 ３［２，４，９］ 　 对于辨识模型（２１）和 ＡＭ⁃ＲＬＳ 辨

识算法（２２）—（２５），假设引理 ３ 的条件成立，Ａ（ ｚ）
是严格稳定的（ ｓｔｒｉｃｔｌｙ ｓｔａｂｌｅ），即 Ａ（ ｚ）的零点都在

单位圆内，
（Ｂ４）　 ［ｌｎ ｒ０（ｔ）］ ｃ ＝Ｏ（λｍｉｎ［Ｐ

－１
０ （ｔ）］），ａ．ｓ．，ｃ＞１，

那么 ＡＭ⁃ＲＬＳ 算法的参数估计误差满足：

１） ‖θ^（ ｔ）－θ‖２ ＝Ｏ
［ｌｎ ｒ０（ ｔ）］ ｃ

λｍｉｎ［Ｐ
－１
０ （ ｔ）］

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ａ．ｓ．，

２） ‖θ^（ ｔ）－θ‖２ ＝Ｏ
ｌｎｒ０（ ｔ）［ｌｎｌｎｒ０（ ｔ）］ ｃ

λｍｉｎ［Ｐ
－１
０ （ ｔ）］

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ａ．ｓ．．

定理 ３ 说明：对于有界噪声方差，ＡＭ⁃ＲＬＳ 算法

的参数估计误差‖θ（ ｔ）‖２ 正比于 Ｐ－１
０ （ ｔ）的对数与

其最小特征值之比．从定理 ３ 可以得到下列推论．
推论 １　 存在正常数 ｃ０，ｃ１，ｃ２ 和 ｔ０ 使得对于 ｔ≥

ｔ０，下列广义持续激励条件 （ Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｐｅｒｓｉｓｔｅｎｔ
Ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ，ＧＰＥ 条件）（无界条件数）成立：

（ＧＰＥ）　 ｃ１Ｉ ≤
１
ｔ ∑

ｔ

ｊ ＝ １
φ（ ｊ）φＴ（ ｊ） ≤ ｃ２ ｔｃ０Ｉ，ａ．ｓ．

那么对任意 ｃ＞１，下列关系成立：

１）　 ‖θ^（ ｔ）－θ‖２ ＝Ｏ （ｌｎ ｔ） ｃ

ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ →０，ａ．ｓ．，

２）　 ‖θ^（ ｔ）－θ‖２ ＝Ｏ ｌｎ ｔ（ｌｎ ｌｎ ｔ） ｃ

ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ →０，ａ．ｓ．．

因为对任意小的 ＞０，有（ｌｎ ｔ） ｃ ＝ ｏ（ ｔ），所以估计误

差‖θ^（ ｔ）－θ‖２ 近似以 １ ／ ｔ１－的速度趋于零．
推论 ２　 假设信息向量 φ（ ｔ）和协方差阵 Ｐ０（ ｔ）

满足

（Ｂ５）　 ‖φ（ ｔ）‖２ ＝Ｏ（ ｔε），　 ０≤ε＜１，
（Ｂ６）　 λｍｉｎ［Ｐ

－１
０ （ ｔ）］ ＝Ｏ（ ｔ），

那么 ｒ０（ ｔ）＝ Ｏ（ ｔ１＋ε），参数估计误差满足

‖θ（ ｔ）‖２ ＝Ｏ （ｌｎ ｔ） ｃ

ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ →０，ａ．ｓ．，ｃ＞１．

下面的定理说明对无界噪声方差，ＡＭ⁃ＲＬＳ 算

法的参数估计误差收敛于零．
定理 ４　 对于辨识模型（２１）和 ＡＭ⁃ＲＬＳ 辨识算

法（２２）—（２５），假设（Ｂ１），（Ｂ２′）和（Ｂ３）成立，Ａ（ ｚ）
是严格稳定的（ｓｔｒｉｃｔｌｙ ｓｔａｂｌｅ），则参数估计误差满足

‖θ^（ ｔ）－θ‖２ ＝ ｏ
λｍａｘ［Ｐ

－１
０ （ ｔ）］

λｍｉｎ［Ｐ
－１
０ （ ｔ）］

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ａ．ｓ．．

从定理 ４ 可以得到下列推论．
推论 ３　 假设存在正常数 ｃ３，ｃ４ 和 ｔ０ 使得当 ｔ＞ｔ０

时，下列弱持续激励条件（Ｗｅａｋ Ｐｅｒｓｉｓｔｅｎｔ Ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ，ＷＰＥ 条件）（条件数有界）成立：

（ＷＰＥ）　 ｃ３Ｉｎ ≤
１
ｔ ∑

ｔ

ｊ ＝ １
φ（ ｊ）φＴ（ ｊ） ≤ ｃ４Ｉｎ，ａ．ｓ．，

那么参数估计误差收敛于零：
ｌｉｍ
ｔ→∞

‖θ^（ ｔ）－θ‖２ ＝ ０，ａ．ｓ．．

当 ｃ０ ＝ ０ 时，ＧＰＥ 条件退化为 ＷＰＥ 条件．
如果把辅助模型的输出 ｘａ（ ｔ）作为未知真实输

出 ｘ（ ｔ）的估计，下面的定理说明输出估计接近真实

输出的程度．
定理 ５　 对于辨识模型（２１）和 ＡＭ⁃ＲＬＳ 辨识算

法（２２）—（２５），假设（Ｂ１），（Ｂ２）和（Ｂ３）成立，Ａ（ ｚ）
是严格稳定的，对于任意 ｃ＞１，存在整数 ｔ０ 使得有界

输入（即 ｜ ｕ（ ｔ） ｜≤Ｕ＜∞ ）使得输出估计误差 ｘａ（ ｔ） －
ｘ（ ｔ）满足

１） ∑
ｔ

ｊ ＝ ｔ０

［ｘａ（ｊ） － ｘ（ｊ）］２ ＝ Ｏ（［ｌｎ ｔ］ｃ＋１），ａ．ｓ．，　 ｔ ＞ ｔ０，

２） １
ｔ ∑

ｔ

ｊ ＝１
［ｘａ（ｊ） － ｘ（ｊ）］２ ＝ Ｏ （ｌｎ ｔ）ｃ＋１

ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷，ａ．ｓ．，　 ｔ ＞ ｔ０．

定理 ５ 说明输出估计误差在平均意义下收敛于零．

３　 辅助模型多新息随机梯度辨识方法

本节研究输出误差系统的辅助模型多新息随机

梯度辨识算法的收敛性，相关工作参见笔者指导的

访问学者王冬青博士完成的论文 《 Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ
ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｍｏｄｅｌｓ ｂａｓｅｄ ｍｕｌｔｉ⁃ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ
ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｏｕｔｐｕｔ ｅｒｒｏｒ
ｓｙｓｔｅｍｓ》（输出误差系统辅助模型多新息随机梯度算

法的 性 能 分 析 ）， 该 文 发 表 在 《 Ｄｉｇｉｔａｌ Ｓｉｇｎａｌ

６８４
丁锋．辅助模型辨识方法（６）：性能分析．

ＤＩＮＧ Ｆｅｎｇ．Ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ．Ｐａｒｔ Ｆ：Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ Ａｎａｌｙｓｉｓ．
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３ １　 辅助模型多新息随机梯度算法

设整数 ｐ≥１ 表示新息长度．根据多新息辨识理

论［３］，将 ＡＭ⁃ＳＧ 算法（５）—（９）中输出 ｙ（ ｔ）和信息

向量 φ^（ ｔ）扩展为堆积输出向量 Ｙ（ｐ，ｔ）和堆积信息

矩阵 Φ^（ｐ，ｔ）如下：
Ｙ（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ∈Ｒｐ，
Φ^（ｐ，ｔ） ∶ ＝［φ^（ ｔ），φ^（ ｔ－１），…，φ^（ ｔ－ｐ＋１）］∈Ｒｎ×ｐ，
将标量新息 ｅ（ ｔ）∈Ｒ 扩展为新息向量

Ｅ（ｐ，ｔ） ∶ ＝

ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ（ ｔ） θ^（ ｔ－１）

ｙ（ ｔ－１）－φ^Ｔ（ ｔ－１） θ^（ ｔ－１）
︙

ｙ（ ｔ－ｐ＋１）－φ^Ｔ（ ｔ－ｐ＋１） θ^（ ｔ－１）

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝

　 　 Ｙ（ｐ，ｔ）－Φ^Ｔ（ｐ，ｔ） θ^（ ｔ－１）∈Ｒｐ，
便得到辨识输出误差系统参数向量 θ 的辅助模型多

新息随机梯度算法（Ａｕｘｉｌｉａｒｙ Ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ Ｍｕｌｔｉ⁃Ｉｎ⁃
ｎｏｖａｔｉｏｎ Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ， ＡＭ⁃ＭＩＳＧ 算

法）：

θ^（ｔ） ＝ θ^（ｔ－１）＋Φ^（ｐ，ｔ）
ｒ（ｔ）

Ｅ（ｐ，ｔ），　 θ^（０）＝ １ｎ ／ ｐ０， （３４）

Ｅ（ｐ，ｔ） ＝ Ｙ（ｐ，ｔ）－Φ^Ｔ（ｐ，ｔ） θ^（ ｔ－１）， （３５）
ｒ（ ｔ） ＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖Φ^（ｐ，ｔ）‖２，　 ｒ（０）＝ １， （３６）
Ｙ（ｐ，ｔ） ＝ ［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ， （３７）
Φ^（ｐ，ｔ） ＝ ［φ^（ ｔ），φ^（ ｔ－１），…，φ^（ ｔ－ｐ＋１）］， （３８）
ｘａ（ ｔ－ｉ）＝ φ^Ｔ（ ｔ－ｉ） θ^（ ｔ），　 ｉ＝ ｐ－１，ｐ－２，…，１，０， （３９）

φ^（ ｔ） ＝ ［－ｘａ（ ｔ－１），…，－ｘａ（ ｔ－ｎａ），ｕ（ ｔ－１），
…，ｕ（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ ． （４０）

３ ２　 ＡＭ⁃ＭＩＳＧ 辨识算法的收敛性

假设｛ｖ（ ｔ），Ｆｔ｝是定义在概率空间｛Ω，Ｆ，Ｐ｝上

的鞅差序列，其中｛Ｆｔ｝是由直到时刻 ｔ 的观测数据

生成的 σ 代数序列．噪声序列｛ｖ（ ｔ）｝满足假设：
（Ｃ１）　 Ｅ［ｖ（ ｔ） ｜Ｆｔ－１］ ＝ ０，ａ．ｓ．，
（Ｃ２）　 Ｅ［ｖ２（ ｔ） ｜Ｆｔ－１］ ＝σ２

ｖ（ ｔ） ≤σ２＜∞ ，ａ．ｓ．，
（Ｃ２′）　 Ｅ［ｖ２（ ｔ） ｜Ｆｔ－１］≤δεｒε（ ｔ），ａ．ｓ．，
　 　 ０≤δε＜∞ ，０≤ε＜１．

令

Ｗ（ ｔ） ∶ ＝ Ｉｎ－
Φ^Ｔ（ｐ，ｔ）Φ^（ｐ，ｔ）

ｒ（ ｔ）
∈Ｒｎ×ｎ ．

使用式（３６）有

Ｗ（ ｔ）＝
ｒ（ ｔ）Ｉｎ－Φ^Ｔ（ｐ，ｔ）Φ^（ｐ，ｔ）

ｒ（ ｔ）
＝

｛ ｒ（ ｔ－１）＋‖Φ^（ｐ，ｔ）‖２｝Ｉｎ－Φ^Ｔ（ｐ，ｔ）Φ^（ｐ，ｔ）
ｒ（ ｔ）

≥

ｒ（ ｔ－１）
ｒ（ ｔ）

Ｉｎ ．

定义堆积输入向量 Ｕ（ｐ，ｔ），堆积输出向量Ｙ（ｐ，
ｔ），堆积噪声向量 Ｖ（ｐ，ｔ），堆积未知真实输出向量

Ｘ（ｐ，ｔ），堆积信息矩阵 Φ（ｐ，ｔ）如下：
Ｕ（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ｕ（ ｔ），ｕ（ ｔ－１），…，ｕ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ∈Ｒｐ，
Ｙ（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ∈Ｒｐ，
Ｖ（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ｖ（ ｔ），ｖ（ ｔ－１），…，ｖ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ∈Ｒｐ，
Ｘ（ｐ，ｔ） ∶＝［ｘ（ｔ），ｘ（ｔ－１），…，ｘ（ｔ－ｐ＋１）］Ｔ ＝ΦＴ（ｐ，ｔ）θ∈Ｒｐ，
Φ（ｐ，ｔ） ∶ ＝［φ（ ｔ），φ（ ｔ－１），…，φ（ ｔ－ｐ＋１）］∈Ｒｎ×ｐ ．
于是有

Ｘ（ｐ，ｔ）＝ Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）

Ｕ（ｐ，ｔ） ．

定理 ６［４，１３］ 　 对于辨识模型（４）和 ＡＭ⁃ＭＩＳＧ 辨

识算法（３４）—（４０），令

Ｒ（ ｔ） ∶ ＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
Φ^（ｐ，ｊ）Φ^Ｔ（ｐ，ｊ），

Ｒ０（ ｔ） ∶ ＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
Φ（ｐ，ｊ）ΦＴ（ｐ，ｊ），

ｒ０（ ｔ） ∶ ＝ ｔｒ［Ｒ０（ ｔ）］，
假设（Ｃ１）和（Ｃ２）成立，Ａ（ ｚ）是严格正实的，且

（Ｃ３）　 ｒ０（ ｔ）＝ Ｏ（λｍｉｎ［Ｒ０（ ｔ）］），

那么参数估计 θ^（ ｔ）一致收敛于真参数向量 θ．

４　 变间隔辅助模型随机梯度辨识方法

在实际中会出现某些采样点的观测数据丢失的

情形，这样的系统称为损失数据系统．也就是说，对
每一个 ｔ＝ ０，１，２，…，观测数据 ｙ（ ｔ）不可能总是可得

到，这样的系统称为损失数据系统．为了处理数据丢

失情况，定义一个整数序列（ｉｎｔｅｇｅｒ ｓｅｑｕｅｎｃｅ）｛ ｔｓ：ｓ ＝
０，１，２，…｝满足

０＝ ｔ０＜ｔ１＜ｔ２＜ｔ３＜…＜ｔｓ－１＜ｔｓ＜…，
且 ｔ∗ｓ ∶ ＝ ｔｓ － ｔｓ－１≥１．假设当 ｔ ＝ ｔｓ（ ｓ ＝ ０，１，２，…）时，ｙ
（ ｔ）都可得到，即对所有 ｓ ＝ ０，１，２，…，观测 ｙ（ ｔｓ）都
可得到，也就是 ｙ（ ｔ０），ｙ（ ｔ１） ，ｙ（ ｔ２），…都可得到．在
这种情况下，数据集｛ｙ（ ｔｓ）：ｓ ＝ ０，１，２，…｝包含所有

可得到的观测输出数据，而不可得到的输出数据

｛ｙ（ ｔｓ＋１），ｙ（ ｔｓ＋２），…，ｙ（ ｔｓ＋１－１）：ｓ＝ ０，１，２，…｝是损

失数据．这是损失数据系统可得到数据的一般框架．
当然包括对所有 ｓ， ｔ∗ｓ ＝ １ 时所有观测输出可得到

情形．

７８４
学报：自然科学版，２０１６，８（６）：４８１⁃４９８

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ，２０１６，８（６）：４８１⁃４９８



这里针对输出误差系统，假设系统的输入数据

在每一个采样点都可得到，而只有系统输出存在损

失数据，且损失数据点是随机的，是没有规则的．只
有当采集到输出数据，我们才更新参数估计．这种方

案可以使用变间隔辨识方法来跳过损失数据的点，
从而获得系统的参数估计．本节研究输出误差系统

的变间隔辅助模型随机梯度算法参数估计和损失输

出估计的收敛性．该方法适用于损失数据系统和稀

少量测数据系统．相关工作参见发表在国际期刊

《Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ》２０１１ 年第 ８ 期上的论文《Ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｅｓ⁃
ｔｉｍａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｓｃａｒｃｅ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓ》（稀少量测数据系

统的变间隔辅助模型多新息随机梯度参数估计） ［２８］

和《系统辨识———多新息辨识理论与方法》６ ６ 节的

变间隔辅助模型多新息随机梯度辨识算法的收敛性

证明［３］，以及文献［４］ ．
设 θ^（ ｔ）是参数向量 θ 在时刻 ｔ 的估计，θ^（ ｔｓ）是

参数向量 θ 在时刻 ｔ＝ ｔｓ 的估计．对于损失数据系统，
观测输出 ｙ（ ｔ）不是每一时刻都可得到，只是在时刻

ｔ＝ ｔｓ（ ｓ＝ ０，１，２，…）才有观测输出数据 ｙ（ ｔｓ），因此参

数估计 θ^（ ｔ）只是在时刻 ｔ ＝ ｔｓ 才刷新，而在可得到的

两个观测数据间保持估计不变，即：
θ^（ｔ）＝ θ^（ｔｓ－１），　 ｔ∈Ｔｓ ∶ ＝｛ｔｓ－１，ｔｓ－１＋１，…，ｔｓ－１｝．

这有几个等价的表示：
１） θ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔｓ－１），　 ｔｓ－１≤ｔ＜ｔｓ，　 ｓ＝ １，２，３，…，

２） θ^（ ｔｓ－１＋ｉ）＝ θ^（ ｔｓ－１），　 ｉ＝ １，２，…，ｔ∗ｓ －１，

３） θ^（ ｔｓ－ｉ）＝ θ^（ ｔｓ－１），　 ｉ＝ １，２，…，ｔ∗ｓ －１．

这 ４ 种情形，都表示在区间［ ｔｓ－１，ｔｓ－１］上，θ^（ ｔ）保持

不变，即
θ（ ｔ）＝ θ^（ ｔｓ－１），　 ｔ∈［ ｔｓ－１，ｔｓ－１］，
　 　 ｓ＝ １，２，３，…． （４１）

４ １　 变间隔辅助模型随机梯度算法

考虑输出误差模型（１）描述的随机系统

ｙ（ ｔ）＝ Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）

ｕ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ）， （４２）

其中各变量的定义同上．设阶次 ｎａ 和 ｎｂ 已知，记
ｎ ∶ ＝ｎａ＋ｎｂ，且 ｔ≤０ 时，ｙ（ ｔ）＝ ０，ｕ（ ｔ）＝ ０，ｖ（ ｔ）＝ ０．

定义中间变量：

ｘ（ ｔ） ∶ ＝
Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）

ｕ（ ｔ） ． （４３）

定义参数向量 θ 和信息向量 φ（ ｔ）如下：
θ ∶ ＝ ［ａ１，ａ２，…，ａｎａ，ｂ１，ｂ２，…，ｂｎｂ］

Ｔ∈Ｒｎ，
φ（ ｔ） ∶ ＝［－ｘ（ ｔ－１），－ｘ（ ｔ－２），…，－ｘ（ ｔ－ｎａ），

　 　 ｕ（ ｔ－１），ｕ（ ｔ－２），…，ｕ（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ ．
式（４２）和（４３）可以写为

ｘ（ｔ）＝ ［１－Ａ（ｚ）］ｘ（ｔ）＋Ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＝ φＴ（ｔ）θ， （４４）
ｙ（ ｔ）＝ ｘ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ）＝ φＴ（ ｔ）θ＋ｖ（ ｔ） ． （４５）

用 ｔｓ 代替式（４４）和（４５）中的 ｔ，有
ｘ（ ｔｓ）＝ φＴ（ ｔｓ）θ， （４６）
ｙ（ ｔｓ）＝ φＴ（ ｔｓ）θ＋ｖ（ ｔｓ）， （４７）

式中

φ（ ｔｓ） ∶ ＝［－ｘ（ ｔｓ－１），－ｘ（ ｔｓ－２），…，－ｘ（ ｔｓ－ｎａ），
　 　 ｕ（ ｔｓ－１），ｕ（ ｔｓ－２），…，ｕ（ ｔｓ－ｎｂ）］ Ｔ∈Ｒｎ ．
因为信息向量 φ（ ｔｓ）包含了未知量 ｘ（ ｔｓ－ｉ），解

决方案是借助于辅助模型辨识思想，在辨识算法中

用其估计代替．为此构造一个辅助模型，用辅助模型

的输出 ｘａ（ ｔｓ－ ｉ）和系统输入 ｕ（ ｔｓ － ｉ）定义 φ（ ｔｓ）的

估计

φ^（ｔｓ） ∶ ＝［－ｘａ（ｔｓ－１），－ｘａ（ｔｓ－２），…，－ｘａ（ｔｓ－ｎａ），
　 　 ｕ（ ｔｓ－１），ｕ（ ｔｓ－２），…，ｕ（ ｔｓ－ｎｂ）］ Ｔ∈Ｒｎ，

根据式（４６），用 φ^（ ｔｓ）和 θ^（ ｔｓ）构造估算 ｘ（ ｔｓ）的辅

助模型：
ｘａ（ ｔｓ）＝ φ^Ｔ（ ｔｓ） θ^（ ｔｓ） ．
在数据损失的情形下，为实现参数估计算法，两

个观测数据间的辅助模型输出也应该计算．因为假

设在区间［ ｔｓ，ｔｓ＋１－１］上，参数估计 θ^（ ｔ）保持不变［参
见式（４１）］，所以辅助模型应修改为

ｘａ（ ｔｓ＋ｊ）＝ φ^Ｔ（ ｔｓ＋ｊ） θ^（ ｔｓ），　 ｊ＝ ０，１，…，ｔ∗ｓ＋１－１，

φ^（ｔｓ＋ｊ） ∶＝［－ｘａ（ｔｓ＋ｊ－１），－ｘａ（ｔｓ＋ｊ－２），…，－ｘａ（ｔｓ＋ｊ－ｎａ），
　 　 ｕ（ｔｓ＋ｊ－１），ｕ（ｔｓ＋ｊ－２），…，ｕ（ｔｓ＋ｊ－ｎｂ）］Ｔ∈Ｒｎ ．

这有下列几种等价表达：
１）ｘａ（ ｔ）＝ φ^Ｔ（ ｔ） θ^（ ｔｓ），　 ｔ∈［ ｔｓ，ｔｓ＋１－１］，

２）ｘａ（ ｔ）＝ φ^Ｔ（ ｔ） θ^（ ｔｓ），
　 　 ｔ∈Ｔｓ ∶ ＝ ｛ ｔｓ，ｔｓ＋１，…，ｔｓ＋１－１｝，

３）ｘａ（ ｔ）＝ φ^Ｔ（ ｔ） θ^（ ｔｓ），　 ｔ＝ ｔｓ，ｔｓ＋１，…，ｔｓ＋１－１．

在式（４１）规定的区间上保持参数估计 θ^（ ｔ）不变的

条件下，辅助模型可以等价表示为

ｘａ（ ｔ）＝ φ^Ｔ（ ｔ） θ^（ ｔ）， （４８）

φ^（ ｔ） ∶ ＝［－ｘａ（ ｔ－１），－ｘａ（ ｔ－２），…，－ｘａ（ ｔ－ｎａ），
　 　 ｕ（ ｔ－１），ｕ（ ｔ－２），…，ｕ（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ∈Ｒｎ ． （４９）
设 μ（ ｔｓ）≥０ 是收敛因子（ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｆａｃｔｏｒ）或

步长（ｓｔｅｐ⁃ｓｉｚｅ） ．根据辨识模型（４７），定义梯度准则

函数（ｇｒａｄｉｅｎｔ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ）：

Ｊ１（θ） ∶ ＝
１
２
［ｙ（ ｔｓ）－φＴ（ ｔｓ）θ］ ２，

８８４
丁锋．辅助模型辨识方法（６）：性能分析．

ＤＩＮＧ Ｆｅｎｇ．Ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ．Ｐａｒｔ Ｆ：Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ Ａｎａｌｙｓｉｓ．



使用梯度搜索，极小化 Ｊ１（θ），可以得到下列梯度搜

索算法（ｇｒａｄｉｅｎｔ ｓｅａｒｃｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ）：
θ^（ ｔｓ）＝ θ^（ ｔｓ－１）＋μ（ ｔｓ）ｇｒａｄ｛Ｊ１［ θ^（ ｔｓ－１）］｝ ＝

θ^（ｔｓ－１）＋μ（ｔｓ）φ（ｔｓ）［ｙ（ｔｓ）－φＴ（ｔｓ）θ^（ｔｓ－１）］ ． （５０）
因为 φ（ ｔｓ）包含了未知量 ｘ（ ｔｓ－ｊ），所以这个算法无

法实现，解决的办法是借助于辅助模型辨识思想，式
（５０）中未知信息向量 φ（ ｔｓ）用其估计 φ^（ ｔｓ）代替，并

取 μ（ ｔｓ） ∶ ＝ １ ／ ｒ（ ｔｓ），ｒ（ ｔｓ）＝ ｒ（ ｔｓ－１）＋‖φ^（ ｔｓ）‖２，联立

辅助模型（４８）—（４９），可以得到辨识输出误差系统

参数向量 θ 的变间隔辅助模型随机梯度算法

（ｉｎｔｅｒｖａｌ⁃Ｖａｒｙｉｎｇ ＡＭ⁃ＳＧ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，Ｖ⁃ＡＭ⁃ＳＧ 算法）：

θ^（ ｔｓ）＝ θ^（ ｔｓ－１）＋
φ^（ ｔｓ）
ｒ（ ｔｓ）

［ｙ（ ｔｓ）－φ^Ｔ（ ｔｓ） θ^（ ｔｓ－１）］， （５１）

θ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔｓ－１），　 ｔ∈［ ｔｓ－１，ｔｓ－１］， （５２）

ｒ（ ｔｓ）＝ ｒ（ ｔｓ－１）＋‖φ^（ ｔｓ）‖２， （５３）

ｘａ（ ｔｓ－ｊ）＝ φ^Ｔ（ ｔ） θ^（ ｔｓ－１），　 ｊ＝ ０，１，２，…，ｔ∗ｓ －１， （５４）

φ^（ ｔ） ∶ ＝［－ｘａ（ ｔ－１），…，－ｘａ（ ｔ－ｎａ），ｕ（ ｔ－１），
ｕ（ ｔ－２），…，ｕ（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ， （５５）

θ^（ ｔｓ）＝ ［ ａ^１（ ｔｓ），ａ^２（ ｔｓ），…，ａ^ｎａ（ ｔｓ），ｂ^１（ ｔｓ），

ｂ^２（ ｔｓ），…，ｂ^ｎｂ（ ｔｓ）］
Ｔ ． （５６）

这里的 Ｖ⁃ＡＭ⁃ＳＧ 算法（５１）—（５６）不是简单将 ＡＭ⁃
ＳＧ 算法（５）—（９）中 ｔ 替换为 ｔｓ 得到的．

Ｖ⁃ＡＭ⁃ＳＧ 算法（５１）—（５６）随 ｓ 增加计算参数

的步骤如下：
１） 初始化，令 ｔ＝ １，ｓ ＝ ０，ｔ０ ＝ ０，置初值 θ^（ ｔ０）＝

１ｎ ／ ｐ０，ｒ（ ｔ０）＝ １，ｘａ（ ｔ－ ｉ） ＝ １ ／ ｐ０， ｉ ＝ １，２，…，ｎａ，ｐ０ ＝
１０６ ．１ｎ 是一个元均为 １ 的 ｎ 维列向量．

２） 采集输入输出数据 ｕ（ ｔ）和 ｙ（ ｔ） ．保存输入数

据 ｕ（ ｔ） ．
３） 如果输出数据 ｙ（ ｔ）可得到，就跳到下一步；

否则用式（５５）构造信息向量 φ^（ ｔ），用式（５４）计算辅

助模型的输出 ｘａ（ ｔ），置 θ^（ ｔ） ＝ θ^（ ｔｓ）， ｔ 增加 １，即
ｔ ∶ ＝ ｔ＋１，转到第 ２）步．

４） 置 ｓ ∶ ＝ ｓ＋１，ｔｓ ∶ ＝ ｔ，ｔ
∗
ｓ ∶ ＝ ｔｓ－ｔｓ－１，保存输出数据

ｙ（ ｔ），用式（５５）构造信息向量 φ^（ ｔｓ） ．
５） 用式（５３）计算 ｒ（ ｔｓ） ．
６） 用式（５４）计算辅助模型的输出 ｘａ（ ｔ） ．

７） 根据式（５１）刷新参数估计向量 θ^（ ｔｓ） ．根据

式（５２）设置参数估计向量 θ^（ ｔ） ．
８） ｔ 增 １，转到第 ２）步．
Ｖ⁃ＡＭ⁃ＳＧ 算法的仿真例子参见文献［２８］和《系

统辨识———多新息辨识理论与方法》 ６ ６ 节的变间

隔辅助模型多新息随机梯度（Ｖ⁃ＡＭ⁃ＭＩＳＧ）算法的

新息长度 ｐ＝ １ 时的情形［３］ ．
注 ４　 Ｖ⁃ＡＭ⁃ＳＧ 算法（５１）—（５６）是基于输出

误差模型，而不是基于方程误差模型（即 ＣＡＲ 模型

或称 ＡＲＸ 模型） ．事实上，这是一个联合参数与真实

输出同时估计算法，利用系统的可得到数据｛ｕ（ ｔ），
ｙ（ ｔｓ）｝估计系统参数向量 θ 和未知真实输出（无噪

输出）ｘ（ ｔ） ．尽管提出的方法可以基于 ＣＡＲ 模型，但
是算法的收敛性证明会遇到特别的困难．

注 ５　 随机梯度算法收敛慢，基于 Ｖ⁃ＡＭ⁃ＳＧ 算

法（５１）—（５６），在式（５３）中引入遗忘因子 λ，即
ｒ（ ｔｓ）＝ λｒ（ ｔｓ－１）＋‖φ^（ ｔｓ）‖２，
　 　 ０≤λ≤１，　 ｒ（ ｔ０）＝ １， （５７）

就得到遗忘因子 Ｖ⁃ＡＭ⁃ＳＧ 算法 （ ５１）—（ ５２） 和

（５４）—（５７） ．它能够改善梯度算法的暂态性能．
注 ６ 　 为改善算法的暂态和稳态性能，基于 Ｖ⁃

ＡＭ⁃ＳＧ 算法（５１）—（５６），可在式（５１）中引入收敛指

数 ε，即

θ^（ ｔｓ）＝ θ^（ ｔｓ－１）＋
φ^（ ｔｓ）
ｒε（ ｔｓ）

［ｙ（ ｔｓ）－φ^Ｔ（ ｔｓ） θ^（ ｔｓ－１）］，

　 　 １
２
＜ε≤１． （５８）

就得到修正 Ｖ⁃ＡＭ⁃ＳＧ 算法．

４ ２　 Ｖ⁃ＡＭ⁃ＳＧ 辨识算法的收敛性

下面研究 Ｖ⁃ＡＭ⁃ＳＧ 算法的收敛性．Ｖ⁃ＡＭ⁃ＳＧ 算

法的推广是变间隔辅助模型多新息随机梯度（Ｖ⁃
ＡＭ⁃ＭＩＳＧ）算法．相关研究可参考文献［３，２８］

引理 ４　 对于 Ｖ⁃ＡＭ⁃ＳＧ 算法（５１）—（５６），下列

不等式成立：

∑
∞

ｓ ＝ １

‖φ^（ ｔｓ）‖２

ｒε（ ｔｓ）
≤ １

ε － １
＜ ∞，　 ε ＞ １．

引理 ５　 对于 Ｖ⁃ＡＭ⁃ＳＧ 算法（５１）—（５６），定义

新息（ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ）ｅ（ ｔｓ）和残差（ｒｅｓｉｄｕｅ）η（ ｔｓ）如下：

ｅ（ ｔｓ） ∶ ＝ ｙ（ ｔｓ）－φ^Ｔ（ ｔｓ） θ^（ ｔｓ－１）∈Ｒ，

η（ ｔｓ） ∶ ＝ ｙ（ ｔｓ）－φ^Ｔ（ ｔｓ） θ^（ ｔｓ）∈Ｒ．
那么新息 ｅ（ ｔｓ）与残差 η（ ｔｓ）有下列关系：

η（ ｔｓ）＝
ｒ（ ｔｓ－１）
ｒ（ ｔｓ）

ｅ（ ｔｓ） ．

引理 ６　 对于辨识模型（４７）和 Ｖ⁃ＡＭ⁃ＳＧ 算法

（５１）—（５６），定义参数估计误差向量
θ（ ｔｓ） ∶ ＝ θ^（ ｔｓ）－θ．

那么下列不等式成立：

９８４
学报：自然科学版，２０１６，８（６）：４８１⁃４９８

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ，２０１６，８（６）：４８１⁃４９８



Ａ（ ｚ）［ｅ（ ｔｓ）－ｖ（ ｔｓ）］ ＝ －φ^Ｔ（ ｔｓ）θ（ ｔｓ－１） ．
定义

Ｓ（ ｔｓ） ∶ ＝∑
ｓ

ｉ ＝ １

２
ｒ（ ｔｉ）

{ ｙ（ ｔｉ） －

　 　 １
２
［ｅ（ ｔｉ） － ｖ（ ｔｉ）］ } ［ｅ（ ｔｉ） － ｖ（ ｔｉ）］ ≥ ０．

定理 ７［２，４］ 　 对于辨识模型（４７）和 Ｖ⁃ＡＭ⁃ＳＧ 算

法（５１）—（５６），假设｛ ｖ（ ｔ）｝是一个零均值，方差为

σ２ 的不相关随机噪声，即：
（Ｄ１）Ｅ［ｖ（ ｔ）］ ＝ ０， Ｅ［ｖ２（ ｔ）］ ＝σ２，
　 　 Ｅ［ｖ（ ｔ）ｖ（ ｉ）］ ＝ ０，ｉ≠ｔ，

（Ｄ２）Ａ（ ｚ）－ １
２

是严格正实的，

那么 ‖θ（ ｔｓ）‖２ ＋Ｓ（ ｔｓ）均方（ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ，ｍ． ｓ．）收

敛于一常数 Ｃ７，即

ｌｉｍ
ｓ→∞

［‖θ（ ｔｓ）‖２＋Ｓ（ ｔｓ）］ ＝Ｃ７＜∞ ，ｍ．ｓ．．

这意味着参数估计误差 θ^（ ｔ） －θ 在均方意义下是有

界的．
下列定理是关于参数估计的收敛性．
定理 ８［２，４］ 　 对于辨识模型（４７）和 Ｖ⁃ＡＭ⁃ＳＧ 算

法（５１）—（５６），假设定理 ７ 的条件成立，存在正常

数 Ｃ８，使得 ｔｓ→∞时，ｒ（ ｔｓ）≤Ｃ８λｍｉｎ［Ｒ（ ｔｓ）］，其中

Ｒ（ ｔｓ） ∶ ＝ ∑
ｓ

ｉ ＝ １
φ^（ ｔｉ）φ^Ｔ（ ｔｉ），

那么参数估计误差向量 θ（ ｔｓ）收敛于零，即

‖θ（ ｔｓ）‖２ ＝ ｏ（１）→０，ｒ（ ｔｓ）→∞ ．
下面的定理是关于不可得到真实输出估计的收

敛性．
定理 ９［２，４］ 　 对于辨识模型（４７）和 Ｖ⁃ＡＭ⁃ＳＧ 算

法（５１）—（５６），假设定理 ８ 的条件成立，Ａ（ ｚ）是严

格稳定的，那么有界输入信号意味着真实输出估计

误差 ｘａ（ ｔ）－ｘ（ ｔ）在均方意义（ｍ．ｓ．）下收敛于零，即

ｌｉｍ
ｔ→∞

１
ｔ ∑

ｔ

ｊ ＝ １
［ｘａ（ ｊ） － ｘ（ ｊ）］ ２ ＝ ０，ｍ．ｓ．．

此外，当 ｔ→∞时，估计误差收敛于零，即
ｘａ（ ｔ）－ｘ（ ｔ）→０，ｍ．ｓ．．
注 ７　 定理 ７ 随着数据长度 ｔ 增加，参数估计向

量 θ^（ ｔ）收敛于真参数向量 θ．定理 ８ 说明：一旦参数

估计收敛于真参数，真实输出估计 ｘａ（ ｔ）就收敛于真

值 ｘ（ ｔ） ．因为假设 ｖ（ ｔ）是一个白噪声，且 ｙ （ ｔ） ＝
ｘ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ），ｘａ（ ｔ）→ｘ（ ｔ），因此估计 ｘａ（ ｔ）可以看作不

可得到输出 ｙ（ ｔ）（ ｔ≠ｔｓ）的最优估计．

５　 变间隔辅助模型递推最小二乘辨识方法

这里针对输出误差系统，假设系统的输入数据

在每一个采样点都可得到，而只有系统输出存在损

失数据，且损失数据点是随机的，是没有规则的．只
有当采集到输出数据，才更新参数估计．这种方案可

以使用变间隔辨识方法来跳过损失数据的点，从而

获得系统的参数估计．本节研究输出误差系统的变

间隔辅助模型递推最小二乘算法参数估计和损失输

出估计的收敛性．相关工作参见发表在国际期刊《Ｉｎ⁃
ｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｄａｐｔｉｖｅ Ｃｏｎｔｒｏｌ ａｎｄ Ｓｉｇｎａｌ Ｐｒｏ⁃
ｃｅｓｓｉｎｇ》２０１０ 年第 ７ 期上的论文《 Ｌｅａｓｔ ｓｑｕａｒｅｓ ｐａ⁃
ｒａｍｅｔｅｒ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｉｒｒｅｇｕｌａｒｌｙ ｍｉｓｓｉｎｇ
ｄａｔａ》（基于输出误差模型的不规则损失输出数据系

统递推最小二乘参数估计） ［２９］，以及文献［４］ ．

５ １　 变间隔辅助模型递推最小二乘算法

考虑输出误差模型（１）描述的随机系统：

ｙ（ ｔ）＝ Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）

ｕ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ）， （５９）

ｘ（ ｔ） ∶ ＝
Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）

ｕ（ ｔ）， （６０）

θ ∶ ＝ ［ａ１，ａ２，…，ａｎａ，ｂ１，ｂ２，…，ｂｎｂ］
Ｔ∈Ｒｎ，

φ（ ｔ） ∶ ＝［－ｘ（ ｔ－１），－ｘ（ ｔ－２），…，－ｘ（ ｔ－ｎａ），
　 　 ｕ（ ｔ－１），ｕ（ ｔ－２），…，ｕ（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ，
ｘ（ ｔ）＝ φＴ（ ｔ）θ， （６１）
ｙ（ ｔ）＝ φＴ（ ｔ）θ＋ｖ（ ｔ） ． （６２）

其中各变量的定义同上．设阶次 ｎａ 和 ｎｂ 已知，记
ｎ ∶ ＝ｎａ＋ｎｂ，且 ｔ≤０ 时，ｙ（ ｔ）＝ ０，ｕ（ ｔ）＝ ０，ｖ（ ｔ）＝ ０．

用 ｔｓ 代替式（６１）和（６２）中的 ｔ，有
ｘ（ ｔｓ）＝ φＴ（ ｔｓ）θ， （６３）
ｙ（ ｔｓ）＝ φＴ（ ｔｓ）θ＋ｖ（ ｔｓ）， （６４）

对于辨识模型（６３）—（６４），极小化下列准则函数：

Ｊ２（θ） ∶ ＝ ∑
ｓ

ｊ ＝ １
λ ｓ－ｊ［ｙ（ ｔ ｊ） － φＴ（ ｔ ｊ）θ］ ２，

借助于辅助模型，未知向量 φ（ ｔ）用其估计 φ^（ ｔ）代

替，可以得到带遗忘因子的变间隔辅助模型递推最

小二乘算法，即变间隔遗忘因子辅助模型递推最小

二乘算法（Ｖ⁃ＦＦ⁃ＡＭ⁃ＲＬＳ 算法或变间隔辅助模型遗

忘因子递推最小二乘算法（Ｖ⁃ＡＭ⁃ＦＦ⁃ＲＬＳ 算法）：

θ^（ ｔｓ）＝ θ^（ ｔｓ－１）＋Ｐ（ ｔｓ）φ^（ ｔｓ）ｅ（ ｔｓ）， （６５）

ｅ（ ｔｓ）＝ ｙ（ ｔｓ）－φ^Ｔ（ ｔｓ） θ^（ ｔｓ－１）， （６６）

θ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔｓ－１），　 ｔ∈Ｔｓ ＝｛ ｔｓ－１，ｔｓ－１＋１，…，ｔｓ－１｝， （６７）

０９４
丁锋．辅助模型辨识方法（６）：性能分析．

ＤＩＮＧ Ｆｅｎｇ．Ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ．Ｐａｒｔ Ｆ：Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ Ａｎａｌｙｓｉｓ．



Ｐ－１（ ｔｓ）＝ λＰ－１（ ｔｓ－１）＋φ^（ ｔｓ）φ^Ｔ（ ｔｓ），　 ０＜λ≤１，
Ｐ（０）＝ ｐ０Ｉｎ， （６８）

ｘａ（ ｔｓ－ｊ）＝ φ^Ｔ（ ｔｓ－ｊ） θ^（ ｔｓ－１），　 ｊ＝ １，２，…，ｔ∗ｓ ， （６９）

φ^（ｔｓ－ｊ）＝ ［－ｘａ（ｔｓ－１－ｊ），－ｘａ（ｔｓ－２－ｊ），…，－ｘａ（ｔｓ－ｎａ－ｊ），
ｕ（ ｔｓ－１－ｊ），ｕ（ ｔｓ－２－ｊ），…，ｕ（ ｔｓ－ｎｂ－ｊ）］ Ｔ， （７０）

θ^（ ｔｓ）＝ ［ ａ^１（ ｔｓ），ａ^２（ ｔｓ），…，ａ^ｎａ（ ｔｓ），ｂ^１（ ｔｓ），

ｂ^２（ ｔｓ），…，ｂ^ｎｂ（ ｔｓ）］
Ｔ ． （７１）

定义增益向量 Ｌ（ ｔｓ） ∶ ＝ Ｐ（ ｔｓ） φ^（ ｔｓ）∈Ｒｎ，应用

矩阵求逆引理于式（６８），Ｖ⁃ＡＭ⁃ＦＦ⁃ＲＬＳ 算法可以等

价表示为

θ^（ ｔｓ）＝ θ^（ ｔｓ－１）＋Ｌ（ ｔｓ）ｅ（ ｔｓ）， （７２）

ｅ（ ｔｓ）＝ ｙ（ ｔｓ）－φ^Ｔ（ ｔｓ） θ^（ ｔｓ－１）， （７３）

θ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔｓ－１），　 ｔ∈Ｔｓ ＝｛ ｔｓ－１，ｔｓ－１＋１，…，ｔｓ－１｝， （７４）

Ｌ（ｔｓ）＝ Ｐ（ｔｓ－１）φ^（ｔｓ）［λ＋φ^Ｔ（ｔｓ）Ｐ（ｔｓ－１）φ^（ｔｓ）］
－１， （７５）

Ｐ（ ｔｓ）＝
１
λ

Ｐ（ ｔｓ－１）－
Ｐ（ ｔｓ－１）φ^（ ｔｓ）φ^Ｔ（ ｔｓ）Ｐ（ ｔｓ－１）

λ＋φ^Ｔ（ ｔｓ）Ｐ（ ｔｓ－１）φ^（ ｔｓ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

１
λ
［Ｉ－Ｌ（ ｔｓ）φ^Ｔ（ ｔｓ）］Ｐ（ ｔｓ－１），　 ０＜λ≤１， （７６）

ｘａ（ ｔ）＝ φ^Ｔ（ ｔ） θ^（ ｔ）， （７７）

φ^（ ｔ）＝ ［－ｘａ（ ｔ－１），…，－ｘａ（ ｔ－ｎａ），ｕ（ ｔ－１），
…，ｕ（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ， （７８）

θ^（ ｔｓ）＝ ［ ａ^１（ ｔｓ），ａ^２（ ｔｓ），…，ａ^ｎａ（ ｔｓ），ｂ^１（ ｔｓ），

ｂ^２（ ｔｓ），…，ｂ^ｎｂ（ ｔｓ）］
Ｔ ． （７９）

Ｌ（ ｔｓ）∈Ｒｎ 为增益向量（ｇａｉｎ ｖｅｃｔｏｒ），Ｐ（ ｔｓ）∈Ｒｎ×ｎ为

协方差矩阵（ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ ｍａｔｒｉｘ），θ^（ ｔｓ）为 θ 在时刻 ｔｓ
的估计．

Ｖ⁃ＡＭ⁃ＦＦ⁃ＲＬＳ 算法（７２）—（７９）计算参数估计

θ^（ ｔｓ）的流程如图 ２ 所示，随 ｓ 增加计算参数的步骤

如下：
１）初始化，令 ｔ＝ １，ｓ＝ ０，ｔ０ ＝ ０，给定遗忘因子 λ，

置初值 θ^（ ｔ０）＝ １ｎ ／ ｐ０，Ｐ（ ｔ０）＝ ｐ０Ｉｎ，ｘａ（ ｔ－ｉ）＝ １ ／ ｐ０，ｉ ＝
１，２，…，ｎａ，１ｎ 是一个元均为 １ 的 ｎ 维列向量，Ｉｎ 是

一个 ｎ 阶单位阵，ｐ０ 取一个很大的正数，如 ｐ０ ＝ １０６ ．

图 ２　 变间隔辅助模型遗忘因子递推最小二乘（Ｖ⁃ＡＭ⁃ＦＦ⁃ＲＬＳ）算法流程

Ｆｉｇ ２　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ Ｖ⁃ＡＭ⁃ＦＦ⁃ＲＬＳ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

２）采集输入输出数据 ｕ（ ｔ）和 ｙ（ ｔ） ．保存输入数

据 ｕ（ ｔ） ．
３）如果输出数据 ｙ（ ｔ）可得到，就跳到下一步；

否则置 θ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔｓ），用式（７８）构造信息向量 φ^（ ｔ），
用式（７７）计算辅助模型的输出 ｘａ（ ｔ）， ｔ 增加 １，即
ｔ ∶ ＝ ｔ＋１，转到第 ２）步．

１９４
学报：自然科学版，２０１６，８（６）：４８１⁃４９８
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　 　 ４）置 ｓ ∶ ＝ ｓ＋１，ｔｓ ∶ ＝ ｔ，ｔ
∗
ｓ ∶ ＝ ｔｓ－ｔｓ－１，保存输出数据

ｙ（ ｔ），用式（７８）构造信息向量 φ^（ ｔ） ．
５）用式（７５）计算增益向量 Ｌ（ ｔｓ），用式（７６）计

算协方差阵 Ｐ（ ｔｓ） ．

６）根据式（７２）刷新参数估计向量 θ^（ ｔｓ） ．根据式

（７４）设置参数估计向量 θ^（ ｔ） ．
７）用式（７７）计算辅助模型的输出 ｘａ（ ｔ） ．
８） ｔ 增 １，转到第 ２）步．
当取遗忘因子 λ＝ １ 时，Ｖ⁃ＡＭ⁃ＦＦ⁃ＲＬＳ 算法退化

为变间隔辅助模型递推最小二乘算法（Ｖ⁃ＡＭ⁃ＲＬＳ
算法） ．当取遗忘因子 λ ＝ １，ｔ∗ｓ ≡１ 时，Ｖ⁃ＡＭ⁃ＦＦ⁃ＲＬＳ
算法退化为辅助模型递推最小二乘算法（ＡＭ⁃ＲＬＳ
算法）（２２）—（２５） ．

本节分析 Ｖ⁃ＡＭ⁃ＲＬＳ 算法（即单位遗忘因子时

的 Ｖ⁃ＡＭ⁃ＦＦ⁃ＲＬＳ 算法）的收敛性．遗忘因子 ０＜λ＜１
时的 Ｖ⁃ＡＭ⁃ＦＦ⁃ＲＬＳ 算法的收敛性仍是该领域要解

决的难题．

５ ２　 Ｖ⁃ＡＭ⁃ＲＬＳ 辨识算法的收敛性

５ ２ １　 基本引理

定义残差（ｒｅｓｉｄｕｅ）
η（ ｔｓ） ∶ ＝ ｙ（ ｔｓ）－φ^Ｔ（ ｔｓ） θ^（ ｔｓ）∈Ｒ． （８０）

使用式（６９）和（６４）得到

η（ ｔｓ）＝ ｙ（ ｔｓ）－ｘａ（ ｔｓ）＝ ｘ（ ｔｓ）－ｘａ（ ｔｓ）＋ｖ（ ｔｓ） ． （８１）
定义

Ｐ－１
０ （ ｔｓ） ∶ ＝Ｐ－１

０ （ ｔｓ－１）＋φ（ ｔｓ）φＴ（ ｔｓ），　 Ｐ０（０）＝ ｐ０Ｉ，
ｒ０（ ｔｓ） ∶ ＝ ｔｒ［Ｐ－１

０ （ ｔｓ）］，　 ｒ（ ｔｓ） ∶ ＝ ｔｒ［Ｐ－１（ ｔｓ）］ ．
根据矩阵行列式、矩迹与特征值的关系，我们有

｜Ｐ－１（ ｔｓ） ｜≤ｒｎ（ ｔｓ），　 ｒ（ ｔｓ）≤ｎλｍａｘ［Ｐ
－１（ ｔｓ）］ ． （８２）

定义参数估计误差向量 θ（ ｔｓ）和非负定函数 Ｔ（ ｔｓ）
如下：

θ（ ｔｓ） ＝ θ^（ ｔｓ）－θ， （８３）
Ｔ（ ｔｓ） ＝ θＴ（ ｔｓ）Ｐ

－１（ ｔｓ）θ（ ｔｓ） ． （８４）
由此可得

‖θ（ ｔｓ）‖２≤
θＴ（ ｔｓ）Ｐ

－１（ ｔｓ）θ（ ｔｓ）
λｍｉｎ［Ｐ

－１（ ｔｓ）］
≤

Ｔ（ ｔｓ）
λｍｉｎ［Ｐ

－１（ ｔｓ）］
．

引理 ７ 　 对于输出误差系统（６３）—（６４）和 Ｖ⁃
ＡＭ⁃ＲＬＳ 算法，即遗忘因子 λ ＝ １ 时的 Ｖ⁃ＡＭ⁃ＦＦ⁃ＲＬＳ
算法（６５）—（７１），下列不等式成立：

１） ∑
∞

ｓ ＝ １

φ^Ｔ（ｔｓ）Ｐ（ｔｓ）φ^（ｔｓ）
［ｌｎ ｜ Ｐ－１（ｔｓ） ｜ ］ｃ ＜ ∞，ａ．ｓ．，ｃ ＞ １；

２）∑
∞

ｓ ＝ １

φ^Ｔ（ｔｓ）Ｐ（ｔｓ）φ^（ｔｓ）
ｒｃ（ｔｓ）

＜ ∞，ａ．ｓ．，ｃ ＞ ０．

引理 ８　 对于输出误差系统（６３）—（６４）和 Ｖ⁃
ＡＭ⁃ＲＬＳ 算法，即遗忘因子 λ ＝ １ 时的 Ｖ⁃ＡＭ⁃ＦＦ⁃ＲＬＳ
算法（６５）—（７１），假设 Ｈ（ ｚ） ∶ ＝ Ａ－１（ ｚ） －１ ／ ２ 是严格

正实的，定义

ｕ（ ｔｓ＋ｉ） ∶ ＝ －φ^Ｔ（ ｔｓ＋ｉ）θ（ ｔｓ），ｉ＝ ０，１，…，ｔ∗ｓ＋１－１， （８６）

ｙ（ ｔｓ＋ｉ） ∶ ＝
１
２
φ^Ｔ（ ｔｓ＋ｉ）θ（ ｔｓ）＋

［ｙ（ ｔｓ＋ｉ）－ｘａ（ ｔｓ＋ｉ）－ｖ（ ｔｓ＋ｉ）］， （８７）

ｙ１（ ｔｓ） ∶ ＝ ｙ（ ｔｓ） － ρ
２ ｕ（ ｔｓ），

Ｓ１（ ｔｓ） ∶ ＝ ２∑
ｓ

ｉ ＝ １
ｕ（ ｔｉ）ｙ１（ ｔｉ），

Ｓ（ ｔｓ） ∶ ＝ ２∑
ｓ

ｉ ＝ １
ｕ（ ｔｉ）ｙ（ ｔｉ） ＝ Ｓ１（ ｔ） ＋ ρ∑

ｓ

ｉ ＝ １
ｕ２（ ｔｉ），

Ｓ（０） ＝ ０，
那么 ｙ（ ｔｓ）＝ Ｈ（ ｚ）ｕ（ ｔｓ），Ｓ（ ｔｓ）≥０，且存在一个小正

数 ρ 使得 Ｓ１（ ｔｓ）≥０．
５ ２ ２　 参数估计的收敛性

定理 １０［４，２９］ 　 对于输出误差系统（６３）—（６４）
和 Ｖ⁃ＡＭ⁃ＲＬＳ 算法，即遗忘因子 λ ＝ １ 时的 Ｖ⁃ＡＭ⁃
ＦＦ⁃ＲＬＳ 算法（６５）—（７１），假设｛ ｖ（ ｔ）｝是一个与输

入 ｕ（ ｔ）无关的独立白噪声，满足：
（Ｅ１）　 Ｅ［ｖ（ ｔ） ｜Ｆｔ－１］ ＝ ０，ａ．ｓ．，
（Ｅ２）　 Ｅ［ｖ２（ ｔ） ｜Ｆｔ－１］≤σ２［ｌｎ ｜Ｐ－１（ ｔ） ｜ ］ ε１，
　 　 ａ．ｓ．，　 ０≤σ２＜∞ ，０≤ε１＜∞ ，

｛Ｆｔ｝是由直到 ｔ，且包括时刻 ｔ 的观测生成的 σ 代数

序列，假设 Ａ（ ｚ）是严格稳定的（所有零点都在单位

圆内），存在正数 ｃ，α，β 和 ｋ，以至于对所有 ｓ≥ｋ，下
列 广 义 持 续 激 励 条 件 （ Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｐｅｒｓｉｓｔｅｎｔ
Ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ，ＧＰＥ 条件）成立（无界条件数）：

（ＧＰＥ）　 αＩ≤ １
ｓ ∑

ｓ

ｉ ＝ １
φ（ ｔｉ）φＴ（ ｔｉ） ≤ βｓｃＩ，ａ．ｓ．，

那么对任意满足 ０≤ε１ ＜ε＜∞ 的 ε，参数估计误差

满足

‖θ^（ ｔｓ）－θ‖２ ＝Ｏ ［ｌｎ ｓ］ １＋ε

ｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷ →０，ａ．ｓ．，ｓ→∞ ．

注 ８　 定理 １０ 的条件是很松弛的———我们没有

假设噪声方差有界，也没有平稳性，各态遍历和高阶

矩存在假设．
定理 １０ 说明参数估计误差‖ θ^（ ｔｓ ） －θ‖２ 以

Ｏ ［ｌｎ ｓ］ １＋ε

ｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 的速度收敛于零（０≤ε１ ＜ε＜∞ ），高噪

声水平导致慢收敛速度（大噪声方差对应大 ε１ 和

ε） ．换句话说，大 ε１ 导致慢收敛速度．

２９４
丁锋．辅助模型辨识方法（６）：性能分析．

ＤＩＮＧ Ｆｅｎｇ．Ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ．Ｐａｒｔ Ｆ：Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ Ａｎａｌｙｓｉｓ．



注 ９　 如果将条件（Ｅ２）修改为

（Ｅ２′） 　 ｖ２（ ｉ）≤σ２［ｌｎ ｜Ｐ－１（ ｔ） ｜ ］ ε１，ａ．ｓ．，ｉ≤ｔ，
　 　 ０≤σ２＜∞ ，０≤ε１＜∞ ，

或

（Ｅ２″）　 ｖ２（ ｉ）≤σ２［ｌｎ ｜Ｐ－１（ ｔ） ｜ ＋Ｃ１］ ε１＋Ｃ２，ａ．ｓ．，
　 　 ｉ≤ｔ，０≤Ｃ１，Ｃ２＜∞ ，

定理 １０ 的结论仍然成立．
注 １０　 满足条件（Ｅ１）和（Ｅ２）的噪声包含一大

类随机过程，高斯白噪声，二阶矩过程和平稳过程．
即使噪声方差使无界的，如（Ｅ２），（Ｅ２′）或（Ｅ２″），定
理 １０ 仍然成立，可参见文献［３８］中噪声方差无界的

例子．
定理 １１［４，２９］ 　 对于输出误差系统（６３）—（６４）

和 Ｖ⁃ＡＭ⁃ＲＬＳ 算法，即遗忘因子 λ ＝ １ 时的 Ｖ⁃ＡＭ⁃
ＦＦ⁃ＲＬＳ 算法（６５）—（７１），假设｛ ｖ（ ｔ）｝是零均值，与
系统输入 ｕ（ ｔ）是统计独立的［意味（Ｅ１）成立］，进
一步假设：

（Ｅ３）　 Ｅ［ｖ２（ ｔ） ｜Ｆｔ－１］⫹σ２ｒ１（ ｔ），ａ．ｓ．，
　 　 ０⫹σ２＜∞ ，０⫹１＜１，

Ａ（ ｚ） 稳定，下列弱持续激励条件成立 （有界条件

数），即在 ＧＰＥ 条件中取 ｃ＝ ０ 得到

（ＷＰＥ） 　 α Ｉ≤ １
ｓ ∑

ｓ

ｉ ＝ １
ϕ（ ｔｉ）ϕＴ（ ｔｉ） ≤ β Ｉ，ａ．ｓ．，

对大 ｓ，０ ＜ α ≤ β ＜ ∞，
那么对于任意满足 ０≤１ ＜＜１ 的 ，参数估计误差

满足：

‖θ^（ ｔｓ）－θ‖２ ＝Ｏ
１
ｓ１－

æ

è
ç

ö

ø
÷ →０，ａ．ｓ，ｓ→∞ ．

注 １１　 定理 １１ 说明参数估计误差‖θ^（ｔｓ）－θ‖２

以 Ｏ
１
ｓ１－

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的速度收敛于零（０≤１＜＜１）；小 １（即低

噪声水平）时，参数估计更快地收敛到其真值．
由定理 １１ 的证明可知｛ ｖ（ ｔ）｝是一个零均值独

立随机噪声，且满足：
（Ｅ３′）ｖ２（ｔ）≤σ２［ｒ（ｔ）＋Ｃ１］＋Ｃ２，ａ．ｓ．，０＜Ｃ１，Ｃ２＜∞，

用其代替假设（Ｅ３），那么定理 １１ 的结论依然成立．
注 １２　 这里的损失数据系统辨识方法是基于输

出误差模型的，其参数的估计和损失输出估计具有

良好的收敛性质．然而，一些损失数据系统辨识方法

基于方程误差模型，即受控自回归（ＣＡＲ）模型，亦即

ＡＲＸ 模型，其收敛性分析还没有取得令人满意的

结果．
５ ２ ３　 输出估计的收敛性

定理 １２［４，２９］ 　 对于输出误差系统（６３）—（６４）

和 Ｖ⁃ＡＭ⁃ＲＬＳ 算法，即遗忘因子 λ ＝ １ 时的 Ｖ⁃ＡＭ⁃
ＦＦ⁃ＲＬＳ 算法 （ ６５）—（７１），定理 １０ 的条件成立，
Ａ（ ｚ）严格稳定，令 Δｓ ∶ ＝ｍａｘ［ ｔ∗１ ，ｔ∗２ ，…，ｔ∗ｓ ］，假设存

在常数 ０＜δ１＜∞和 ０≤μ＜１ 使得下列关系成立：
（Ｅ４）　 ｔｓ＋１≤δ１ ｔｓ，或 ｔｓ＋１ ＝Ｏ（ ｔｓ），
（Ｅ５）　 Δｓ≤δ１ ｔμｓ ，或 Δｓ ＝Ｏ（ ｔμｓ ），

那么有界输入意味着存在常数 ｋ 使得输出估计误差

ｘａ（ ｔ）－ｘ（ ｔ）满足：

１） ∑ ｔｓ

ｉ ＝ ｔｋ
［ｘａ（ｉ） － ｘ（ｉ）］２ ＝ Ｏ（ｔμｓ ［ｌｎ ｔｓ］２＋ε），ａ．ｓ．，

２） １
ｔ ∑

ｔ

ｉ ＝ １
［ｘａ（ｉ） － ｘ（ｉ）］２ ＝ Ｏ

［ｌｎ ｔ］２＋ε

ｔ１－μ
æ

è
ç

ö

ø
÷ →０，ａ．ｓ．，

３）ｘａ（ ｔ）－ｘ（ ｔ）→０．
注 １３　 条件（Ｅ４）和（Ｅ５）是合理的普通假设，

它包括了连续两个可得到数据的长度为有限的情

况，即 μ＝ ０．定理 １２ 说明从 ｔ ＝ ｔｋ 到 ｔ ＝ ｔｓ 输出误差

［ｘａ（ ｔ）－ｘ（ ｔ）］的平方和以 Ｏ（ ｔμｓ ［ ｌｎ ｔｓ］ ２＋ε）为界．输出

估计误差［ ｘａ（ ｔ） － ｘ（ ｔ）］ ２ 在平均意义下以速度 Ｏ
［ｌｎ ｔ］ ２＋ε

ｔ１－μ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 收敛于零．一个小 μ（少损失数据） 和 ε

（低噪信比）导致快速收敛（μ ＝ ０ 包括了一般的规则

数据可得到） ．输出估计 ｘａ（ ｔ）收敛于真实输出 ｘ（ ｔ） ．
定理 １３［４，２９］ 　 对于输出误差系统（６３）—（６４）

和 Ｖ⁃ＡＭ⁃ＲＬＳ 算法，即遗忘因子 λ ＝ １ 时的 Ｖ⁃ＡＭ⁃
ＦＦ⁃ＲＬＳ 算法（６５）—（７１），定理 １１ 的条件和（Ｅ４）—
（Ｅ５）成立，且 μ＋＜１，那么有界输入意味着存在正

整数 ｋ 使得输出估计误差满足：

１） ∑ ｔｓ

ｉ ＝ ｔｋ
［ｘａ（ ｉ） － ｘ（ ｉ）］ ２ ＝ Ｏ（ ｔμ ＋ｓ ），ａ．ｓ．，

２） １
ｔ ∑

ｔ

ｉ ＝ １
［ｘａ（ ｉ） － ｘ（ ｉ）］ ２ ＝ Ｏ

１
ｔ１－μ －

æ

è
ç

ö

ø
÷ → ０，

　 　 ａ．ｓ．，　 ｔ →∞ ．
注 １４　 从定理 １２ 和定理 １３ 可知，当参数估计

收敛于其真值，式（６９）中辅助模型的输出 ｘａ（ ｔ）就是

ｘ（ ｔ）的一致估计．当 ｖ（ ｔ）为白噪声时，ｘａ（ ｔ）可以看作

系统输出 ｙ（ ｔ）的最优估计．严格无源条件（ ｓｔｒｉｃｔｌｙ
ｐａｓｓｉｖｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ），即 Ｈ（ ｚ）是严格正实条件是保证

辨识算法收敛的条件．

６　 辅助模型递推广义增广最小二乘辨识方法

Ｂｏｘ⁃Ｊｅｎｋｉｎｓ 系统的辅助模型递推广义增广最小

二乘（ＡＭ⁃ＲＧＥＬＳ）辨识算法的收敛性已经在《系统

辨识———辨识方法性能分析》２ ７ 节进行了讨论，研
究思路借鉴于国际期刊《Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍ⁃

３９４
学报：自然科学版，２０１６，８（６）：４８１⁃４９８

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ，２０１６，８（６）：４８１⁃４９８



ｐｕｔｅｒ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ》 ２０１２ 年第 １５ 期上的论文 《 Ｐｅｒ⁃
ｆｏｒｍａｎｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｍｏｄｅｌ⁃ｂａｓｅｄ ｌｅａｓｔ⁃
ｓｑｕａｒｅｓ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｏｎｅ⁃ｓｔｅｐ ｓｔａｔｅ⁃ｄｅｌａｙ
ｓｙｓｔｅｍｓ》（一步状态迟延系统的输入输出表达的辅助

模型递推最小二乘辨识算法的性能分析） 中的方

法［３７］，本节在此基础上研究自回归 Ｂｏｘ⁃Ｊｅｎｋｉｎｓ 系统

的 ＡＭ⁃ＲＧＥＬＳ 辨识算法的收敛性，相关内容参见文

献［４］ ．

６ １　 辅助模型递推广义增广最小二乘算法

考虑下列 ＯＥＡＲＭＡ 模型，即 Ｂｏｘ⁃Ｊｅｎｋｉｎｓ 模型

（ＢＪ 模型）描述的随机系统：

ｙ（ ｔ）＝ Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）

ｕ（ ｔ）＋Ｄ（ ｚ）
Ｃ（ ｚ）

ｖ（ ｔ）， （８８）

其中｛ｕ（ ｔ）｝和｛ ｙ（ ｔ）｝分别为系统的输入和输出序

列，｛ｖ（ ｔ）｝是零均值、方差为 σ２ 的随机白噪声序列，
Ａ（ ｚ），Ｂ（ ｚ），Ｃ（ ｚ）和 Ｄ（ ｚ）均为单位后移算子 ｚ－１的多

项式：
Ａ（ ｚ） ∶ ＝ １＋ａ１ｚ

－１＋ａ２ｚ
－２＋…＋ａｎａｚ

－ｎａ，
Ｂ（ ｚ） ∶ ＝ ｂ１ｚ

－１＋ｂ２ｚ
－２＋…＋ｂｎｂｚ

－ｎｂ，
Ｃ（ ｚ） ∶ ＝ １＋ｃ１ｚ

－１＋ｃ２ｚ
－２＋…＋ｃｎｃｚ

－ｎｃ，
Ｄ（ ｚ） ∶ ＝ １＋ｄ１ｚ

－１＋ｄ２ｚ
－２＋…＋ｄｎｄｚ

－ｎｄ ．
设阶次 ｎａ，ｎｂ，ｎｃ 和 ｎｄ 已知，记 ｎ ∶ ＝ ｎａ＋ｎｂ＋ｎｃ＋ｎｄ，且
ｔ≤０ 时，ｕ（ ｔ） ＝ ０，ｙ（ ｔ） ＝ ０，ｖ（ ｔ） ＝ ０．系统量测噪声

ｗ（ ｔ） ∶ ＝
Ｄ（ ｚ）
Ｃ（ ｚ）

ｖ（ ｔ）为自回归滑动平均模型（ＡｕｔｏＲｅ⁃

ｇｒｅｓｓｉｖｅ Ｍｏｖｉｎｇ Ａｖｅｒａｇｅ ｍｏｄｅｌ，ＡＲＭＡ 模型） ．
定义系统模型输出和噪声模型输出分别为

ｘ（ ｔ） ∶ ＝
Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）

ｕ（ ｔ）， （８９）

ｗ（ ｔ） ∶ ＝
Ｄ（ ｚ）
Ｃ（ ｚ）

ｖ（ ｔ） ． （９０）

置系统参数向量 ϑ，系统模型参数向量 θ 和噪

声模型参数向量 ρ 分别为

ϑ ∶ ＝
θ
ρ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ∈Ｒｎａ＋ｎｂ＋ｎｃ＋ｎｄ，

θ ∶ ＝ ［ａ１，ａ２，…，ａｎａ，ｂ１，ｂ２，…，ｂｎｂ］
Ｔ∈Ｒｎａ＋ｎｂ，

ρ ∶ ＝ ［ｃ１，ｃ２，…，ｃｎｃ，ｄ１，ｄ２，…，ｄｎｄ］
Ｔ∈Ｒｎｃ＋ｎｄ，

信息向量 φ（ ｔ），系统模型信息向量ϕ（ ｔ）和噪声模型

信息向量 ψ（ ｔ）分别为

φ（ ｔ） ∶ ＝
ϕ（ ｔ）
ψ（ ｔ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ∈Ｒｎａ＋ｎｂ＋ｎｃ＋ｎｄ，

ϕ（ ｔ） ∶ ＝［－ｘ（ ｔ－１），－ｘ（ ｔ－２），…，－ｘ（ ｔ－ｎａ），
　 　 ｕ（ ｔ－１），ｕ（ ｔ－２），…，ｕ（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ∈Ｒｎａ＋ｎｂ，

ψ（ ｔ） ∶ ＝［－ｗ（ ｔ－１），－ｗ（ ｔ－２），…，－ｗ（ ｔ－ｎｃ），
　 　 ｖ（ ｔ－１），ｖ（ ｔ－２），…，ｖ（ ｔ－ｎｄ）］ Ｔ∈Ｒｎｃ＋ｎｄ ．

式（８９）—（９０）和式（８８）写成向量形式分别为

ｘ（ ｔ）＝ ［１－Ａ（ ｚ）］ｘ（ ｔ）＋Ｂ（ ｚ）ｕ（ ｔ）＝
φＴ（ ｔ）θ， （９１）

ｗ（ ｔ）＝ ［１－Ｃ（ ｚ）］ｗ（ ｔ）＋Ｄ（ ｚ）ｖ（ ｔ）＝
ψＴ（ ｔ）ρ＋ｖ（ ｔ）， （９２）

ｙ（ ｔ）＝ ｘ（ ｔ）＋ｗ（ ｔ）＝ ϕＴ（ ｔ）θ＋ψＴ（ ｔ）ρ＋ｖ（ ｔ）＝

［ϕＴ（ ｔ），ψＴ（ ｔ）］
θ
ρ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋ｖ（ ｔ）＝ φＴ（ ｔ）ϑ＋ｖ（ ｔ）， （９３）

令 ϑ^（ ｔ） ∶ ＝
θ^（ ｔ）
ρ^（ ｔ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 为 ϑ＝

θ
ρ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 的估计．基于 ＢＪ 系

统辨识模型（９３），信息向量 φ（ ｔ）中未知项 ｘ（ ｔ－ｉ），
ｗ（ ｔ－ｉ）和 ｖ（ ｔ－ｉ）分别用辅助模型（９９）的输出 ｘａ（ ｔ－
ｉ），估计的相关噪声项 ｗ^（ ｔ－ ｉ）和估计的白噪声项

ｖ^（ ｔ－ｉ）代替，代替后的信息向量记作 φ^（ ｔ），在辨识算

法中使用 φ^（ ｔ），我们能够获得辨识 ＢＪ 系统的辅助

模型递推广义增广最小二乘算法（Ａｕｘｉｌｉａｒｙ Ｍｏｄｅｌ
ｂａｓｅｄ Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｌｅａｓｔ Ｓｑｕａｒｅｓ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＡＭ⁃ＲＧＥＬＳ 算法）：

ϑ^（ ｔ） ＝ ϑ^（ ｔ－１）＋Ｐ（ ｔ） φ^（ ｔ） ［ｙ（ ｔ） －φ^Ｔ（ ｔ） ϑ^（ ｔ－１）］，
　 ϑ^（０）＝ １ｎ ／ ｐ０， （９４）

Ｐ－１（ ｔ）＝ Ｐ－１（ ｔ－１）＋φ^（ ｔ）φ^Ｔ（ ｔ），　 Ｐ（０）＝ ｐ０Ｉｎ， （９５）

φ^（ ｔ）＝
ϕ^（ ｔ）

ψ^（ ｔ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，　 ϑ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔ）

ρ^（ ｔ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （９６）

ϕ^（ ｔ） ＝ ［－ｘａ（ ｔ－１），…，－ｘａ（ ｔ－ｎａ），ｕ（ ｔ－１），
…，ｕ（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ， （９７）

ψ^（ ｔ） ＝ ［－ｗ^（ ｔ－１），…，－ｗ^（ ｔ－ｎｃ），ｖ^（ ｔ－１），
…，ｖ^（ ｔ－ｎｄ）］ Ｔ， （９８）

ｘａ（ ｔ） ＝ ϕ^Ｔ（ ｔ） θ^（ ｔ）， （９９）

ｗ^（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ）－ｘａ（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ（ ｔ） θ^（ ｔ）， （１００）

ｖ^（ ｔ）＝ ｗ^（ ｔ）－ψ^Ｔ（ ｔ） ρ^（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ（ ｔ）ϑ^（ ｔ）， （１０１）
θ^（ ｔ）＝ ［ ａ^１（ ｔ），ａ^２（ ｔ），…，ａ^ｎａ（ ｔ），ｂ^１（ ｔ），ｂ^２（ ｔ），

…，ｂ^ｎｂ（ ｔ）］
Ｔ， （１０２）

ρ^（ ｔ）＝ ［ ｃ^１（ ｔ），ｃ^２（ ｔ），…，ｃ^ｎｃ（ ｔ），ｄ^１（ ｔ），

ｄ^２（ ｔ），…，ｄ^ｎｄ（ ｔ）］
Ｔ ． （１０３）

６ ２　 ＡＭ⁃ＲＧＥＬＳ 辨识算法的收敛性

定理 １４［２，４］ 　 对于系统（８８），辨识模型（９３）和
ＡＭ⁃ＲＧＥＬＳ 辨识算法（９４）—（１０３），假设｛ ｖ（ ｔ）｝是

一个零均值、方差为 σ２ 的不相关噪声序列，即：

４９４
丁锋．辅助模型辨识方法（６）：性能分析．

ＤＩＮＧ Ｆｅｎｇ．Ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ．Ｐａｒｔ Ｆ：Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ Ａｎａｌｙｓｉｓ．



（Ｆ１）　 Ｅ［ｖ（ ｔ）］ ＝ ０，　 Ｅ［ｖ２（ ｔ）］ ＝σ２，
　 　 Ｅ［ｖ（ ｔ）ｖ（ ｉ）］ ＝ ０，　 ｔ≠ｉ，

存在正常数 α，β 和整数 ｔ０，使得当 ｔ≥ｔ０ 时，下列持

续激励条件成立：

（Ｆ２） 　 αＩｎ ≤ １
ｔ ∑

ｔ

ｊ ＝ １
φ^（ ｊ）φ^Ｔ（ ｊ） ≤ βＩｎ，ａ．ｓ．，

那么参数估计误差 ϑ^（ ｔ）－ϑ收敛于零．
证明　 定义参数估计误差向量 ϑ（ ｔ） ∶ ＝ ϑ^（ ｔ） －

ϑ．使用式（９３），式（９４）两边减去 ϑ，得到
ϑ（ｔ）＝ ϑ（ｔ－１）＋Ｐ（ｔ）φ^（ｔ）［－ｙ（ｔ）＋ξ（ｔ）＋ｖ（ｔ）］，（１０４）
式中

ｙ（ ｔ） ∶ ＝ φ^Ｔ（ ｔ）ϑ（ ｔ－１）∈Ｒ，
ξ（ ｔ） ∶ ＝［φ（ ｔ）－φ^（ ｔ）］ Ｔϑ∈Ｒ．

令

Ｔ（ ｔ） ∶ ＝ϑＴ（ ｔ）Ｐ－１（ ｔ）ϑ（ ｔ） ．
使用式（１０４）和式（９５），有

Ｔ（ ｔ）＝ Ｔ（ ｔ－１）－［１－φ^Ｔ（ ｔ）Ｐ（ ｔ）φ^（ ｔ）］ｙ２（ ｔ）＋
２［１－φ^Ｔ（ ｔ）Ｐ（ ｔ）φ^（ ｔ）］ｙ（ ｔ）［ξ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ）］＋
φ^Ｔ（ ｔ）Ｐ（ ｔ）φ^（ ｔ）［ｖ２（ ｔ）＋ξ２（ ｔ）＋２ξ（ ｔ）ｖ（ ｔ）］≤
Ｔ（ ｔ－１）＋２［１－φ^Ｔ（ ｔ）Ｐ（ ｔ）φ^（ ｔ）］ｙ（ ｔ）［ξ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ）］＋
φ^Ｔ（ ｔ）Ｐ（ ｔ）φ^（ ｔ）［ｖ２（ ｔ）＋ξ２（ ｔ）＋２ξ（ ｔ）ｖ（ ｔ）］ ． （１０５）

注意到

１－φ^Ｔ（ ｔ）Ｐ（ ｔ）φ^（ ｔ）＝ ［１＋φ^Ｔ（ ｔ）Ｐ（ ｔ－１）φ^（ ｔ）］ －１≥０，
｛ｖ（ ｔ）｝是一个零均值白噪声，且独立于输入信号

｛ｕ（ ｔ）｝ ．对于给定的某常数 ε，假设 ξ（ ｔ）是有界的，
即 Ｅ［ξ２（ ｔ）］≤ε．因为 Ｔ（ ｔ－１），ｙ（ ｔ），φ^Ｔ（ ｔ）Ｐ（ ｔ）φ^（ ｔ）
及 ξ（ ｔ）与 ｖ（ ｔ）不相关，式（１０５）两边取期望，使用条

件（Ｆ１）可得：
Ｅ［Ｔ（ｔ）］ＰＥ［Ｔ（ｔ－１）］＋Ｅ［φ^Ｔ（ｔ）Ｐ（ｔ）φ^（ｔ）］（σ２＋ε）≤

Ｅ［Ｔ（０）］＋ Ｅ ∑
ｔ

ｊ ＝１
φ^Ｔ（ｊ）Ｐ（ｊ）φ^（ｊ）[ ] （σ２ ＋ ε）． （１０６）

由式（９５）可得

Ｐ－１（ ｔ－１）＝ Ｐ－１（ ｔ）［Ｉｎ－Ｐ（ ｔ）φ^（ ｔ）φ^Ｔ（ ｔ）］ ．
取行列式得到

φ^Ｔ（ ｔ）Ｐ（ ｔ）φ^（ ｔ）＝ ｜Ｐ－１（ ｔ） ｜ － ｜Ｐ－１（ ｔ－１） ｜
｜Ｐ－１（ ｔ） ｜

．

参考文献［２］，用 ｊ 代替 ｔ，对 ｊ 从 ｊ ＝ １ 到 ｊ ＝ ｔ 求和，
可得

∑
ｔ

ｊ ＝ １
φ^Ｔ（ ｊ）Ｐ（ ｊ）φ^（ ｊ） ≤ ｌｎ ｜ Ｐ －１（ｔ） ｜ ＋ ｎｌｎ ｐ０ ． （１０７）

利用（Ｆ２），由式（９５）可得

（αｔ＋１ ／ ｐ０） ｎ≤｜Ｐ－１（ ｔ） ｜≤（βｔ＋１ ／ ｐ０） ｎ ．
代入式（１０７）可得

∑
ｔ

ｊ ＝ １
φ^Ｔ（ ｊ）Ｐ（ ｊ）φ^（ ｊ） ≤ ｎｌｎ（βｔ ＋ １ ／ ｐ０） ＋ ｎｌｎ ｐ０ ＝

　 　 ｎｌｎ（ｐ０βｔ ＋ １） ．
根据 Ｔ（ ｔ）的定义，有不等式

Ｅ［Ｔ（ ｔ）］ ＝Ｅ［ϑＴ（ ｔ）Ｐ－１（ ｔ）ϑ（ ｔ）］≥
　 　 （αｔ＋１ ／ ｐ０）Ｅ［‖ϑ（ ｔ）‖２］ ．

由于 Ｔ（０）＝ Ｅ［ϑＴ（０）Ｐ－１（０）ϑ（０）］ ＝ｎ ／ ｐ３
０，因此

由式（１０６）有
（αｔ＋１ ／ ｐ０）Ｅ［‖ϑ（ ｔ）‖２］ｎ≤Ｔ（ ｔ）≤
　 　 ｎ ／ ｐ３

０＋［ｎｌｎ（βｔ＋１ ／ ｐ０）＋ｎｌｎ ｐ０］（σ２＋ε），
取极限可得

ｌｉｍ
ｔ→∞

‖ϑ（ ｔ）‖２≤

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｎ ／ ｐ３
０＋［ｎｌｎ（βｔ＋１ ／ ｐ０）＋ｎｌｎ ｐ０］（σ２＋ε）

αｔ＋１ ／ ｐ０
＝ ０，　 ｍ．ｓ．

这说明参数估计误差‖ϑ^（ ｔ）－ϑ‖随 ｔ 增大均方收敛

于零．
注 １５　 在证明中假设 Ｅ［ ξ２（ ｔ）］≤ε，否则，令

ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１） ．在对式（１０５）取期望时，假设 Ｅ｛［１－
φ^Ｔ（ ｔ）Ｐ（ ｔ）φ^（ ｔ）］ｙ（ ｔ）ξ（ ｔ）｝ ＝ ０，这是比较苛刻的．此
外，条件（Ｆ２）是关于 φ^（ ｔ）的弱持续激励条件，如果

改为是关于 φ（ ｔ） 的弱持续激励条件，那么 ＡＭ⁃
ＲＧＥＬＳ 算法在这更弱的条件下的收敛性仍是开放

研究课题．相关结果参见文献［２，３７］ ．

７　 结语

辨识算法的收敛性分析是辨识的永恒研究主

题．每个辨识算法一诞生就伴随着收敛性分析和证

明．辅助模型辨识算法的收敛性分析是极其困难的．
本文针对白噪声干扰输出误差系统的辅助模型随机

梯度算法、辅助模型递推最小二乘算法、辅助模型多

新息随机梯度算法、变间隔辅助模型随机梯度算法、
变间隔辅助模型递推最小二乘算法在理论上做了比

较详细的分析．用一种很牵强的方式或者说很近似

的方式研究了有色噪声干扰 Ｂｏｘ－Ｊｅｎｋｉｎｓ 系统辅助

模型递推广义增广最小二乘算法的收敛性．其他有

色噪声干扰的线性系统和非线性系统的辅助模型辨

识算法的一致收敛性和收敛条件都是国际控制领域

的著名研究难题，如自回归输出误差误差类系统、线
性参数自回归输出误差系统、输入非线性系统等的

辅助模型辨识方法等．本文的收敛性研究方法可以

延伸研究其他线性系统［３９⁃４３］、线性参数系统［４４⁃４８］、双
线性系统［４９］、非线性系统［５０⁃５５］ ．

５９４
学报：自然科学版，２０１６，８（６）：４８１⁃４９８
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