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摘要
利用广义伊藤公式证明了混杂随机

时滞微分方程（ ＳＤＤＥ）在局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ
和广义 Ｋｈａｓｍｉｎｓｋｉｉ 条件下存在唯一解，
从而涵盖了一大类非线性混杂 ＳＤＤＥ．最
后给出实例说明了理论的可行性．
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０　 引言

　 　 目前，随机微分方程的解的存在唯一性分析的结果大多数是在

全局 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件和线性增长条件下取得的［１⁃２］，然而，科学和工程

中的很多随机微分方程模型的系数是高度非线性的．例如，金融工程

中的很多随机微分方程，如著名的 ＣＩＲ模型、Ｈｅｎｓｔｏｎ模型、Ａｉｔ⁃Ｓａｈａｌｉａ
模型等［３］，都不具有充分好的漂移系数和扩散系数，不满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ
条件和线性增长条件．

马尔科夫切换型随机系统是近年来备受关注的一类混杂动态模

型．这类模型中存在 ２ 种不同的随机性来源，其快速变化噪声影响用

连续变化的布朗运动来刻画，而系统模式的突变用离散状态的马尔

科夫链来表示．例如，研究证券市场在牛市和熊市不同状态下的走势

情况，使得混杂随机微分方程有了广阔的应用空间．这类混杂随机微

分方程（Ｈｙｂｒｉｄ ＳＤＥ）表示为

ｄｘ（ ｔ） ＝ ｆ（ｘ（ ｔ），ｒ（ ｔ））ｄｔ ＋ ｇ（ｘ（ ｔ），ｒ（ ｔ））ｄＢ（ ｔ），
其中，Ｂ（ ｔ）是布朗运动，ｒ（ ｔ）是右连续马尔科夫链，且其独立于布朗运

动 Ｂ（ ｔ） ．这里“混杂”的意义是指系统状态 ｘ（ ｔ）是连续的，而 ｒ（ ｔ）是离

散的．这类方程也称为“带马尔科夫切换的随机微分方程” ．Ｍａｏ 等［２］

系统介绍了混杂随机微分方程，得到解的存在唯一性定理、轨道估计

和矩估计以及方程零解的稳定性理论．
现实中很多系统的状态变化不但是非线性的，而且依赖于过去

一段时间的状态，因此需要考虑非线性混杂随机时滞微分方程：
ｄｘ（ｔ）＝ ｆ（ｘ（ｔ），ｘ（ｔ － τ），ｒ（ｔ））ｄｔ ＋ ｇ（ｘ（ｔ），ｘ（ｔ － τ），ｒ（ｔ））ｄＢ（ｔ），
　 　 ０ ≤ ｔ≤ Ｔ， （１）

其中，时滞 τ＞０是一个常数， ｆ：Ｒｎ × Ｒｎ × Ｓ → Ｒｎ，ｇ：Ｒｎ × Ｒｎ × Ｓ →
Ｒｎ×ｍ， Ｓ 为 ｒ（ ｔ）的状态空间．

初始条件给定如下：
｛ｘ（ｔ）： － τ ≤ ｔ≤０｝＝ ξ ∈ Ｃ（［ － τ，０］，Ｒｎ），　 ｒ（０） ＝ ｈ０∈Ｓ． （２）

注意到方程（１）的系数中不显式含有时间变量 ｔ，这是考虑到现

实系统中很少有关于时间变量的显示表达式．Ｍａｏ 等［４］建立了一个随

机时滞微分方程（ＳＤＤＥ）的 Ｋｈａｓｍｉｎｓｋｉｉ型存在唯一性定理，其中线性

增长条件被一个广义 Ｋｈａｓｍｉｎｓｋｉｉ 条件取代，使得该定理涵盖了一大



　 　 　 　类非线性随机时滞微分方程．在 ２０１３ 年，文献［５］针
对随机泛函微分方程建立了 Ｋｈａｓｍｉｎｓｋｉｉ 型存在唯

一性定理．本文旨在广义 Ｋｈａｓｍｉｎｓｋｉｉ 条件下得到非

线性混杂随机时滞微分方程（１）的存在唯一性定理．

１　 预备知识

１ １　 马尔科夫链

设（Ω，Ｆ， ｛Ｆｔ ｝ ｔ≥０，Ｐ）是一个完备概率空间，
｛Ｆｔ｝ ｔ≥０是其上的一个 σ⁃域流，满足通常条件（即它

是单调递增且右连续的，Ｆ０ 包含所有的 Ｐ⁃零测集） ．
令 Ｂ（ ｔ）＝ （Ｂ１（ ｔ），…，Ｂｍ（ ｔ）） Ｔ 是该完备概率空间上

的一个 ｍ⁃维布朗运动．令｛ ｒ（ ｔ），ｔ≥０｝是该概率空间

上的一个右连续马尔科夫链，取值于有限状态空间

Ｓ＝ ｛１，２，…，Ｎ｝，其转移速率矩阵 Γ＝ （γｉｊ） Ｎ×Ｎ给定

如下：
Ｐ ｉｊ（Δ） ＝∶ Ｐ｛ ｒ（ ｔ ＋ Δ） ＝ ｊ ｜ ｒ（ ｔ） ＝ ｉ｝ ＝

　 　
γ ｉｊΔ ＋ ｏ（Δ），　 　 ｉ≠ ｊ，
１ ＋ γ ｉｊΔ ＋ ｏ（Δ）， ｉ ＝ ｊ，{

其中 Δ＞０．当 ｉ≠ｊ 时，γｉｊ≥０表示从状态 ｉ 到状态 ｊ 的

转移速率，且有 γ ｉｉ ＝ －∑
ｊ≠ｉ

γ ｉｊ，这里假定马尔科夫链

ｒ（·）是 Ｆｔ⁃适应的，且独立于布朗运动 Ｂ（·） ．

１ ２　 广义伊藤公式

设 Ｃ２，１（Ｒｎ×Ｒ＋×Ｓ，Ｒ） 为定义在 Ｒｎ×Ｒ＋ ×Ｓ 上的

实值连续函数 Ｖ（ｘ，ｔ，ｈ）的全体，满足对任意的 ｈ∈
Ｓ，其关于 ｘ 二阶连续可导，关于 ｔ 一阶连续可导．对
给定的 Ｖ∈Ｃ２，１（Ｒｎ ×Ｒ＋ ×Ｓ，Ｒ），定义算子 ＬＶ：Ｒｎ ×
Ｒ＋×Ｓ→Ｒ，

ＬＶ（ｘ，ｔ，ｈ） ＝ Ｖｔ（ｘ，ｔ，ｈ） ＋ Ｖｘ（ｘ，ｔ，ｈ）ｆ（ｘ，ｔ，ｈ） ＋

　 　 １
２
ｔｒａｃｅ［ｇ（ｘ，ｔ，ｈ）Ｖｘｘ（ｘ，ｔ，ｈ）ｇ（ｘ，ｔ，ｈ）］ ＋

　 　 ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
γ ｈｊＶ（ｘ，ｔ，ｊ）， （３）

其中：

Ｖｔ（ｘ，ｔ，ｈ） ＝
Ｖ（ｘ，ｔ，ｈ）
ｔ

，

Ｖｘ（ｘ，ｔ，ｈ） ＝
Ｖ（ｘ，ｔ，ｈ）
ｘ１

，…，Ｖ（ｘ，ｔ，ｈ）
ｘｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｖｘｘ（ｘ，ｔ，ｈ） ＝
２Ｖ（ｘ，ｔ，ｈ）
ｘｉｘ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ×ｎ
．

引理 １［２］ 　 设 Ｖ∈Ｃ２，１（Ｒｎ×Ｒ＋×Ｓ，Ｒ），τ１，τ２ 是 ２
个有界停时，满足 ０≤ τ１≤ τ２， ａ． ｓ．．若 Ｖ （ ｘ （ ｔ）， ｔ，
ｒ（ ｔ））和 ＬＶ（ｘ（ ｔ），ｔ，ｒ（ ｔ））等在 ｔ∈［τ１，τ２］上以概率

１有界，则
ＥＶ（ｘ（τ２），τ２，ｒ（τ２）） ＝ ＥＶ（ｘ（τ１），τ１，ｒ（τ１）） ＋

　 　 Ｅ ∫τ２
τ１
ＬＶ（ｘ（ ｓ），ｓ，ｒ（ ｓ））ｄｓ． （４）

１ ３　 极大局部解

设 σ∞是一个停时，满足 ０≤σ∞≤Ｔ，ａ．ｓ．．｛ｘ（ ｔ）：
－τ≤ｔ≤σ∞ ｝是一个 Ｒｎ 值 Ｆｔ⁃适应的连续随机过程，
若在 ｔ∈［－τ，０］ 上 ｘ（ ｔ）＝ ξ（ ｔ），存在一族非降停时

列｛σｋ｝ ｋ≥１满足 ０≤σｋ↑σ∞ ，ａ．ｓ．，并且

ｘ（ ｔ） ＝ ｘ（０） ＋ ∫ｔ∧σ ｋ

０
ｆ（ｘ（ ｓ），ｘ（ ｓ － τ），ｒ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 ∫ｔ∧σ ｋ

０
ｇ（ｘ（ ｓ），ｘ（ ｓ － τ），ｒ（ ｓ））ｄＢ（ ｓ） （５）

对任意 ｔ∈［０，Ｔ］和 ｋ≥１ 以概率成 １ 成立，则称

｛ｘ（ ｔ）：－τ≤ｔ≤σ∞ ｝为方程（１） 的一个局部解．若进

而 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→σ∞

｜ ｘ（ ｔ） ｜ ＝∞，当σ∞ ＜ Ｔ时，则称它是一个

极大局部解，σ∞称为爆炸时间．若任何其他的极大解

｛ｘ（ ｔ）：－τ≤ｔ≤σ∞ ｝和它无差别，即在－τ≤ｔ≤σ∞上

ｘ（ ｔ）＝ ｘ（ ｔ）和 σ∞ ＝σ∞都以概率 １成立．
引理 ２［２］ 　 若局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件成立，即对

∀ｉ≥１，存在一个正常数 Ｋ ｉ，使得

｜ ｆ（ｘ，ｙ，ｈ）－ｆ（ｘ，ｙ，ｈ） ｜ ２∨｜ ｇ（ｘ，ｙ，ｈ）－ｇ（ｘ，ｙ，ｈ） ｜ ２≤
Ｋ ｉ ｜ ｘ－ｘ ｜ ２＋ ｜ ｙ－ｙ ｜ ２( ) （６）

对所有满足 ｜ ｘ ｜∨ ｜ ｙ ｜∨ ｜ ｘ ｜∨ ｜ ｙ ｜≤ｉ 的 ｘ，ｙ，ｘ，ｙ∈Ｒｎ

和任意的 ｈ∈Ｓ 都成立，则方程（１）存在唯一极大局

部解．

２　 非线性混杂 ＳＤＤＥ 的Ｋｈａｓｍｉｎｓｋｉｉ 型存在
唯一性定理

　 　 首先给出 ２个假设条件．
假设 １　 （局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件）对∀ｉ≥１，存在一

个正常数 Ｋ ｉ，使得

｜ ｆ（ｘ，ｙ，ｈ） － ｆ（ｘ，ｙ，ｈ） ｜ ２∨｜ ｇ（ｘ，ｙ，ｈ） － ｇ（ｘ，ｙ，ｈ） ｜ ２≤
Ｋ ｉ ｜ ｘ － ｘ ｜ ２ ＋｜ ｙ － ｙ ｜ ２( ) （７）

对所有满足 ｜ ｘ ｜∨ ｜ ｙ ｜∨ ｜ ｘ ｜∨ ｜ ｙ ｜≤ｉ 的 ｘ，ｙ，ｘ，ｙ∈Ｒｎ

和任意的 ｈ∈Ｓ 都成立．
令 Ｃ（Ｒｎ，Ｒ＋）为从 Ｒｎ 到 Ｒ＋的连续函数的全体．

令 Ｃ２（Ｒｎ×Ｓ，Ｒ＋）为定义在 Ｒｎ×Ｓ 上的非负连续函数

Ｖ（ｘ，ｈ） 的全体，且满足对任意的 ｈ∈Ｓ，其关于 ｘ 二

阶连续可导．对给定的 Ｖ∈Ｃ２（Ｒｎ ×Ｓ，Ｒ＋），定义函数

ＬＶ：Ｒｎ×Ｒｎ×Ｓ→Ｒ．
ＬＶ（ｘ，ｙ，ｈ） ＝ Ｖｘ（ｘ，ｈ） ｆ（ｘ，ｙ，ｈ） ＋

　 　 １
２
ｔｒａｃｅ［ｇＴ（ｘ，ｙ，ｈ）Ｖｘｘ（ｘ，ｈ）ｇ（ｘ，ｙ，ｈ）］ ＋

０９１
任艳科，等．广义 Ｋｈａｓｍｉｎｓｋｉｉ条件下非线性混杂随机时滞微分方程的解的存在唯一性．
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　 　 ∑
Ｎ
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需要强调的是，ＬＶ 定义在 Ｒｎ×Ｒｎ×Ｓ 上，而 Ｖ 是

定义在 Ｒｎ×Ｓ 上的函数．
假设 ２　 （广义 Ｋｈａｓｍｉｎｓｋｉｉ条件）存在 ２个函数

Ｖ∈ Ｃ２（Ｒｎ×Ｓ，Ｒ＋）和 Ｕ∈Ｃ（Ｒｎ，Ｒ＋），以及 ３ 个非负

常数 λ ｊ（１≤ｊ≤３）满足 λ２＞λ３，使得

ｌｉｍ
｜ ｘ｜→∞

ｉｎｆ
ｈ∈Ｓ

Ｖ（ｘ，ｈ）( ) ＝ ∞ （８）

和

ＬＶ（ｘ，ｙ，ｈ） ≤ λ １ － λ ２Ｕ（ｘ） ＋ λ ３Ｕ（ｙ） （９）
对任意的（ｘ，ｙ，ｈ）∈Ｒｎ×Ｒｎ×Ｓ 都成立．

定理 １　 （Ｋｈａｓｍｉｎｓｋｉｉ型定理）若假设 １ 和假设

２成立，则对任意的初始条件（２），混杂 ＳＤＤＥ（１）在
ｔ∈［－τ，∞ ） 上存在唯一解 ｘ（ ｔ），并且满足

ＥＶ（ｘ（ ｔ），ｈ） ＜ ∞，

Ｅ ∫ｔ
０
Ｕ（ｘ（ｓ））ｄｓ ＜ ∞，　 ∀（ｔ，ｈ） ∈ Ｒ＋ × Ｓ．{ （１０）

证明 　 由于混杂 ＳＤＤＥ （ １） 的系数是局部

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的，对任意给定的初始条件（２），方程

在 ｔ∈［－τ，σ∞ ）上存在唯一的极大局部解 ｘ（ ｔ） （见
引理 ２），其中 σ∞是爆炸时间．设 ｉ０ 是充分大的正整

数，满足 ｉ０≥‖ξ‖＝ｍａｘ－τ≤ｔ≤０ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ．对任意的整数

ｉ≥ｉ０，定义停时

τ ｉ ＝ ｉｎｆ｛ ｔ∈ ［０，σ∞ ） ∶ ｜ ｘ（ ｔ） ｜≥ ｉ｝，
其中约定 ｉｎｆ ＝∞ ，显然 τｉ 随着 ｉ→∞ 单调递增．令
τ∞ ＝ ｌｉｍｉ→∞ τｉ，则 τ∞≤σ∞ ．如果能够证明τ∞ ＝∞ ，则
σ∞ ＝∞ ，进而可得 ｘ（ ｔ）是方程（１） 在 ｔ∈［－τ，∞ ）上
的唯一解．

利用广义伊藤公式（见引理 １）和条件（９），对任

意的 ｉ≥ｉ０ 和 ｔ≥０，
ＥＶ（ｘ（τ ｉ ∧ ｔ），ｒ（τ ｉ ∧ ｔ）） － Ｖ（ｘ（０），ｒ（０）） ≤

Ｅ ∫τ ｉ∧ｔ

０
λ１ － λ２Ｕ（ｘ（ｓ）） ＋ λ３Ｕ（ｘ（ｓ － τ））( ) ｄｓ≤

λ １ ｔ － λ ２Ｅ ∫τ ｉ∧ｔ

０
Ｕ（ｘ（ ｓ））ｄｓ ＋

λ ３Ｅ ∫τ ｉ∧ｔ

０
Ｕ（ｘ（ ｓ － τ））ｄｓ， （１１）

又因为

Ｅ ∫τ ｉ∧ｔ

０
Ｕ（ｘ（ ｓ － τ））ｄｓ ＝ Ｅ ∫τ ｉ∧ｔ －τ

－τ
Ｕ（ｘ（ ｓ））ｄｓ≤

　 　 ∫０
－τ
Ｕ（ｘ（ ｓ））ｄｓ ＋ Ｅ ∫τ ｉ∧ｔ

０
Ｕ（ｘ（ ｓ））ｄｓ，

把上式代入（１１）可得

ＥＶ（ｘ（τ ｉ ∧ ｔ），ｒ（τ ｉ ∧ ｔ）） ≤

　 　 Ｃ１ ＋ λ１ｔ － （λ２ － λ３）Ｅ ∫τ ｉ∧ｔ

０
Ｕ（ｘ（ｓ））ｄｓ， （１２）

其中 Ｃ１ ＝ Ｖ（ｘ（０），ｒ（０）） ＋ λ ３ ∫０
－τ
Ｕ（ｘ（ ｓ））ｄｓ．考虑到

λ ２ ＞ λ ３，得 ＥＶ（ｘ（τ ｉ ∧ ｔ），ｒ（τ ｉ ∧ ｔ）） ≤ Ｃ１ ＋ λ １ ．
定义 υ ｉ ＝ ｉｎｆ

ｈ∈Ｓ，｜ ｘ｜≥ｉ
Ｖ（ｘ，ｈ），则有

ＥＶ（ｘ（τ ｉ ∧ ｔ），ｒ（τ ｉ ∧ ｔ）） ≥
　 　 Ｅ（Ｖ（ｘ（τ ｉ ∧ ｔ），ｒ（τ ｉ ∧ ｔ））１｛τ ｉ≤ｔ｝） ≥
　 　 υ ｉＰ（τ ｉ ≤ ｔ），

故有 υ ｉＰ（τ ｉ ≤ ｔ） ≤ Ｃ１ ＋ λ １ ｔ，又由条件（８），当 ｉ→
∞时 υｉ→∞，因而令上述不等式中的 ｉ→∞ 可得

Ｐ（τ∞≤ｔ）＝ ０，即 Ｐ（τ∞ ＞ ｔ） ＝ １． 由于 ｔ≥０ 是任意

的，故有 Ｐ（τ∞ ＝∞ ）＝ １．
下面证明结论（１０） ．由（１２）可得

（λ ２ － λ ３）Ｅ ∫τ ｉ∧ｔ

０
Ｕ（ｘ（ ｓ））ｄｓ≤ Ｃ１ ＋ λ １ ｔ，

令 ｉ→∞，得

Ｅ ∫ｔ
０
Ｕ（ｘ（ ｓ））ｄｓ≤

Ｃ１ ＋ λ １ ｔ
λ ２ － λ ３

，

即为所求．
推论 １　 若假设 １ 和假设 ２ 成立，对任意的 ε∈

（０，１） 和 Ｔ＞０，存在一个充分大的整数 ｉ∗，依赖于 ε
和 Ｔ，使得 Ｐ（τ ｉ≤ Ｔ） ≤ ε，∀ｉ≥ ｉ∗，其中 τｉ 的定义

见定理 １的证明．

３　 实例

考虑一维混杂 ＳＤＤＥ：
ｄｘ（ ｔ） ＝ ｆ（ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ），ｒ（ ｔ））ｄｔ ＋
　 　 ｇ（ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ），ｒ（ ｔ））ｄＢ（ ｔ）， （１３）

其初始条件为 ｛ｘ（ ｔ）： － τ ≤ ｔ≤０｝ ∈ Ｃ（［ － τ，０］，
Ｒ），其中 Ｂ（ ｔ） 是一维布朗运动，ｒ（ ｔ） 是右连续马尔

科夫链，状态空间为 Ｓ ＝ ｛１，２｝，其转移速率矩阵为

Γ ＝
－ １ 　 １
　 ４ － ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， 另外， ｆ（ｘ，ｙ，１） ＝ － ２（ｘ ＋ ｘ３），

ｇ（ｘ，ｙ，１） ＝ ｙ２，ｆ（ｘ，ｙ，２） ＝ ０ ５ｘ，ｇ（ｘ，ｙ，２） ＝ ０ ５ｙ，
注意这里 ｆ（ｘ，ｙ，１）和ｇ（ｘ，ｙ，１）不满足线性增长条件．
显然，方程系数满足局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件（７），因此，只
需验证假设 ２成立．考虑 Ｖ∈ Ｃ２（Ｒ × Ｓ，Ｒ＋），

Ｖ（ｘ，ｈ） ＝
ｘ２，　 　 　 　 ｈ ＝ １，
２（ｘ２ ＋ ｘ４）， ｈ ＝ ２，{
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对于 ｘ∈Ｒ，则算子 ＬＶ：Ｒ×Ｒ×Ｓ→Ｒ 有如下形式：
ＬＶ（ｘ，ｙ，１）＝ － ４ｘ（ｘ ＋ ｘ３） ＋ ｙ４ － ｘ２ ＋ ２（ｘ２ ＋ ｘ４）＝
　 　 － ３ｘ２ － ２ｘ４ ＋ ｙ４

和

ＬＶ（ｘ，ｙ，２） ＝ ２ｘ２ ＋ ４ｘ４ ＋ （０ ５ ＋ ３ｘ２）ｙ２ ＋ ４ｘ２ －
　 　 ８（ｘ２ ＋ ｘ４） ≤－ ２ｘ２ ＋ ０ ５ｙ２ － １ ７５ｘ４ ＋ ｙ４，

若令 Ｕ（ｘ）＝ ｘ２＋ｘ４ 对于 ｘ∈Ｒ，则有

ＬＶ（ｘ，ｙ，ｈ） ≤ λ １ － λ ２Ｕ（ｘ） ＋ λ ３Ｕ（ｙ）
对 ｈ＝ １，２成立，其中 λ１ ＝ ０，λ２ ＝ １ ７５和 λ３ ＝ １，所以

满足假设 ２，从而由定理 １ 可知，非线性混杂 ＳＤＤＥ
（１３）存在唯一解．
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