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计算凸域弦长分布函数的方法

摘要
利用广义支持函数和限弦函数讨论

了弦长分布函数的计算问题，得到正三
角形的弦长分布函数的显式表达式，所
提供的方法具有普适性．
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０　 引言

　 　 凸域的弦长分布函数问题是凸体理论中一个重要研究课题，它
有许多应用背景（模式识别、材料的统计分析等），但迄今为止，没有

文献提供计算凸域弦长分布函数的统一方法．本文以正三角形为例，
讨论利用广义支持函数和限弦函数计算凸域弦长分布函数的方法，
该方法具有普遍意义．

定义 １　 以 σＭ（φ） 表示垂直于 φ方向的直线 Ｇ 与凸域 Ｄ截出的

弦长最大值，即 σＭ（φ） ＝ ｓｕｐ
Ｇ

σ：σ ＝ ｍ Ｇ ∩ （ｉｎｔＤ）[ ]{ } ．对任意给定

的 ｌ（ ｌ≥０） 及 φ（０≤ φ≤２π），使得 ｒ（ ｌ，φ） ＝ｍｉｎ ｌ，σＭ（φ）{ } ，称二元

函数 ｒ（ ｌ，φ） 为凸域 Ｄ 的限弦函数［１⁃２］ ．
定义２　 以σ表示凸域Ｄ被直线Ｇ截出的弦长．当Ｇ仅与∂Ｄ相交包

Ｇ ∩∂Ｄ是线段情形，约定 σ ＝ ０．Ｇ的表示取广义法式，对任意给定的 σ
和 φ（０≤φ≤２π） 置 ｐ（σ，φ）＝ ｓｕｐ

Ｇ
ｐ：ｍ Ｇ ∩ （ｉｎｔＤ）[ ] ＝ σ{ } ，称二元

函数 ｐ（σ，φ） 为凸域 Ｄ 的广义支持函数［１⁃２］ ．
定理 １［３］ 　 设 Ｋ 为周长等于 Ｌ 的凸域，Ｇ 为随机直线，则有

∫
Ｇ∩Ｋ≠φ

ｄＧ ＝ Ｌ． （１）

１　 凸域弦长分布函数的定义及计算公式

设 Ｋ 为周长等于 Ｌ 的平面凸域，有关 Ｋ 的一些随机量、平均量得

到了广泛关注和研究，比如Ｋ内两点的平均距离［４］、平均弦长［５］ 等．现
设 Ｇ为与 Ｋ相交之随机直线，截出的弦长记为σ．Ｇ∩ Ｋ≠Φ表示一切

与 Ｋ 相交之随机直线 Ｇ．Ｇ ∩ Ｋ
（σ≤ｙ）

≠ Φ 表示一切截出的弦长不超过 ｙ 的

随机直线 Ｇ． 由此很自然地有下列关于弦长分布函数的定义．
定义 ３　 设 Ｋ为平面凸域，Ｇ为与 Ｋ相交之随机直线，截出之弦长

为 σ．弦长分布函数［３］Ｆ（ｙ） 由下式定义：

Ｆ（ｙ） ＝ ∫
Ｇ∩Ｋ≠φ
（σ≤ｙ）

ｄＧ ∫
Ｇ∩Ｋ≠φ

ｄＧ． （２）

由式（１）知，式（２）分母 ∫
Ｇ∩Ｋ≠φ

ｄＧ ＝ Ｌ．

假定凸域 Ｋ 的边界没有平行边，则式（２） 分子为 　 　 　 　



　 　 ∫
Ｇ∩Ｋ≠φ
（σ≤ｙ）

ｄＧ ＝ ∫２π
０
ｄφ ∫０

ｒ（ｙ，φ）

∂ｐ
∂σ

ｄσ． （３）

从而有下述结论：
定理 ２　 设 Ｋ为周长等于 Ｌ的平面凸域，ｒ（ｙ，φ）

和 ｐ（σ，φ） 分别是Ｋ的限弦函数和广义支持函数，且
若 Ｋ 的边界没有平行边， 则有

Ｆ（ｙ） ＝ １
Ｌ ∫

２π

０
ｄφ ∫０

ｒ（ｙ，φ）

∂ｐ
∂σ

ｄσ． （４）

２　 正三角形区域的弦长分布函数

如图 １（正三角形的弦）建立坐标系，由正三角

形的对称性，在下面的计算过程中只需要计算直线

在
π
６

≤ φ ≤ π
２

时与三角形相交时的情形．

图 １　 正三角形的弦

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｃｈｏｒｄ ｏｆ ｒｅｇｕｌａｒ ｔｒｉａｎｇｌｅ

２ １　 正三角形的最大弦长函数

边长为 ａ 的正三角形的最大弦长函数为

σＭ（φ） ＝ ３ ａ
ｃｏｓ φ ＋ ３ ｓｉｎ φ

，　 π
６

≤ φ ≤ π
２
． （５）

２ ２　 正三角形的限弦函数

α 和 φｌ 之意义如图 １ 所示．由正弦定理有

ｓｉｎ α
ａ

＝
ｓｉｎ π

３
ｌ

，

故有

α ＝ ａｒｃｓｉｎ ３ ａ
２ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

从而

φｌ ＝
２
３
π － α．

因此正三角形的限弦函数为

ｒ（ｌ，φ）＝

ｌ，　 　 　 ０≤ｌ≤ ３ａ
２
，　 π

６
≤φ≤ π

２
，

ｌ， ３ａ
２

≤ｌ≤ａ， π
６

≤φ≤ π
６

＋φｌ，

σＭ（φ），
３ａ
２

≤ｌ≤ａ， π
６

＋φｌ ≤φ≤ π
２

－φｌ，

ｌ， ３ａ
２

≤ｌ≤ａ， π
２

－φｌ ≤φ≤ π
２
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï （６）

２ ３　 正三角形的广义支持函数
已知直线 Ｇ 与正三角形交于 ｐ１，ｐ２ 两点，方向为

φ，相交弦长为 σ． 如图 ２（直线与正三角形相交）
情形．

图 ２　 直线与正三角形相交

Ｆｉｇ．２　 Ｓｔｒａｉｇｈｔ ｌｉｎｅ ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ
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由 ＡＣ 的方程 ｙ ＝ － ３ ｘ ＋ ３
３
ａ，有

ｙ１ ＝ － ３ ｘ１ ＋ ３
３
ａ ＝ － σ·ｃｏｓ π

３
－ φæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ３

３
ａ，

又直线 Ｇ 的广义法式为 ｘｃｏｓ φ ＋ ｙｓｉｎ φ － ｐ ＝ ０，
则
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ｐ（σ，φ） ＝ ｘ１ｃｏｓ φ ＋ ｙ１ｓｉｎ φ ＝

σ·ｃｏｓ π
３

－ φæ

è
ç

ö

ø
÷

３
－ σ·ｃｏｓ π

３
－ φæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ３

３
ａ ＝

１
２ ３

［（ｃｏｓ２φ － ３ｓｉｎ２φ）σ ＋ ２ａｓｉｎ φ］ ． （７）

２ ４　 边长为 ａ 的正三角形弦长分布函数

下面具体计算正三角形的弦长分布函数．由式

（４）知，只要算出积分 ∫２π
０
ｄφ ∫０

ｒ（ｙ，φ）

∂ｐ
∂σ

ｄσ 问题便得以

解决．又，利用对称性，只需计算积分∫２ππ
６

ｄφ ∫０
ｒ（ｙ，φ）

∂ｐ
∂σ

ｄσ．

当 ０ ≤ ｙ ≤ ３
２
ａ 时，

Ｉ１（ｙ） ＝ ∫
π
２

π
６

(∫０
ｙ

∂ｐ
∂σ

ｄσ )ｄφ ＝

∫
π
２

π
６

(∫０
ｙ

１
２ ３

（ｃｏｓ２φ － ３ｓｉｎ２φ）ｄσ )ｄφ ＝

－ ｙ
２ ３

∫
π
２

π
６

（ｃｏｓ２φ － ３ｓｉｎ２φ）ｄφ ＝

－ ｙ
２ ３

（ － φ ＋ ２ｓｉｎ φｃｏｓ φ）
π
２

π
６

＝ ｙ
２ ３

π
３

＋ ３
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （８）

当
３
２
ａ ≤ ｙ ≤ ａ 时，

Ｉ２（ｙ） ＝ ∫
π
２

π
６
∫０３

２ ａ

∂ｐ
∂σ

ｄσæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄφ ＋ ∫

π
６ ＋φｙ

π
６

(∫
３
２ ａ

ｙ

∂ｐ
∂σ

ｄσ )ｄφ ＋

∫
π
２ －φｙ

π
６ ＋φｙ

(∫
３
２ ａ

σＭ（φ）

∂ｐ
∂σ

ｄσ )ｄφ ＋ ∫
π
２

π
２ －φｙ

(∫
３
２ ａ

ｙ

∂ｐ
∂σ

ｄσ )ｄφ．
因为

∫
π
２

π
６
∫０３

２ ａ

∂ｐ
∂σ

ｄσæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄφ ＝ Ｉ１

３
２
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　

３
２
ａ

２ ３
π
３

＋ ３
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ａ

４
π
３

＋ ３
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

故有

Ｉ２（ｙ） ＝ Ｉ１
３
２
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｆ１ ＋ Ｆ２ ＋ Ｆ３ ．

其中：

Ｆ１ ＝ ∫
π
６ ＋φｙ

π
６

(∫
３
２ ａ

ｙ

１
２ ３

（ｃｏｓ２φ － ３ｓｉｎ２φ）ｄσ )ｄφ，

Ｆ２ ＝ ∫
π
２ －φｙ

π
６ ＋φｙ

(∫
３
２ ａ

σＭ（φ）

１
２ ３

（ｃｏｓ２φ － ３ｓｉｎ２φ）ｄσ )ｄφ，

Ｆ３ ＝ ∫
π
２

π
２ －φｙ

(∫
３
２ ａ

ｙ

１
２ ３

（ｃｏｓ２φ － ３ｓｉｎ２φ）ｄσ )ｄφ．

为计算方便先算出：

ｓｉｎ φｙ＝ ｓｉｎ ２
３
π － ａｒｃｓｉｎ ３

２ｙ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷＝ － ３

２
· １ － ３

４ｙ２
ａ２ ＋ ３

４ｙ
ａ，

ｃｏｓ φｙ＝ ｃｏｓ ２
３
π － ａｒｃｓｉｎ ３

２ｙ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １

２
· １ － ３

４ｙ２
ａ２ ＋ ３

４ｙ
ａ，

ｓｉｎ π
６

＋ φｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｓｉｎ ( π

６
＋ ２

３
π － ａｒｃｓｉｎ ３

２ｙ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ) ＝

－ １
２
· １ － ３

４ｙ２ａ
２ ＋ ３

４ｙ
ａ，

ｃｏｓ π
６

＋ φｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｃｏｓ ( π

６
＋ ２

３
π － ａｒｃｓｉｎ ３

２ｙ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ) ＝

３
２

· １ － ３
４ｙ２ａ

２ ＋ ３
４ｙ

ａ ，

其中 φｙ ＝ ２
３
π － α，α ＝ ａｒｃｓｉｎ ３

２ｙ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （α 为第二象限

角，ｃｏｓ α ＝ － １ － ｓｉｎ２α ） ．
于是有：

Ｆ１ ＝ ∫
π
６ ＋φｙ

π
６

(∫
３
２ ａ

ｙ

１
２ ３

（ｃｏｓ２φ － ３ｓｉｎ２φ）ｄσ )ｄφ ＝

１
２ ３

３
２
ａ － ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －φｙ ＋ ２ｓｉｎ π

６
＋φｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ π

６
＋φｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ３

２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

( ａ
４

－ ｙ
２ ３

) ( － ２
３
π ＋ ａｒｃｓｉｎ ３

２ｙ
ａ ＋

３
２ｙ

ａ· １ － ３
４ｙ２ａ

２ ＋ ３ ３
４ｙ２ ａ

２ － ３ )，

Ｆ２ ＝ ∫
π
２ －φｙ

π
６ ＋φｙ

(∫
３
２ ａ

σＭ（φ）

１
２ ３

（ｃｏｓ２φ － ３ｓｉｎ２φ）ｄσ )ｄφ ＝

ａ
４ [ － π

３
＋ ２φｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２ｓｉｎ φｙｃｏｓ φｙ －

２ｓｉｎ π
６

＋ φｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ π

６
＋ φｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ] －

ａ
２ [ ｃｏｓ φｙ ＋ ３ｓｉｎ φｙ －ｓｉｎ

π
６

＋φｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ３ｃｏｓ π

６
＋φｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ] ＝

ａ
４ π － ２ａｒｃｓｉｎ ３ａ

ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ３ａ

ｙ
１ － ３

４ｙ２
ａ２é

ë
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ê

ù

û
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ú
＋ ａ １ － ３

４ｙ２
ａ２，

Ｆ３ ＝ ∫
π
２

π
２ －φｙ

∫
３
２ ａ

ｙ

１
２ ３

（ｃｏｓ２φ － ３ｓｉｎ２φ）ｄφ ＝

１
２ ３

３
２
ａ － ｙ

æ
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ç
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ø
÷ （ － φｙ － ２ｓｉｎ φｙｃｏｓ φｙ） ＝
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因此

Ｉ２（ｙ） ＝ Ｉ１
３
２
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｆ１ ＋ Ｆ２ ＋ Ｆ３ ＝

ａ
４

π
３

＋ ３
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ａ
４

－ ｙ
２ ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ( － ２

３
π ＋ ａｒｃｓｉｎ ３

２ｙ
ａ ＋

３
２ｙ

ａ· １ － ３
４ｙ２ａ

２ ＋ ３ ３
４ｙ２ ａ

２ － ３ ) ＋

ａ
４ π － ２ａｒｃｓｉｎ ３ ａ

ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ３ ａ

ｙ
１ － ３

４ｙ２ａ
２é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

ａ １ － ３
４ｙ２

ａ２ ＋
ａ
４

－ ｙ
２ ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ( － ２

３
π ＋ ａｒｃｓｉｎ ３

２ｙ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

３ ３
４ｙ２ ａ

２ ＋ ３ ａ
２ｙ

１ － ３
４ｙ２ａ

２ ＋ ３
２ ) ＝

２π
３ ３

＋ １
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｙ － ｙ

３
ａｒｃｓｉｎ ３

２ｙ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ａ

２
· １ － ３

４ｙ２
ａ２ ． （９）

习惯上规定反三角函数在主值区间取值，因此
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２ｙ

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 代替 ａｒｃｓｉｎ ３

２ｙ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 便有

Ｉ２（ｙ） ＝ ｙ
４

－ ｙπ
３ ３

＋ ｙ
３
ａｒｃｓｉｎ ３

２ｙ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 ａ
２
· １ － ３

４ｙ２ａ
２ ． （１０）

对于 ０ ≤ ｙ ≤ ３
２
ａ，

Ｆ（ｙ） ＝ ６
３ａ

Ｉ１（ｙ）； （１１）

对于
３
２
ａ ≤ ｙ ≤ ａ，

Ｆ（ｙ） ＝ ６
３ａ

Ｉ２（ｙ） ． （１２）

将式（８）和（１０）分别代入（１１）和（１２）便得到所

求结果．
定理 ３ 　 边长为 ａ 的正三角形的弦长分布函

数为

Ｆ（ｙ） ＝

０，　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｙ ≤０，
π

３ ３
＋ １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷
ｙ
ａ
， ０ ≤ ｙ ≤ ３

２
ａ，

４π
３ ３

＋ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｙ
ａ

－ ２ｙ
３ａ

ａｒｃｓｉｎ ３
２ｙ

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 １
２

１ － ３
４ｙ２ａ

２ ， ３
２
ａ ≤ ｙ ≤ ａ，

１， ｙ ≥ ａ．
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